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Random polytopes

Random points X1, . . . ,Xn uniformly in K ⊂ Rd

Pn = [X1, . . . ,Xn] ⊂ K

K
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Random polytopes

Random points X1, . . . ,Xn uniformly in K ⊂ Rd

Pn = [X1, . . . ,Xn] ⊂ K

f⃗ -vector: f⃗ (Pn) =


f0(Pn)
f1(Pn)

:
fd−1(Pn)

 =


♯ vertices of Pn

♯ edges of Pn

:
♯ facets of Pn


intrinsic volumes of Pn : Vi(K )− Vi(Pn)
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Expectations: K ∈ Kd
2+

K ∈ Kd
2,+:

E f⃗ (Pn) = c⃗ Ωd(K ) n1−
2

d+1 + o(n1−
2

d+1 )

Vd(K )− EVd(Pn) = cd Ωd(K ) n−
2

d+1 + o(n−
2

d+1 )

Bárány, Buchta, Efron, R. , Rényi, Schneider, Sulanke, Wieacker, . . .

Ωd(K ) =

∫
∂K

κK (x)
1

d+1dx
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Expectations: K ∈ Pd

K ∈ Pd :

E f⃗ (Pn) = ˜⃗c T (K ) lnd−1 n + o(lnd−1 n)

Vd(K )− EVd(Pn) = c̃dT (K ) n−1 lnd−1 n + o(n−1 lnd−1 n)

Affentranger, Bárány, Buchta, Efron, R. , Schneider , Schütt, . . .
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Expectations: K ∈ Pd

K+

K−
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Expectations: K ∈ Pd
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Variance

Efron-Stein Jackknife inequality

Vg(Pn) ≤ (n + 1)E(g(Pn+1)− g(Pn))
2

K ∈ Kd
2+:

Vfi(Pn) ⪅ n1−
2

d+1 , VVd(Pn) ⪅ n−1− 2
d+1

R.
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Variance

K ∈ Pd :

V fi(Pn) ⪅ lnd−1 n

Vd(K )− EVd(Pn) ⪅ n−2 lnd−1 n

Bárány, R.
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The floating body
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Vd(C ) = δ

24. September 2024 10 / 35



The floating body

������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������

������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������
������������������������������������������

K

K[δ]

24. September 2024 11 / 35



The floating body

K

Pn
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The floating body

K

Pn

K[n−1]

F0(Pn) ⊂ {X1, . . . ,Xn} ∩ K[n−1 ln... n] ∼ Bin(n,Vd(K[n−1 ln... n])) → π(·)
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Expectations: K ∈ Kd
2+

Poisson point process ηn in K ⊂ Rd

Πn = [ηn] = PN , N ∼ π(n)

K ∈ Kd
2,+:

E f⃗ (Πn) = Ec⃗ Ωd(K )N1− 2
d+1 + Eo(N1− 2

d+1 )

Vd(K )− EVd(Πn) = cd Ωd(K ) n−
2

d+1 + o(n−
2

d+1 )

24. September 2024 14 / 35



Expectations: K ∈ Kd
2+

Poisson point process ηn in K ⊂ Rd

Πn = [ηn] = PN , N ∼ π(n)

K ∈ Kd
2,+:

E f⃗ (PN) = Ec⃗ Ωd(K )N1− 2
d+1 + Eo(N1− 2

d+1 )

Vd(K )− EVd(Πn) = cd Ωd(K ) n−
2

d+1 + o(n−
2

d+1 )

24. September 2024 14 / 35



Expectations: K ∈ Kd
2+

Poisson point process ηn in K ⊂ Rd

Πn = [ηn] = PN , N ∼ π(n)
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E

c⃗ Ωd(K ) n1−
2
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E
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2
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Expectations: K ∈ Pd

K ∈ Pd :

E f⃗ (Πn) = ˜⃗c T (K ) lnd−1 n + o(lnd−1 n)

Vd(K )− EVd(Πn) = c̃dT (K ) n−1 lnd−1 n + o(n−1 lnd−1 n)

24. September 2024 15 / 35



Variance

Poincaré inequality

Vg(ηn) ≤ nE(g(ηn + δX )− g(ηn))
2

Nualart und Vives, Last und Penrose, . . .
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Variance

K ∈ Kd
2,+:

Vfi(Πn) ⪅ n1−
2

d+1 , VVd(Πn) ⪅ n−1− 2
d+1

K ∈ Pd :

V fi(Πn) ⪅ lnd−1 n + o(lnd−1 n), VVd(Πn) ⪅ n−2 lnd−1 n

24. September 2024 17 / 35



Variances

K ∈ Kd
2+

Vfi(Πn) = ciΩd(K )n1−
2

d+1 + . . .

VVd(Πn) = cdΩd(K )n−1− 2
d+1 + . . .

Calka, Yukich

K ∈ Pd simple

Vfi(Πn) = ci f0(K ) lnd−1 n + . . .

VVd(Πn) = cd f0(K )n−2 lnd−1 n + . . .

Calka, Yukich
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de-Poissonization

K ∈ Kd
2+:

|Vfk(Pn)−Vfk(Πn)| ⪅ n1−
4

d+1

|VVd(Pn)−VVd(Πn)| ⪅ n−1− 4
d+1

K ∈ Pd :

|Vfk(Pn)−Vfk(Πn)| ⪅ n−1 ln2d
2+d n

|VVd(Pn)−VVd(Πn)| ⪅ n−2−1/2 ln3d+1 n
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Variances

K ∈ Kd
2+

Vfi(Pn) = ciΩd(K )n1−
2

d+1 + . . .

VVd(Pn) = cdΩd(K )n−1− 2
d+1 + . . .
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CLT for Πn

Theorem
For K ∈ Kd

2+ or K a polytope:∣∣∣∣∣P
(
fi(Πn)− Efi(Πn)√

Vfi(Πn)
≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε(n) → 0

∣∣∣∣∣P
(
Vd(Πn)− EVd(Πn)√

VVd(Πn)
≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε(n) → 0

Bárány, Bräker, Cabo, Calka, Groeneboom, Hsing, Pardon, R.,
Schreiber, Thäle, Yukich, Vu

K ∈ Kd
2+ : ε(n) ≈ n−

1
2
+ 1

d+1 ln... n

K ∈ Pd : ε(n) ≈ ln−
d−1
2 lln ...n
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de-Poissonization

K ∈ Kd
2+:

|Ffk (Pn)(x)− Ffk (Πn)(x)| ⪅ n−
2

d+1 ln
2

d+1 n

|FVd (Pn)(x)− FVd (Πn)(x)| ⪅ n−
2

d+1 ln
2

d+1 n

K ∈ Pd :

|Ffk (Pn)(x)− Ffk (Πn)(x)| ⪅ ln−4d2

|FVd (Pn)(x)− FVd (Πn)(x)| ⪅ ln−4d2
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CLT

Theorem
For K ∈ Kd

2+ or K a polytope:∣∣∣∣∣P
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CLT for Kd
2+

K sufficiently smooth:

∣∣∣∣∣P
(
Vd(Pn)− EVd(Pn)√

VVd(Pn)
≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ ≤ c(K )n−
1
2
+ 1

d+1 ln2+
2

d+1 n

R., Vu

, Lachieze-Rey & Schulte & Yukich
stabilization!
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∣∣∣∣∣P
(
Vd(Pn)− EVd(Pn)√

VVd(Pn)
≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ ≤ c(K )n−
1
2
+ 1

d+1

ln2+
2

d+1 n

R., Vu, Lachieze-Rey & Schulte & Yukich
stabilization!
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CLT for Pd

K+

K−
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CLT for Pd
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CLT for P2

K

Distribution function for rd chains (Buchta)
CLT for rd chains (Gusakova & Thäle) −→ Poissonization
CLT for rd polygons (Gusakova & R & Thäle) −→ de-Poissonization

K ∈ P2: ∣∣∣P( f0(Pn)− Ef0(Pn)√
Vf0(Pn)

≤ x
)
− Φ(x)

∣∣∣ ≤ c ln−
1
2 n
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Random polytopes with vertices on ∂K

random points X1, . . . ,Xn uniformly on ∂K

Pn = [X1, . . . ,Xn] ⊂ K

K
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Expectations

K ∈ Kd
2,+ : E f0(Pn) =

ci

n

+ o(n)

Vd(K )− EVd(Pn) = cd

∫
∂K

κ(x)
1

d−1 dx n−
2

d−1 + o(n−
2

d−1 )

Affentranger, Böröczky, Buchta, Fodor, Hug, Gruber, Müller, R. ,

Stemeseder,

Schneider, Schütt, Tichy, Werner, . . .

d ≥ 2 : f0(Pn) = n

d = 2 : f0(Pn) = f1(Pn) = n

d = 3 : f0(Pn) = n, f1(Pn) = 3n − 6, f2 = 2n − 4

d ≥ 4 : fi(Pn) is a random variable, i ≥ 1 Stemeseder
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d ≥ 2 : f0(Pn) = n

d = 2 : f0(Pn) = f1(Pn) = n

d = 3 : f0(Pn) = n, f1(Pn) = 3n − 6, f2 = 2n − 4

d ≥ 4 : fi(Pn) is a random variable, i ≥ 1 Stemeseder

24. September 2024 28 / 35



Expectations

K ∈ Kd
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Expectation

K ∈ Kd
2,+ : E fi(Πn) = cin + o(n)

Vd(K )− EVd(Πn) = cd

∫
∂K

κ(x)
1

d−1 dx n−
2

d−1 + o(n−
2

d−1 )

Vfi(Πn) ⪅ cin

VVd(Πn) ⪅ n−1− 2
d−1

Richardson, R., Stemeseder, Vu, Wu
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CLT for Kd : rd points on ∂K

Theorem
For K ∈ Kd

2+:∣∣∣∣∣P
(
fi(Πn)− Efi(Πn)√

Vfi(Πn)
≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ → 0

∣∣∣∣∣P
(
Vd(Πn)− EVd(Πn)√

VVd(Πn)
≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ → 0

Richardson, Stemeseder, Vu, Wu

−→ no de-Possonization
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CLT for Kd : rd points on ∂K

Theorem
For K ∈ Kd

2+:

∣∣∣∣∣P
(
fi(Pn)− Efi(Pn)√

Vfi(Πn)
≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ → 0

∣∣∣∣∣P
(
Vd(Pn)− EVd(Pn)√

VVd(Πn)
≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ → 0

Thäle,

R., Sonnleitner

. . . using Lachieze-Rey & Schulte & Yukich
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Random polytopes with vertices on ∂K

K ∈ Pd : random points X1, . . . ,Xn uniformly on ∂K

Pn = [X1, . . . ,Xn] ⊂ K

K
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Expectations

K ∈ Pd a simple polytope:

E f0(Pn) = cdT (K ) lnd−2 n + o(lnd−2 n)

Efd−1(Pn) = cdT (K ) lnd−2 n + o(lnd−2 n)

Vd(K )− EVd(Pn) = c(K )n−
d

d−1 + o(n−
d

d−1 )

R., Schütt, Werner
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Open Problems

EVi for polytopes

optimal rates in the CLT for K ∈ Pd

random points on ∂K for K polytope: Var and CLT

High-dimensional limits: Pierre’s talk on Friday!
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Thank you!
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