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Avant-propos

Ce mémoire présente les résultats obtenus pendant ma these concernant deux objets aléatoires :
arbres booléens aléatoires et urnes de Pdlya. Ces deux objets sont suffisamment distincts pour étre
présentés dans deux parties différentes, mais nous verrons a ’occasion comment un modele d’urne
peut étre utile dans ’étude des arbres booléens, ou, inversement comment représenter une urne de
Pélya par une forét, c’est a dire un ensemble d’arbres.

FIGURE 1 — Un arbre booléen.

\//V\\/

/\/ \/\
\// \/\ -7?3/ \/\
/N /N /N
X1 T3 T1 x//\\m T2 X3

Ces deux thémes ont aussi en commun les méthodes utilisées dans la littérature pour les étudier.
Dans la littérature, tout comme dans la premiére partie de ce mémoire, les arbres booléens aléatoires
sont étudiés principalement via des méthodes de combinatoire analytique. Un modele étudié dans
ce mémoire, celui de 'arbre bourgeonnant, inspiré de 1’arbre binaire de recherche aléatoire (cf. Cha-
pitre ), donnera cependant lieu & une étude par plongement en temps continu (ou poissonisation).
L’étude de ce modeéle sera aussi I'occasion de deux modélisations par modeles d’urnes : un probleme
d’allocations, ou d’anniversaires, et un probleme d’urne de Pélya.

Les urnes de Pélya, quant a elles, ont historiquement été étudiées par combinatoire, et, depuis les
travaux d’Athreya, par plongement en temps continu. Plus récemment, les travaux de Flajolet et ses
co-auteurs ont ouvert la voie a une approche des urnes de Pdlya par combinatoire analytique. Dans
la Partie [Tl de ce mémoire, consacrée aux urnes de Pdlya, nous ne développerons pas d’approche par
combinatoire analytique, mais il est amusant de remarquer que de I'urne de Pélya utilisée dans le
Chapitre Bl dans le cadre de ’arbre bourgeonnant est étudiée par combinatoire analytique. Dans la
partie consacrée aux urnes de Pdlya, nous utiliserons et couplerons deux approches : le plongement
en temps continu et I’étude de la structure arborescente de I'urne.

Ainsi, plongement en temps continu, combinatoire analytique et modeles d’arbres sont des ap-
proches que nous croiserons tout au long de ce mémoire. Si la Partie [ traite d’arbres booléens
aléatoires et la partie [Il d’'urnes de Pélya, nous aurons I’agréable surprise de rencontrer des urnes
dans la Partie [l et des arbres, voire des foréts, dans la Partie [l



FIGURE 2 — Une urne de Polya.
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Ces deux thémes sont aussi parents via leurs liens avec I'informatique fondamentale. La Partie [T
s’inscrit dans le cadre de la logique quantitative, en lien avec la logique intuitionniste et le lambda-
calcul. Les arbres aléatoires étudiés seront par ailleurs issus de modeles classiques en informatique
(arbres de Catalan, arbre binaire de recherche) ou en probabilités (arbres de Catalan, arbres de
Galton-Watson). Modéliser et étudier des structures de données comme les arbres 2-3 ou les arbres
m-aires de recherche via des urnes de Pélya (Partie [[I)) est une approche standard en informatique
fondamentale. Et c’est en vue d’obtenir des résultats sur ces structures de données qu’une partie de
la théorie des urnes de Pdlya s’est développée.

Les Parties [ et [l sont indépendantes. Les Chapitres 2 Bl et Bl sont concus pour étre lus dans
cet ordre. Par contre, les Chapitres [B] et [ sont indépendants. Enfin, je conseille au lecteur de lire
les trois chapitres composant la Partie [Tl dans ’ordre.

Avant-propos
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Premiere partie

ARBRES BOOLEENS ET FONCTIONS
BOOLEENNES ALEATOIRES






Chapitre 1

Introduction et préliminaires

1.1 Contexte

La premiere partie de ce mémoire est consacrée aux arbres booléens aléatoires. L’idée générale
consiste a définir une distribution de probabilité sur I’ensemble des fonctions booléennes via une
représentation arborescente. Nous nous attacherons a définir plusieurs distributions de probabilité
sur ’ensemble des fonctions booléennes, nous les étudierons et les comparerons.

Considérons tout d’abord I'espace des fonctions booléennes a k variables, ot k£ est un entier fixé.
Cet ensemble est fini et a pour cardinal 22" La distribution uniforme sur cet ensemble a été étudiée
par Shannon [Sha49], qui a démontré que, presque siirement quand k tend vers +o0, presque toute
fonction booléenne est de complexité presque maximale : ce phénomene est appelé effet Shannon. 1l
vy a deux types de complexité d’une fonction booléenne : la complexité en circuit ou la complexité
en arbre (cf. [Weg05|, [Juk12] par exemple). La complexité en circuit d’une fonction booléenne est la
taille du plus petit circuit logique qui la représente. C’est cette complexité que considere Shannon
dans ses travaux. La complexité en arbre d’une fonction booléenne est la taille du plus petit arbre
booléen représentant cette fonction : les résultats de Shannon sont généralisés a la complexité en
arbre par Wegener [Weg87].

Paris et al. [PVW94] puis Lefmann et Savicky |[LS97] ont défini une nouvelle distribution sur
I’ensemble des fonctions booléennes a k variables via leur représentation par des arbres booléens.
Dans ces travaux, un arbre booléen est un arbre binaire plan dont les nceuds internes sont étiquetés
par des connecteurs logiques et dont les feuilles sont étiquetées par des littéraux, i.e. des variables
{z1,...,xx} et leurs négations {Z1,...,Z;}. Chaque arbre booléen est équivalent & une expression
booléenne et représente donc une fonction booléenne a k variables. La taille d’un arbre booléen sera
le nombre de ses feuilles. Tirons uniformément au hasard un arbre booléen de taille n : cet arbre
calcule une fonction booléenne aléatoire f,, dont nous notons la loi y, . On s’intéresse a la limite, si
elle existe, de cette suite de distributions quand n tend vers +00. Ce modele a été étudié par différents
auteurs, dans deux systémes logiques principaux : le systéme et/ou qui est un systéme complet au
sens ou toute fonction booléenne peut étre représentée par un arbre de ce modeéle, et le systéme
de I'implication qui n’est pas complet mais est intéressant pour ses propriétés logiques. Il a été
démontré par Lefmann et Savicky [LS97], et Chauvin et al. [CEGG04] pour le modéle et/ou, et par
Fournier et al [FGGGO8| que cette suite de distributions tend vers une distribution limite p, appelée
distribution des arbres de Catalan, quand la taille des arbres n tend vers 4+o0. Cette distribution
limite a été étudiée par ces différents auteurs, dans deux systémes logiques principaux : le systeme
et/ou qui est un systéme complet au sens ou toute fonction booléenne peut étre représentée par un
arbre de ce modele, et le systeme de I'implication qui n’est pas complet mais qui est intéressant
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pour ses propriétés logiques.

Il a été démontré dans les deux modeles (cf. Kozik [Koz08|] pour le systéme et/ou et Fournier
et al. [FGGG12|] pour le systeme de I'implication) que la distribution des arbres de Catalan donne
plus de poids aux fonctions de faible complexité, ce qui en fait donc, a priori, une distribution
tres différente de la distribution étudiée par Shannon. Genitrini et Gittenberger [GG10] ont montré
que la distribution des arbres de Catalan n’exhibe pas d’effet Shannon, prouvant ainsi que son
comportement est en effet tres distinct de la distribution uniforme sur ’ensemble des fonctions
booléennes a k variables.

Au détour de ces travaux, d’autres résultats ont été démontrés : par exemple, Kozik et Geni-
trini [GK12] comparent logiques classiques et intuitionnistes. Une revue de littérature de Gardy [Gar(06]
résume les résultats antérieurs a 2006, ainsi que les méthodes utilisées : ces approches, depuis les
travaux de Chauvin et al. [CEGGO04], utilisent des outils de combinatoire analytique (auxquels une
bonne introduction peut étre lue dans le livre de Flajolet et Sedgewick [ES09]).

S’il est possible d’étendre cette étude a différents systémes logiques (cf. Genitrini et Kozik [GK12]),
il est aussi possible de modifier la distribution choisie sur I’ensemble des arbres booléens. Chauvin
et al. définissent ainsi une distribution inspirée du processus critique de Galton-Watson que ’on
étiquette ensuite aléatoirement de fagon a obtenir un arbre booléen aléatoire. Cet arbre induit une
distribution sur I’ensemble des fonctions booléennes a k variables. Cette distribution a été étudiée
dans le systéme de 'implication [FGGGI12], [(GGI0], aussi bien que dans le systéme et/ou [CFGGO04],
et il a été démontré que cette distribution a les méme propriétés que la distribution des arbres de
Catalan. Peut-on en déduire que toutes les distributions construites a partir d’arbres sur I’espace
des fonctions booléennes a k variables ont le méme comportement ?

Fournier et al. (cf. [FGG09] ou [Gen09]) étudient la distribution induite par la distribution
uniforme sur les arbres booléens équilibrés de hauteur h (arbres dont toutes les feuilles sont a la
méme hauteur h). Lorsque h tend vers +o0, cette distribution converge vers la distribution dégénérée
qui ne charge que les deux fonctions constantes Vrai et Faux dans le cas du modéle et/ou et vers
la distribution qui ne charge que la fonction constante Vrai dans le cas du modele de I'implication.

Pour résumer, presque toute fonction booléenne selon la distribution uniforme sur Fj est de
complexité exponentielle, les distributions des arbres de Catalan et de Galton-Watson favorisent les
fonctions de faible complexité, et la distribution des arbres équilibrés est dégénérée au sens ou elle ne
charge que les deux fonctions de complexité nulle. Peut-on comprendre pourquoi ces modeles ont des
comportements différents 7 Notamment, pour les modeles arborescents, quelles sont les propriétés
de l’arbre booléen aléatoire qui décident du comportement de la distribution induite sur ’espace
des fonctions booléennes ?

Le présent manuscrit s’attache a définir de nouvelles distributions induites par la représentation
arborescente des fonctions booléennes, afin de mieux comprendre le lien entre les propriétés de
la distribution définie sur I’ensemble des arbres booléens et celles de la distribution induite sur
les fonctions booléennes. Apres les études des arbres de Catalan et du processus binaire critique de
Galton-Watson, il est naturel d’introduire une distribution induite par le processus de I’arbre binaire
de recherche aléatoire (cf. Cormen et al. [CLR89] pour une définition de ce processus). Ce nouveau
modele d’arbre est, a priori, intéressant car ’arbre binaire de recherche aléatoire a n feuilles est de
hauteur d’ordre Inn, alors que les arbres de Catalan sont de hauteur d’ordre 4/n. De plus, le niveau
de saturation (i.e. la hauteur de la feuille la plus proche de la racine) de arbre binaire de recherche
aléatoire est d’ordre moyen In n alors que celui des arbres de Catalan est d’ordre ©(1) (quand n tend
vers +a0). Cela en fait donc un modele tres différent du modele des arbres de Catalan. La forme de
I’arbre binaire de recherche se rapproche plus de celle d’un arbre équilibré : cela implique-t-il que
la distribution qu’il induit sur ’ensemble des fonctions booléennes est dégénérée ?

Il est intéressant de s’arréter sur un autre modele évoqué notamment dans Genitrini et al. [GKZ0T,
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GK12| : un modele dans lequel les arbres booléens sont étiquetés sur un ensemble infini de variables
et non sur l'ensemble fini {z1,...,z;}. Dans le modeéle classique des arbres de Catalan, on opére en
effet une double limite ordonnée : tout d’abord, la taille des arbres tends vers 4+oo0 afin de définir
la distribution des arbres de Catalan, puis le nombre de variables k tend vers +o0. Cette seconde
limite sur k est nécessaire pour pouvoir étudier le modele : aucun résultat n’est actuellement connu
pour k petit dans la littérature. Cette double limite biaise peut-étre la distribution induite sur les
fonctions booléennes : les arbres sont grands mais étiquetés sur un ensemble petit de variables. La
solution naturelle étudiée par Genitrini et al. [GKZ07, (GK12] est d’étiqueter les arbres de Catalan
sur un ensemble infini de variables, ce qui inverse donc les deux limites. Dans ces travaux, seule
la fonction constante Vrai est étudiée, et seulement dans le modele de I'implication. Que peut-on
dire en toute généralité de la distribution ainsi induite sur I’ensemble des fonctions booléenne ? Se
comporte-t-elle comme dans le cas classique des arbres de Catalan ?

Par ailleurs, comme souligné dans le survey de Gardy [Gar06], le modele des arbres de Catalan est
finalement assez peu naturel puisqu’il ne prend pas en compte les propriétés logiques des connecteurs,
comme l’associativité et la commutativité des connecteurs ET et OU. Pour prendre en compte ces
propriétés, il suffit de considérer des arbres non binaires (pour I’associativité) et non plans (pour la
commutativité). Prendre en compte ces propriétés logiques change-t-il le comportement général de
la distribution induite sur ’ensemble des fonctions booléennes ?

Cette Partie ARBRES BOOLEENS ALEATOIRES est séparée en deux sous-parties : la premiére se
concentre sur les modeéles d’arbres prenant en compte les propriétés logiques (associativité, com-
mutativité) des connecteurs logiques en introduisant des modéles d’arbres booléens non-binaires et
non-plans : la seconde sous-partie se recentre sur des arbres booléens binaires et plans en introdui-
sant un nouveau modele d’arbre aléatoire ou un nouvel étiquetage.

Les travaux exposés dans les Chapitres 2, Bl et [ de la premieére sous-partie sont issus d’une
collaboration avec Antoine Genitrini (LIP6, Paris), Bernhard Gittenberger (TU, Vienne) et Veronika
Kraus (TU, Vienne).

Les Chapitres [2] et [ concernent le systeme logique et/ou dans lequel associativité et commuta-
tivité des connecteurs sont prises en compte par 'introduction d’arbres non binaires et non plans.
Dans le Chapitre 2 la taille d’un arbre est le nombre de ses feuilles : ce choix permet de compa-
rer les résultats obtenus dans le modele des arbres de Catalan ou la taille se mesure en nombre
de feuilles. Nous verrons que prendre en compte les propriétés logiques des connecteurs ne change
pas fondamentalement le comportement induit sur ’ensemble des fonctions booléennes. Les mé-
thodes utilisées dans ce chapitre sont similaires a celles utilisées dans le modele classique : fonctions
génératrices et théoreme de Drmota-Lalley-Woods [Drm97, [Lal93, [Wo097] pour l'existence de la
distibution asymptotique quand la taille n des arbres tend vers +o00, combinatoire analytique et
théorie des motifs de Kozik pour montrer qu’un arbre typique calculant une fonction booléenne f
fixée est, asymptotiquement quand k tend vers +00, un arbre minimal de f dans lequel un grand
arbre a été greffé, sans changer la fonction calculée par ’arbre minimal. Les résultats de ce Chapitre
sont actuellement soumis au journal Random Structures and Algorithms (cf. [GGKM13]).

Mesurer la taille d’'un arbre en terme de feuilles est cohérent lorsque 1'on parle d’arbre binaire
puisqu’un arbre binaire a n feuilles a n — 1 nceuds internes. Cette relation étroite entre nombre de
feuilles et nombre de nceuds internes n’est plus vraie dans le cas d’arbres non-binaires, et le choix
de la taille comme nombre de feuilles devient des lors contestable : que se passe-t-il si la notion
de taille est définie comme étant le nombre total de nceuds d’un arbre? Il est a remarquer que
changer la notion de taille des arbres change aussi la notion de complexité d’une fonction booléenne.
Nous montrerons que ce changement de notion de taille ne semble pas changer profondément le
comportement induit sur ’ensemble des fonctions booléennes. Ceci dit, les méthodes utilisées dans
le Chapitre 2] ne s’appliquent plus, et le modele s’avére assez contre-intuitif s’il est comparé au
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modele de taille usuel. Les travaux présentés dans le Chapitre [l sont en cours, nous présentons ici
quelques résultats ainsi qu’une conjecture.

Le Chapitre [ concerne le systeme logique de 'implication : une formule booléenne de la forme
(A1) = (As2) = - (As(p) — @))) calcule la méme fonction booléenne, quel que soit 'ordre des

prémices Ay, ..., Ap, donc quelle que soit la permutation o de {1,...,p}. Pour prendre en compte
cette propriété, nous représentons une telle formule par un arbre non-plan dont la racine est étiquetée
par le littéral o, et dont les sous-arbres de la racine représentent les prémices Ay,..., A,. Tous les

noeuds de ces arbres sont étiquetés par des littéraux, alors que dans le modele binaire, chaque
nceud interne est étiqueté par — : une information qui est finalement inutile puisque — est le seul
connecteur logique autorisé. Nous définissons donc un modele plus élégant, car sans information
inutile. La taille d’un tel arbre booléen est le nombre total de ses nceuds, ce qui correspond au
nombre de littéraux apparaissant dans la formule logique associée, et donc au nombre de feuilles
dans un arbre binaire représentant cette formule. La comparaison entre ce nouveau modele et le
modele binaire plan d’arbres implicatifs est donc justifiée. Nous montrons dans ce chapitre que le
comportement global de la distribution induite sur ’ensemble des fonctions booléennes n’est pas
modifié par la prise en compte de cette propriété logique du connecteur —, et pour ce faire, nous
généralisons les méthodes de combinatoire analytique développées dans [FGGG12]. Ces travaux sont
publiés dans I’Electronic Journal of Combinatorics [GGKM12].

La seconde sous-partie, constituée des Chapitres [ et [0 se recentre sur des arbres binaires et
plans. Le Chapitre [{ regroupe un travail en collaboration avec Brigitte Chauvin (LMV, France)
et Daniele Gardy (PRISM, France), publié & ANALCO 2011 et soumis, en version longue & Ran-
dom Structures and Algorithms, et un travail en cours (cf. Section [5.5]) en collaboration avec Nicolas
Broutin (Inria, France). L’objet principal de ce chapitre est d’étudier la loi induite sur I’ensemble des
fonctions booléennes par un arbre binaire de recherche aléatoire étiqueté uniformément au hasard
de facon a étre un arbre booléen. Nous montrons dans ce chapitre, via deux approches différentes
(combinatoire analytique, et plongement en temps continu), que cette distribution est dégénérée au
sens ol elle ne charge que les deux fonctions constantes Vrai et Faux dans le modele et/ou, et que la
fonction Vrai dans le modele de I'implication. Nous étudions en outre des modeles dans lequel 1’éti-
quetage des noeuds internes est biaisé : la probabilité qu’un noeud interne soit étiqueté par ET n’est
plus % mais g € [0, 1] (et ce indépendamment des autres nceuds internes). Cette étude de modeles
biaisés permet de remarquer que la distribution induite par ’arbre binaire de recherche aléatoire
(renommé arbre bourgeonnant dans ce mémoire) a le méme comportement que celle induite par
les arbres équilibrés (cf. Fournier et al. [FGG09]). C’est cette remarque qui conduit a 1’élaboration
d’une conjecture plus générale reliant le niveau de saturation des arbres booléens aléatoires au com-
portement de la loi qu’ils induisent sur I’ensemble des fonctions booléenne : conjecture démontrée
dans la Section

Enfin, le Chapitre [Bl s’intéresse aux arbres booléens étiquetés sur un nombre infini de variables.
De fagon a éviter qu’il existe un nombre infini d’arbres booléens de taille n (ce qui annihilerait
toute approche par combinatoire analytique), nous regroupons les arbres booléens et les fonctions
booléennes dans des classes d’équivalence : sans entrer dans les détails, deux arbres seront équivalents
s’ils sont égaux a re-numérotation pres des variables qui les étiquettent. Dés lors, comme un arbre
de taille n ne peut contenir plus de n variables différentes comme étiquettes de ses feuilles, étudier
ce modele revient a étudier un modele dans lequel le nombre de variables k est en réalité égal a
n : nous faisons tendre en méme temps k et n vers l'infini. Forts de cette remarque, nous pouvons
généraliser a k = k(n) ou k(n) est une fonction croissante qui tend vers +00 quand n tend vers +o0.
L’étude de ce nouveau modele se fait par combinatoire analytique et nécessite une généralisation de
la théorie des motifs de Kozik. Nous montrons un comportement similaire & celui du cas classique
“k fini” : les fonctions de faible complexité sont favorisées par cette nouvelle distribution. Nous
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montrons ’existence d’un seuil de 'ordre de 1L

= a partir duquel ajouter de nouvelles variables ne

change pas le comportement de la distribution induite sur les fonctions booléemnes. Ce travail, en
collaboration avec Antoine Genitrini (LIP6, Paris), est soumis a LATIN 2014.

La fin de ce chapitre introductif est consacré a une présentation détaillée de I’état de l'art

concernant 1’étude des distributions arborescentes sur I’ensemble des fonctions booléennes puis a

une présentation tres résumée de la combinatoire analytique.

1.2 Fonctions booléennes et arbres booléens

Comme signalé auparavant, ce mémoire s’inscrit a la suite de nombreux travaux sur les repré-
sentations arborescentes de fonctions booléennes. Cette partie a pour but de présenter un état de
I’art de ces différents travaux. Elle permettra de poser quelques définitions utiles dans toute cette
partie sur les arbres booléens.

Définition 1.2.1

Une fonction booléenne est une fonction de {0,1}" dans {0,1}. On note F, I’ensemble des
fonctions booléennes.

Il est courant de confondre I'ensemble {0, 1} avec 'ensemble {Faux,Vrai}, et nous utiliserons dans
la suite aussi bien Faux que 0 et Vrai que 1.

Exemple : Voici quelques exemples de fonctions booléennes :
— les deux fonctions constantes Vrai : ((z;);>1 — 1) et Faux : ((z;)i>1 — 0),
— les fonctions littéral, ((x;)i=1 — x¢) et ((;)i=1 — Ty =1 — xy) pour tout £ > 1,
— une fonction XOR , ((z;)i>1 — T1XOR X3 = (X1 A T2) v (T1 A x2)).

En pratique, nous aurons souvent a considérer ’ensemble des fonctions booléennes a k variables,
pour k£ un entier positif :

Définition 1.2.2

Une fonction booléenne a k variables est une fonction de {0,1}* dans {0, 1}. Nous noterons F,
I’ensemble des fonctions booléennes a k variables.

Bien entendu, toute fonction de Fj peut étre vue comme fonction de Fo,, ce qui nous amene a
définir la notion de variable essentielle pour une fonction booléenne f.

Définition 1.2.3

Pour tout ¢ > 1, la variable booléenne z; (i > 1) est une variable essentielle de la fonction
booléenne f si et seulement si f|,,—o # flz;=1 (01 flz,—0 est la restriction de f au sous-espace de

{0, 1} défini par I’équation x; = 0). On notera E(f) le nombre de variables essentielles de f.

Exemple :
— Les deux fonctions constantes Vrai et Faux n’admettent pas de variables essentielles.
— Pour tout ¢ > 1, la fonction littéral ((x;);>1 +— x¢) a une unique variable essentielle : x.
— La fonction XOR admet deux variables essentielles.

Avant d’introduire la notion d’arbre booléen, définissons quelques mots de vocabulaire concer-
nant les arbres. Dans ce mémoire, les arbres considérés seront tous enracinés. Nous appellerons
noeuds les sommets de 'arbre, le degré d’'un noeud sera le nombre d’arétes auxquelles il appar-
tient, un nceud de degré 1 est une feuille de I'arbre et les nceuds qui ne sont pas des feuilles sont
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des noeuds internes. Etant donné un nceud v de Darbre, il existe un unique chemin v, reliant
v a la racine. Le nombre d’arétes composant ce chemin est la hauteur de v dans l’arbre, ou sa
génération : la racine est de hauteur zéro. Les nceuds appartenant a -y, sont les ancétres de v,
lancétre de v relié a v par une aréte est son parent, et réciproquement, v est un enfant de son
parent. Les autres enfants du parent de v sont ses fréres. Tous les noeuds dont v est un ancétre
sont appelés descendants de v, et 'arité de v sera le nombre de ses enfants. La racine d’un arbre
n’a pas de parent, ni de frere, et tous les noeuds de arbre sauf elle-méme sont ses descendants.

Définition 1.2.4
Un arbre booléen est un arbre enraciné dans lequel tout nceud interne a au moins deux

descendants, dont les noeuds internes sont étiquetés par des connecteurs logiques, et dont les
feuilles sont étiquetées par des littéraux.

Un arbre booléen est naturellement équivalent a une expression booléenne, et représente donc une
fonction booléenne. Bien entendu, cette correspondance entre arbres booléens et fonctions boo-
léennes n’est pas bijective puisque plusieurs arbres peuvent représenter une méme fonction boo-
léenne. L’objet de ce mémoire est de définir des distributions de probabilité sur I’ensemble des
fonctions booléennes via leur représentation arborescente. Dans la suite, nous pourrons avoir be-
soin de la fonction suivante qui formalise cette correspondance entre arbres booléens et fonctions
booléennes :

Définition 1.2.5

La fonction ® a pour espace de départ I’ensemble des arbres booléens B, et pour espace d’arrivée
celui des fonctions booléennes Fy,, et est définie par : pour tout arbre t € B,

®(t) = f si et seulement si t représente f.

Le choix des connecteurs logiques et des littéraux autorisés pour ’étiquetage d’un arbre définit
un systéme logique. Dans ce mémoire, nous nous intéresserons principalement a deux systemes
logiques : le systéme et /ou et le systéme de I'implication. Le systéme et/ou est largement étudié dans
la littérature car c’est un systéme complet : toute fonction booléenne peut étre exprimée dans ce
systéme logique. Le systéme de I'implication n’est pas complet (la fonction constante Faux ne peut
étre exprimée dans ce systéme), mais c’est un systéme simple qui est utile pour ses applications
en logique, comme peut en attester le papier de Genitrini et Kozik [GK12] dans lequel logiques
classique et intuitionniste sont quantitativement comparées.

Définition 1.2.6 (Systéme logique - et/ou)

Dans le systeme logique et/ou, les connecteurs logiques sont le connecteur A (ET) et le connec-
teur v (OU), et les littéraux autorisés sont les littéraux positifs (z;)i>1 et négatifs (z;)i>1.

Définition 1.2.7 (Systéme logique - implication)

Dans le systeme logique de I'implication, le seul connecteur logique est celui de I'implication
—, et seuls les littéraux positifs (z;)i>1 sont autorisés.

Dans toute la suite du mémoire, nous aurons besoin d’une notion de taille pour les arbres
booléens. De maniere générale, la taille d’un arbre booléen sera son nombre de feuilles, et donc le
nombre de littéraux qui apparaissent dans ’arbre. Dans la pratique, selon le modele étudié, nous
aurons besoin de modifier cette notion de taille et la taille pourra étre le nombre de nceuds internes,
ou le nombre total de noeuds. Pour tout arbre t € B, la taille de ¢ sera notée |t|. Une fois qu'une
notion de taille est définie, elle induit une notion de complexité pour une fonction booléenne :
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Définition 1.2.8

Soit f une fonction booléenne de Fy,\{Vrai,Faux}, la complexité de f, notée L(f) est la taille
des plus petits arbres qui représentent f.

Il est important de noter que la complexité d’une fonction booléenne f dépend du systéme logique
choisi, ainsi que de la notion de taille choisie. Dans le modele et/ou, on posera par définition
L(Vrai) = L(Faux) = 0. Dans le modéle de I'implication, nous poserons L(Vrai) = 0 et L(Faux) =
+00, car f n’est pas expressible dans ce systéme logique. De maniére générale, toue fonction non
expressible dans le systéme logique choisi sera de complexité +oo.

Dans ses travaux sur les circuits booléens [RS42], Shannon a établi le résultat suivant, dont
nous énongons ici une version concernant les expressions booléennes (cf. [Weg87] et [FS09, page 77]).
Placons-nous sur I’ensemble Fj, des fonctions booléennes a k variables, considérons le systeme logique
et/ou et fixons la taille d’un arbre comme étant le nombre de ses feuilles :

Théoréme 1.2.9 (Riordan et Shannon [RS42])

La complexité maximale d’une fonction de F, est égale a 1027. Pour toute constante £ > 0, si
l'on considére la distribution uniforme sur Fy,, alors, asymptotiquement quand k tend vers 40,
(1—¢)2k
logy k& °

presque toute fonction de Fi a une complexité plus grande que

Lorsque 'on définit une nouvelle distribution sur F, on dira que cette distribution exhibe un effet
Shannon si asymptotiquement quand k tend vers +oo, presque toute fonction booléenne de F,
selon cette distribution, est de complexité exponentielle en k. Si, a contrario, on peut exhiber une
sous-famille Sy de Fj dont la probabilité ne tend pas vers 0 quand k tend vers +o0, et telle que
toute fonction de Si a une complexité sous-exponentielle, on dira que cette distribution n’exhibe
pas d’effet Shannon.

1.3 Arbres de Catalan

Dans les travaux originels de Paris et al. [PVW94], Lefmann et Savicky [LS97], et Chauvin et
al. [CEFGGO04], on se place dans le systeme logique et/ou, et on se restreint & considérer des arbres
binaires, plans, étiquetés par des variables de ’ensemble {z1,...,zx} et leurs négations. Pour tout n
fixé, il y a un nombre fini d’arbres booléens de taille n : nous pouvons donc considérer la distribution
uniforme sur cet ensemble. Dans cette partie, nous rappelons la définition précise de ce modele, dit
des arbres de Catalan, et quelques résultats et méthodes de preuves.

Dans toute cette partie, la taille d’'un arbre sera le nombre de ses feuilles.

1.3.1 Arbres et/ou

Notons 7y, 'ensemble des arbres et /ou de taille n étiquetés avec k variables et leurs négations, et
T, . son cardinal : comme chaque nceud interne d’un tel arbre peut avoir deux étiquettes différentes
et chaque feuille peut en avoir 2k différentes, nous avons

Tor = 2" 'Cat, 1(2k)",

ieme pombre de Catalan : pour tout n > 0,

Cat, = % (2”) . (1.1)

ou Cat,, est le n

n
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Pour toute fonction f € Fj, notons T}, ;(f) le nombre d’arbres de 7y, ) calculant f, puis définissons
la quantité suivante :
Tn,k (f )

:un,k(f) = T

On s’intéresse a la limite de ces suites quand n tend vers 400, c’est & dire quand la taille des arbres
considérés tend vers +00. Chauvin et al. démontrent que cette limite existe bien, et méme que la
valeur limite est strictement positive pour toute fonction booléenne de Fj. Pour ce faire, les auteurs
introduisent les fonctions génératrices suivantes : pour toute fonction f € Fy,

¢r(2) = ) Tup(f)2".

n=1

k . /. Ve . 7’ . iy . .
Ces 22" fonctions génératrices vérifient le systéme suivant : pour toute fonction f € F,

6r(2) = 2+ D, Se(2)n(2) + D, bg(2)en(2),

grh=f gvh=f

ou Iy iy = 1 si f est 'une des 2k fonctions littéral, et 1y 1;; = O sinon. Ce systéme d’équations vérifie
les hypotheses du théoréeme de Drmota [Drm97], Lalley [Lal93] et Woods [Wo097]. Nous faisons
référence au livre de Flajolet et Sedgewick [FS09, page 489] pour un énoncé unifié de ce théoréme,
qui nous assure ici de la convergence de chaque suite (un k(f)) rer, vers un réel strictement positif
que nous noterons pg(f). La distribution uj ainsi définie sur Fj est appelée distribution des
arbres de Catalan.

Cette distribution est I'objet d’un article de Kozik [Koz08] ot le théoréme suivant est démontré :

Théoréme 1.3.1

Dans le modéle et/ou, pour toute fonction booléenne f fixée (i.e. telle que le nombre de ses
variables essentielles E(f) ne dépend pas de k), il existe une constante Ay > 0 telle que, asymp-
totiquement quand k tend vers oo,

1 L(f)+1
() ~ Ag (g) :

Autrement dit, asymptotiquement quand k tend vers +oo, la distribution des arbres de Catalan
donne plus de poids au fonctions de petite complexité. Pour montrer ce résultat, Kozik introduit
une théorie des motifs qui lui permet de sélectionner dans un arbre un sous-ensemble de feuilles
cruciales selon I'usage que 'on veut en faire. Cette théorie sera utilisée et généralisée tout au long
du mémoire : en voici une breve description.

Définition 1.3.2

Un motif est un arbre plan dont les noeuds internes sont étiquetés par des connecteurs A ou v,
et dont les feuilles sont étiquetées par e ou par 0. Les feuilles étiquetées par e seront appelées
feuilles de motifs et celles étiquetées par O seront appelées emplacements.

Un ensemble de motifs sera appelé langage de motifs.

Nous pouvons par exemple définir des langages de motifs par induction : N = ¢|N v N|N A O
(cf. Figure[L]). Cela signifie qu'un motif de N est soit une feuille de motif, soit une racine étiquetée
par A dont le premier sous-arbre est dans N et dont le second fils est un emplacement, soit une
racine étiquetée par v et dont les deux sous-arbres sont dans N.
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FIGURE 1.1 — Un arbre du langage de motifs N.

\// \\/
VAN
\// \E\ '/ \E\
./ \.

FIGURE 1.2 — Un arbre du langage de motifs N[N].

\// \\/
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Pour tout langage de motifs L, pour toute famille d’arbres 7', on note L[7 | 'ensemble des arbres
obtenus en greffant dans chaque emplacement d’un motif de L un arbre de 7. On dira que L est
non ambigu si pour toute famille d’arbres 7T, tout arbre de L[7| ne peut étre obtenu qu’a partir
d’un unique motif de L. On remarquera par exemple que N est non ambigu. Etant donnés deux
langages de motifs L et M, on notera L[M] le langage de motifs obtenu en greffant des arbres de

M dans les emplacements des arbres de L. On peut par ailleurs définir la fonction génératrice du
langage de motifs L, ou x marque les feuilles de motifs, et y marque les emplacements :

g(xmy) = 2 Z em,quyqy

m=0 g=0

ou £y, 4 est le nombre d’arbres dans L ayant m feuilles de motif et ¢ emplacements. Par la méthode
symbolique, nous pouvons déduire que la fonction génératrice du langage de motifs N vérifie :

n(z,y) =« +n(z,y)* +yn(z,y),

et donc
1
2
Nous dirons que le langage de motifs L est sous-critique pour la famille d’arbres 7T si et
seulement si, la série génératrice T'(z) de la famille 7 a une singularité dominante en p de type
racine-carrée (cf. Sous-section[LH), et 8'il existe un € > 0 tel que ¢(z,y) est analytique sur I’ensemble
{(@,y),|z| <p+elyl <T(p) +e}
Apres ces définitions, nous pouvons introduire la notion de restriction, notion qui mene a un
résultat de Kozik qui sera crucial dans tout ce mémoire.

n(z,y) = (1 -y —+/(1—y)? —4x).



12 Chapitre 1. Introduction et préliminaires

Définition 1.3.3

Nous appellerons squelette un arbre booléen dont les feuilles ne sont pas étiquetées. Notons
S la famille des arbres et/ou binaires plans a feuilles non étiquetées.

Soit L un langage de motifs tel que L[S] = S : tout arbre booléen est un motif de L dans lequel ont
été greffés des squelettes de S et dont les feuilles ont ensuite toutes été étiquetées par des littéraux.
On appellera L-feuilles de motifs d’un arbre booléen les feuilles o de I’arbre de motif duquel il est
issu.

Définition 1.3.4

Soit t un arbre et/ou et soit I" un sous-ensemble de {1, ...,xy}. On dira quet a ¢ L-répétitions
si q est égal au nombre de ses L-feuilles de motifs moins le nombres de variables différentes qui
les étiquettent. On dira que t a q (L,T')-restrictions si q est égal au nombre de L-répétitions
plus le nombre de variables de I' distinctes qui apparaissent comme étiquettes des L-feuilles de
motif de t.

Par exemple, ’arbre de la Figure [[.3] est construit a partir du motif de NV de la Figure[[.I]: il a
cinq N-feuilles de motif et admet 2 N-répétitions et 4 (N, {x1,x2})-restrictions. Il est aussi construit
a partir du motif de N[N] de la Figure [[.2] et admet 7 N[N]-feuilles de motifs, 5 N[N] répétitions
et 9 (N[N], {z1,x2})-restrictions.

FIGURE 1.3 — L’arbre ci-dessous calcule la fonction booléenne x1 v Ta.

\// \\/
A/ \wl $/
N 2
AN
X1 T3 T //\\

z3 z3

N

\/\
/
/N

x Z3

Kozik a établi le lemme suivant, que nous généraliserons dans la suite a différents modeles :

Lemme 1.3.5 (Kozik [Ko0z08])

Soit L un langage de motifs non-ambigu, sous-critique par rapport a S (I’ensemble des squelettes,
cf. Définition [[L3.3) et tel que L[S| = S, soit ' < {x1,...,xx} un ensemble dont le cardinal ne

dépend pas de k. Soit T’ ip ,1 (resp. Tiip ]) le nombre d’arbres booléens de taille n ayant exactement
(resp. au moins) p (L,T")-restrictions. Alors,

L _o(1) o W (2
Tow “\&) T, " \&)

)

Kozik utilise ce lemme de maniere centrale dans la preuve du Théoreme [[.3.1] : il démontre que,
asymptotiquement quand k tend vers +00, un arbre typique calculant f est un arbre minimal de f
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dans lequel a été greffé un grand sous-arbre qui ne change pas la fonction globale calculée. Nous re-
prendrons les idées de cette preuve dans le Chapitre[2] lorsque nous généraliserons le Théoreme [[.3.1]
a des arbres non binaires et non plans. Nous généraliserons aussi le lemme de Kozik a un mo-
dele dans lequel le nombre de variables k est une fonction de la taille n des arbres considérés (cf.
Chapitre [f). Ces généralisations permettront de comprendre la preuve de ce lemme, ainsi que son
utilisation.

La premiere étape de la preuve du Théoréme [[L.3.1] consiste a étudier le cas f = Vrai. Il s’agit
de montrer que, asymptotiquement quand k tend vers 400, presque toute tautologie, i.e. presque
tout arbre calculant Vrai, est une tautologie simple, au sens suivant :

Définition 1.3.6 (cf. Figure

Dans le systéme logique et/ou, une tautologie simple est un arbre dans lequel il existe deux

feuilles reliées a la racine par deux chemins de v et étiquetées par une variable et sa négation.
On note 8T I'ensemble des tautologies simples et ST, ; le nombre de tautologies simples de
taille n.

FIGURE 1.4 — Un exzemple de tautologie simple dans le systéme et/ou : les /\ peuwvent
étre remplacés par n’importe quel arbre et/ou.

N
TN
N
v/ \v
VAR NEVARN
/v\ A A /v\
x A /V\A A

Théoréme 1.3.7 ([Koz08])

Dans le modeéle et/ou, asymptotiquement quand k tend vers +00,

ST,
ur(Vrai) ~ liIJrrlooT—W,
n— .k

autrement dit, presque toute tautologie est simple.

Ce théoreme est crucial car il réduit I’étude des tautologies a celle des tautologies simples,
qui sont plus faciles & énumérer. Ce théoreme se démontre a I'aide du langage de motifs N =
¢|N v N|N A O qui a la propriété suivante : si 'on peut assigner toutes les N-feuilles de motifs
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d’un arbre et/ou a Faux, alors 'arbre total calcule la fonction Faux pour cette affectation partielle
des variables. C’est cette propriété qui permet de démontrer le Théoreme [[L3.71 Pour compter les
tautologies simples, Kozik propose d’utiliser le langage de motifs S = e|S v S| ADO : une tautologie
simple est un arbre et/ou qui a deux S-feuilles de motifs étiquetées par une variable et sa négation.
Par exemple, I'arbre de la Figure est construit a partir du motif de la Figure et a deux
S-feuilles de motifs. Ces deux feuilles n’étant pas étiquetées par une variable et sa négation, ce n’est
pas une tautologie simple.

FIGURE 1.5 — L’arbre de la Figure[.d est construit a partir de ce motif de S. Il a
donc deux S-feuilles de motif.

\//v\\/
. -

/

O

AN

O

/\/ \/\
N D/

Nous détaillerons ces preuves dans le Chapitre Bl lorsque nous les généraliserons & un modele
d’arbres non binaires, ou dans le Chapitre [@, lorsque nous les généraliserons au cas ou k dépend de
n.

1.3.2 Arbres de I'implication

Dans le cadre du systéme logique de I'implication (cf. Définition [[L27), des résultats similaires
ont été démontrés, notamment dans Fournier et al. ([FGGGI2]) et dans la thése de Genitrini. Le
nombre d’arbres booléens de taille n dans ce systéme logique est donné par

T, = Cat,_1 k™.

Via des fonctions génératrices et le théoréme de Drmota-Lalley-Woods, on peut démontrer que

Tn,k(f)

:un,k(f) = Tox

converge quand n tend vers 400 vers un réel ug(f) strictement positif pour toute fonction f ex-
pressible dans le systéme de 'implication. Notons qu’une fonction booléenne est expressible dans le
systéeme de l'implication si, et seulement si, il existe un littéral o et une fonction booléenne g tels
que f = a v g. Fournier et al. ont montré le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.8

Dans le modéle de I'implication, pour toute fonction booléenne f fixée, il existe une constante
Ap > 0 telle que, asymptotiquement quand k tend vers +00,

As
Mk(f) ~ EL(N)+1°

Notons que si f n’est pas expressible dans le systéme de I'implication, on peut poser L(f) = +o0
afin que le théoreme s’applique.
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Pour prouver ce résultat, Fournier et al., tout comme dans le cas et/ou, montrent qu’un arbre
typique calculant f est un arbre minimal de f dans lequel a été greffé un grand sous-arbre qui ne
change pas la fonction globale calculée. Pour ce faire, ils utilisent une méthode alternative a celle
des motifs de Kozik, laquelle ne semble pas pouvoir s’adapter au systeme de I'implication. Nous
réutiliserons ces méthodes dans le Chapitre[d dans lequel nous généraliserons ce résultat a un modele
d’arbres non binaires et non planaires qui prend en compte les propriétés logiques du connecteur —.

Le Théoreme indique que la distribution des arbres de Catalan donne plus de poids aux
fonctions de petite complexité. Cependant, ce résultat n’est pas suffisant pour contredire D'effet
Shannon (cf. Théoreme [[LZ9). Dans un article plus récent, Genitrini et Gittenberger ([GG10])
montrent que la distribution des arbres de Catalan n’exhibe pas 'effet Shannon :

Théoréme 1.3.9 ([GG10])

Soit Ry, = %. Asymptotiquement quand k tend vers +o0, la probabilité des fonctions de

complexité au plus Ry est plus grande que %. La distribution des arbres de Catalan n’exhibe
donc pas d’effet Shannon.

Un tel résultat n’est pas démontré pour le systéme et/ou, méme s’il est communément admis.
Il semble donc que la distribution des arbres de Catalan est fondamentalement différente de la
distribution uniforme sur Fj. Il est donc naturel de se demander si ce comportement est typique
des distributions issues de la représentation arborescente des fonctions booléennes.

Dans le systeme de I'implication, c’est aussi I’étude des tautologies qui est fondamentale. Tout
comme dans le cas et/ou, on montre que, asymptotiquement quand k tend vers +o0, presque toute
tautologie est simple. Ce résultat, en plus d’étre fondamental pour la suite de 1’étude de la distri-
bution des arbres de Catalan dans le systeme de 'implication, est intéressant en lui-méme puisqu’il
permet d’affirmer que logique classique et intuitionniste sont, asymptotiquement quand k tend vers
+00, équivalentes. En effet, il est connu que les tautologies simples sont intuitionnistes, et le résultat
suivant, montré dans [FGGZ0T7] nous assure donc que presque toute tautologie est intuitionniste.

Définition 1.3.10 (cf. Figure [1.6])

Dans le modele de I'implication, toute expression booléenne s’écrit sous la forme A1 — (A —
...(Ap — «)), ot les (A;)i—1,..p sont des expressions booléennes. Les sous-arbres représentant
Ay, ..., Ay, sont appelés prémisses de I'arbre booléen, et « est son but. Une tautologie simple
est un arbre booléen dont au moins 'une des prémisses est réduite a une feuille étiquetée par le
littéral a.

On notera ST I'ensemble des tautologies simples et ST,, ;, 'ensemble des tautologies simples
de taille n étiquetées sur k variables.

Théoréme 1.3.11

Dans le systéme de I'implication, asymptotiquement quand k tend vers 40,

ST,
ur(Vrai) ~ liIJrrlooT—W.
n— .k

Tout comme dans le systéme et/ou, ce résultat permet de ramener I’étude des tautologies a 1’étude
d’une sous-famille plus facilement énumérable. La démonstration de ce résultat sera reprise dans le
Chapitre [, et généralisée pour un modeéle d’arbres non binaires et non planaires.
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FIGURE 1.6 — Une tautologie simple dans le systéme de limplication.

1.4 Arbre de Galton-Watson

Parallelement & 1’étude de la distribution des arbres de Catalan, s’est développée ’étude d’un
modele introduit par Chauvin et al. ([CEGGO04]) inspiré du processus de Galton-Watson. Nous
considérons dans cette partie des arbres booléens binaires plans, étiquetés par des variables de
I'ensemble {x1,...,x%}.

Considérons un processus critique de Galton-Watson binaire : a 1’étape 0, on commence avec
une feuille-racine, & ’étape n, les feuilles de la ni®™° génération meurent sans descendance avec
probabilité % ou donnent naissance & deux feuilles de (n + 1)™¢ génération avec probabilité %, et
ce indépendamment les unes des autres. Il est connu que ce processus termine presque siirement :
c’est donc un moyen de générer aléatoirement un arbre de taille presque stirement finie. Il ne nous
reste plus qu’a étiqueter cet arbre uniformément au hasard, c’est a dire comme suit : tout nceud
interne est étiqueté en choisissant uniformément au hasard parmi les connecteurs proposés par le
systeme logique choisi, chaque feuille est étiquetée en choisissant uniformément au hasard parmi
les littéraux proposés par le systeme logique choisi, I’étiquetage de chaque nceud étant indépendant
de tous les autres. Ce procédé définit un arbre booléen aléatoire de loi notée Il qui induit via
O (cf. Définition [L25]) une loi sur 'ensemble des fonctions booléennes a k variables Fj que nous
appellerons loi de Galton-Watson et que nous noterons 7. Cette loi a été étudiée dans les deux
systemes logiques évoqués plus haut : le systéme et/ou et le systéme de I'implication. Nous résumons
ici les résultats obtenus.

Théoréme 1.4.1 ([FGGG12])

Dans le systéeme de I'implication, pour toute fonction booléenne fixée, asymptotiquement quand
k tend vers +o0, il existe une constante Ay > 0 telle que

A
mr(f) ~ kL—(ff)

Ce théoreme n’est démontré que pour le systéeme de 'implication, mais son équivalent dans le
systeme et/ou est communément admis. La démonstration de ce théoréme est plus immédiate que
dans le cas de la distribution des arbres de Catalan car, asymptotiquement quand k tend vers +o0, un
arbre typique calculant f est un arbre minimal de f. Ce théoréme est trés comparable & celui obtenu
pour la distribution des arbres de Catalan (Théoréme [[3.8). Cette similarité est peut-étre due au
fait qu’un arbre de Galton-Watson critique conditionné a étre de taille n est distribué uniformément
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parmi les arbres de Catalan de taille n. Les deux modeles induisent des distributions proches sur
Fi, et, tout comme la distribution des arbres de Catalan, la distribution de Galton-Watson dans le
systeme de I'implication n’exhibe pas d’effet Shannon (cf. Théoreme [[L2.9) :

Théoréme 1.4.2 ([GG10])

On dit qu’une fonction booléenne f est read-once si L(f) = E(f) et on note R I’ensemble des
fonctions read-once. Asymptotiquement quand k tend vers +o0,

m(R) — 1.

Par conséquent,comme les fonction read-once sont de complexité au plus linéaire en k, la distri-
bution de Galton-Watson n’exhibe pas d’effet Shannon.

Dans le modele de Galton-Watson, tout comme dans celui des arbres de Catalan, les tautologies
font 'objet d’une étude poussée, et nous retrouvons un comportement similaire a celui observé dans
le cas des arbres de Catalan : asymptotiquement quand k tend vers 400, presque toute tautologie
est simple :

Théoréme 1.4.3
[[GG10]] Dans le systéme de I'implication, asymptotiquement quand k tend vers +o0,

7, (Vrai) ~ I, (ST),

ou, pour rappel, IT(ST) est la probabilité que I'arbre de Galton-Watson étiqueté uniformément
au hasard sur k variables soit une tautologie simple.

Ainsi, au vu de la littérature sur le sujet, il semble que les distributions issues de la représentation
arborescente des fonctions booléennes aient toutes un comportement similaire : elle donnent plus
de poids aux fonctions de faible complexité, et n’exhibent pas d’effet Shannon. Dans ce mémoire,
nous généraliserons ces résultats a d’autres modeles d’arbres, en considérant des arbres non binaires,
non planaires (Chapitres [2 Bl et [), en changeant la loi de I'arbre sous-jacent (Chapitre [), et en
autorisant le nombre de variables k & dépendre de la taille des arbres n (Chapitre [6).

1.5 Combinatoire analytique

Dans la lignée des travaux de Chauvin et al. [CFGG04] et Kozik [Koz08], nous utiliserons des
méthodes de combinatoire analytique afin d’étudier les arbres booléens. L’objet de cette section est
de présenter les bases de ce domaine, ainsi que quelques résultats qui seront utilisés tour au long
de ce mémoire. Une introduction plus exhaustive a la combinatoire analytique peut étre lue dans
le livre de Flajolet et Sedgewick [FS09] : seuls les idées et résultats cruciaux pour la suite sont tres
rapidement présentés ici.

Etant donnée une suite (Sn)n>0, il s’agit de définir la série formelle dont les coefficients sont
donnés par les éléments de la suite, série que 'on appellera fonction génératrice de la suite
(8n)n=0

S(z) = 2 Sn2".
n=0
Il sera d’usage de noter [2"]S(n) le n®™€ coefficient de S(2), i.e. .

Une famille combinatoire peut étre décrite par une spécification. Par exemple, un arbre de
Catalan (i.e. un arbre binaire plan) est soit une feuille, soit un noeud interne dont les deux sous-
arbres sont des arbres de Catalan. Si 'on note 7 la famille des arbres booléens de Catalan, et si
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I'on définit la taille de ces arbres comme étant le nombre de feuilles,
T=L+{A,Vv}xTxT,

ou L représente I'ensemble des atomes de taille 1, i.e. ’ensemble des 2k feuilles. Deés lors, comme
la série génératrice de L est 2kz, et celle de {A, v} est 2, la méthode symbolique nous permet de
déduire directement

T(z) = 2kz + 2T (2)?,

et, comme T'(0) = 0, nous en déduisons

T(z)==i (1—~V1——16kz). (1.2)
Le comportement asymptotique de toute suite peut étre déduit de celui de sa série génératrice
au voisinage de sa (ou plutot de ses) singularité dominante, i.e. sa singularité de plus petit module,
via un lemme de transfert. Il est & noter que si tous les coefficients d’une série génératrice sont
positifs, alors sa (ou plutdt une de ses) singularité dominante est réelle positive. Le lemme de
transfert que nos utiliserons largement au cours de ce mémoire est le théoreme de transfert de
Flajolet-Odlyszko [FO90], dont un énoncé peut étre lu dans [FS09, page 406]. Ce théoréme requiert
une hypothése d’analyticité de la série génératrice étudiée appelée A-analyticité, qui assure, entre
autres que la série génératrice admet une unique singularité dominante.
Nous dirons que la singularité dominante o de la fonction génératrice S(z) est de type racine
carrée si, et seulement si, il existe deux fonctions g(z) et h(z), analytiques au voisinage de o, telles
que, h(c) # 0 et, pour tout z au voisinage de o,

S(z) = g(2) +h(z)\/¥+o< 1- g)

Comme nous travaillons sur des arbres enracinés, la plupart des singularités dominantes que nous
rencontrerons dans ce cadre seront de type racine-carrée. Par exemple, la série génératrice des arbres
de Catalan a une singularité dominante o = 16%& de type racine-carrée (cf. Equation (C2)). Quitte a
vérifier ’hypotheése de A-analyticité, nous pouvons en déduire, via le lemme de transfert de Flajolet-
Odlyszko qu’il existe une constante ¢ strictement positive telle que, asymptotiquement quand n tend

vers +00,
e L)
Ty ~cn™ 2 — ) .
ke <16k)

Le lemme de transfert de Flajolet-Odlyszko permet de démontrer le lemme suivant, que nous
utiliserons largement au cours de ce mémoire :

Lemme 1.5.1

Etant données deux séries génératrices S(z) et R(z), de méme singularité dominante et ayant
le méme comportement au voisinage de leur singularité dominante (on dira que les deux singu-
larités sont de méme type), alors, si R et S sont A-analytiques au voisinage de leur singularité
dominante,

i ARG, TE)
nto ]S (z) 2o 51(2)

Ce résultat sera tres utile pour calculer ce que ’on appelle des proportions limites de sous-familles
d’arbres. Soit & une famille d’arbres de série génératrice S(z), et soit R une sous-famille de S de
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série génératrice R(z). Nous appellerons proportion limite (ou fraction limite) de la famille R
la limite quand n tend vers +oo de la proportion d’arbres de R parmi les arbres de S de taille n, si
elle existe. Et nous noterons

[z"]R(2)

M= B TS )

Cette notation ne mentionne pas la famille S, car le choix de celle-ci sera en général non-ambigu.
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Chapitre 2

Arbres et/ou généraux

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de définir et étudier la distribution induite sur I’ensemble des
fonctions booléennes a k variables Fj, par la distribution des arbres de Catalan généralisée a des
arbres et/ou non-binaires et non-planaires. Cette généralisation a pour but de prendre en compte
les propriétés logiques des connecteurs A et v, c’est a dire leur associativité et leur commutativité.
Nous allons étudier trois nouveaux modeles : le modeéle des arbres non-binaires plans, appelés arbres
associatifs, le modele des arbres non-plans binaires, appelés arbres commutatifs, et le modele des
arbres généraux, associatifs et commutatifs, i.e. non-binaires non-plans. Cette étude s’inspire d’idées
introduites dans le survey de Gardy [Gar(06], les méthodes utilisées seront la combinatoire analytique,
et notamment le comptage de Polya pour les arbres non planaires (cf. Pélya et Reed [PR&T)).

Dans ces trois nouveaux modeles, tout comme dans le modele des arbres Catalan binaires plans
présenté en introduction (cf. Section[[.3.]]), la taille d’un arbre sera le nombre de ses feuilles. Garder
la méme notion de taille dans les quatre modeles permet de rendre les comparaisons possibles entre
les différents résultats que nous obtiendrons. Dans chaque modele, nous considérons la loi uniforme
sur ’ensemble des arbres et/ou de taille n, et montrons que la suite de distributions induites sur
Fi. converge quand n tend vers 400 vers une distribution asymptotique notée uj. Nous étudions
ensuite chacune des trois nouvelles distributions ainsi définies et la comparons a la distribution des
arbres de Catalan (cf. Section [[3.T]).

Via des méthodes d’analyse de singularités de fonctions génératrices, nous montrons que prendre
en compte 'associativité et la commutativité des connecteurs A et v ne change pas le comportement
global de la distribution induite sur F;, méme si une analyse précise des constantes mises en jeu
nous assure que les quatre distributions étudiées sont deux a deux distinctes (cf. Tableau 2.10).

La Section [2.2] définit les trois nouvelles distributions étudiées dans ce chapitre et montre, via
le théoréme de Drmota-Lalley-Woods [Drm97, [Lal93, Wo097] la convergence vers une distribution
asymptotique quand la taille n des arbres tend vers +o0 : cette partie est donc I'occasion de définir
les objets étudiés et les différentes fonctions génératrices qui seront utiles dans la suite du chapitre.
La Section se concentre sur la fonction constante Vrai et étudie donc la fraction limite des arbres
tautologiques. Nous verrons tout au long de cette partie ARBRES BOOLEENS ALEATOIRES que I'étude
des tautologies est, non seulement une étude du cas particulier simple des fonctions de complexité
0, mais aussi la premiere étape de 1’étude de la probabilité d’une fonction booléenne générale. Nous
montrerons au passage, que, dans les trois nouveaux modeles, asymptotiquement quand k tend vers
+00, presque toute tautologie est simple. Cette étude des tautologies nécessite la généralisation de
la théorie des motifs et du lemme de Kozik a nos modeles d’arbres non-binaires et non-plans.
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Si généraliser cette théorie a des arbres non-binaires est assez direct, la généralisation a des arbres
non-plans I'est moins car les motifs sont par essence plans. La Section [2.4] concerne ’étude des 2k
fonctions de complexité 1 : cette étude est anecdotique, et les détails ne seront pas développés, mais
I’étude des fonctions littéral permet d’avoir une meilleure intuition du comportement des arbres
typiques calculant une fonction booléenne quelconque. Le cas général est donc traité en Section 2.5,
grace aux résultats sur les tautologies et grace aux généralisations de la théorie des motifs de Kozik.

2.2 Définitions et préliminaires

2.2.1 Arbres associatifs, plans

Définition 2.2.1

Un arbre associatif est un arbre dans lequel chaque nceud interne a pour arité un entier
de N\{1}. Un arbre booléen associatif est un arbre associatif dont les nceuds internes sont
étiquetés par A ou par v de telle facon qu’'un nceud interne ne peut avoir la méme étiquette que
son pere, et dont les feuilles sont étiquetées par des littéraux choisis dans {x1,Z1,...,Zk, Tk}
On notera Ay, la famille des arbres booléens associatifs a k variables, Ay, j, la famille des arbres
booléens associatifs de taille n, Ay, son cardinal, pour tout n > 1 et A(z) = > -, Apr2" sa
série génératrice.

On dira que ces arbres booléens sont stratifiés, au sens ou ’étiquette de la racine détermine les
étiquettes de tous les noeuds de D'arbre : tous les nceuds internes d’'une méme génération ont la

méme étiquette.
v
v / \
/\ g
v v

VAN
NN A

FIGURE 2.1 — Deuz équivalents binaires d’un méme arbre associatif.

AN

Définition 2.2.2

Pour toute fonction booléenne f € Fj, pour tout n > 1, on note A, ,(f) le nombre d’arbres
booléens associatifs de taille n calculant f et on définit

An,k(f)

phlf) = 25

comme étant la proportion d’arbres de taille n calculant f.

Dans cette partie préliminaire, nous allons montrer que cette distribution sur Fj converge vers une
distribution asymptotique quand la taille n des arbres considérés tend vers +00. Cette premiére
étape nous permettra d’introduire les différentes fonctions génératrices qui nous seront utiles dans
tout le reste du chapitre.
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Lemme 2.2.3

Pour toute fonction booléenne f € Fy,

pi(f) = Tim g (f)

n— -+

existe et est strictement positive.

Notons A (A) la famille des arbres associatifs réduits & une feuille, ou dont la racine est étiquetée
par le connecteur A (resp. v), et notons A(z) (resp. A(z)) la fonction génératrice de cette famille.
Notons que, par définition, ces deux familles contiennent les 2k arbres réduits a une feuille. Par la
méthode symbolique, nous avons immédiatement A(z) = A(z) + A(z) — 2kz, ot le —2kz permet de
ne pas double-compter les 2k arbres de taille 1. Comme A(z) = A(z), on a

A(z) = 2kz + 2 A(z)" = 2kz + %
=2
Cela implique que
A(z) = % (1 —9%kz —/1—12kz + 4k222) (2.1)
a pour singularité dominante
o = 3_72\/5 (2.2)

2k

De plus, A(az) = V2 — 1.

Démonstration du Lemme [2.2.3]: Nous allons utiliser le théoreme de Drmota-Lalley-Woods (cf. ['S09}
Chapitre 8]) appliqué aux fonctions génératrices As(z) et Af(z) des arbres associatifs enracinés par A

(resp. v) calculant f. Ces fonctions génératrices sont au nombre de 22" +1 ot vérifient, via la méthode
symbolique (cf [F'S09] pour une introduction a la méthode symbolique), le systéme suivant :

0

Ap(2) = 2 ey + ), Ag,(2) -+ Ag, (2)

i=2 91,---,9i,
gin--ngi=f

L0
Ap(z) = 2Ny + D, D0 Ag(2)--Ag(2).
i=2 91,---,9i,
givvgi=f

Les fonctions (fl s A 7)fer, sont donc solutions d’un systéme algébrique non linéaire, qui vérifie les
hypothéses du théoréme de Drmota-Lalley-Woods (cf. [FS09, page 489]). Nous en déduisons que les
fonctions (/Al s A ) feFy, ainsi que leur somme A(z), ont la méme singularité cy, que cette singularité
est de type racine-carrée, et que toutes ces fonctions sont A-analytiques (cf. [ES09, page 389]). Nous
pouvons donc appliquer le lemme de transfert de Flajolet et Odlyszko [FO90] : pour toute fonction
booléenne f de Fy, il existe deux constantes cx(f),dr(f) > 0 telles que, asymptotiquement quand n

tend vers +00, A 5
["Af ~ ex(fin oy et ["]Ag ~ di(f)n oy "

Des lors, il existe une constante cst = .,z (ck(f) + di(f)) telle que, asymptotiquement quand n
tend vers +o00,
Ani = [2"]A(z) ~ cst - n_3/2a,;".

Donc, asymptotiquement quand n tend vers 400, pour toute fonction f € Fg,

Ank(f) _ alf) +di(f)
Ak cst

)

ce qui implique immédiatement le Lemme 2231 |
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2.2.2 Arbres commutatifs, binaires

Définition 2.2.4

Un arbre booléen commutatif est un arbre binaire non planaire dont les noeuds internes
sont étiquetés par un connecteur A ou v et dont les feuilles sont étiquetées par des littéraux de
{z1,21,..., 2k, Tt }. On notera C la famille de ces arbres, et Cy, j, le nombre d’arbres commutatifs
de taille n a k variables.

Les arbres binaires commutatifs vérifient la spécification suivante :
C =2kZ +2{C,C},

ou la notation {C,C} représente un multi-ensemble de deux éléments de C. Cette spécification se
traduit par ’équation suivante sur la fonction génératrice de ces arbres (pour une introduction au
comptage de Pélya, le lecteur pourra se référer a [Krall] ou [FS09]) :

C(z) = 2kz + C(2)? + C(2?). (2.3)

Cette équation ne peut permettre de trouver une expression explicite de la fonction génératrice C'(z).
Toute la difficulté sera donc d’extraire un maximum d’informations de cette expression implicite.
Lemme 2.2.5

Le rayon de convergence y, de C(z) vérifie :
1 1 1
—— (1= )+o(=).
T Sk( Sk) * <k3)

Démonstration: Pour étudier la singularité de la solution de ’'Equation (23), réécrivons-la sous la
forme F(z,C(z2)) = C(z) ot F(X,Y) = 2kX + Y2 + Q(X) et Q(z) = C(2?). Un résultat de Ben-
der [Ben74] (cf. [Drm09, Théoréme 2.19]) que 'on peut appliquer ici, en particulier car Q(z) = C(2?)
est analytique sur le domaine d’analyticité de C, nous assure que le couple (v, C(vk)) est solution

du systéme
F(X,Y) = Y
6yF( YY) =

et donc de
Y =2kX +Y?+Q(X)
1=2Y.
Des lors, C(v) = % et 2k, = % — Q(vk), ce qui, comme @ est & coeflicients positifs, implique
Ve < 81—k. De plus,
= ) Gt = ), Crg i ' < L C(n) =
Tk LY 16k’

n=1 n=1

ce qui implique donc bien que v = slk +0 (k%) Le second ordre est obtenu en réinjectant ce premier
développement asymptotique dans le systeme vérifié par (g, C(v))- |

Définition 2.2.6

Pour toute fonction booléenne f € Fj, on notera C,, i(f) le nombre d’arbres commutatifs de
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taille n calculant f et Cy(z) la fonction génératrice de cette suite d’entiers. On notera

Cn
pialr) = )

Lemme 2.2.7
Pour toute fonction f,
pi(f) = lim gz, 5 (f)

n—o0

existe et est strictement positive.

Démonstration: Viala méthode symbolique, les fonctions génératrices {Cf(z)} rer, vérifient le systéme
suivant :
1 1
Cr(a) =iy +5 D, Col2)Cn(2)+5 3, Cy(2)Cn(2) +Cp(2) + Cp(2?).
g,h#f g,h#f
gnh=f gvh=f

Ce systeme vérifie les hypotheses du théoreme de Drmota-Lalley-Woods qui permet donc de conclure
la preuve du Lemme [Z277]: les fonctions génératrices (Cf(z)) rer, et C(z) ont toutes le méme rayon
de convergence g, et o, i (f) converge vers un entier strictement positif quand m tend vers +oo0. |

2.2.3 Arbres associatifs et commutatifs

Définition 2.2.8

Un arbre booléen général est un arbre non plan dont chaque nceud interne a pour arité
un entier supérieur ou égal a 2, est étiqueté par un connecteur A ou v différent de I’éti-
quette de son pére (Iarbre est stratifié), et dont chaque feuille est étiquetée par un littéral
de {x1,Z1,...,2k,Z;}. On note P cette famille d’arbres, P(z) sa fonction génératrice, et P, j le
nombre de tels arbres de taille n.

Tout comme dans le cas des arbres associatifs, la fonction génératrice P(z) s’exprime en fonction
des fonctions génératrices P(z) et P(z) des arbres généraux dont la racine est étiquetée par un
connecteur A (resp. v) :

P(z) = P(2) + P(2) — 2kz = 2P(2) — 2k=.
De plus, via la méthode symbolique, les fonctions P(z) et P(z) vérifient la relation suivante :

P(z) = exp (2 p(jl)> —1— P(2) + 2kz

1>1

P(z) = exp 2 P(ﬁ)) —1—P(2) + 2k=,

1>1 t

que l'on peut simplifier en remarquant que ]5(2) = ]5(2) :

P(z) = exp (Z @) —1—P(2) + 2k=. (2.4)

i>1
Encore une fois, nous ne pouvons déduire d’expression explicite de la fonction génératrice P(z),
mais cette relation implicite nous permettra de rassembler suffisamment d’informations, notamment
au sujet de sa singularité.
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Lemme 2.2.9

La singularité de P(z) vérifie :
2ln2 -1 1
O = ——79;——'+(9 (E§>.

Démonstration: Pour montrer ce lemme, nous procédons comme dans la preuve du Lemme [2.2.5]
L’Equation (Z4) peut s’écrire P(z) = F(z, P(z)) ou F(X,Y) = Q(X)eY —1—-Y +2kX et Q(2) =
exp (2@2 P (TZI)). Comme J; < 1, la fonction @ est analytique sur le domaine d’analyticité de P et

3

nous pouvons donc conclure que (8, P(dy)) est solution du systéme suivant :
Y =Q(X)e¥ —1-Y +2kX
1=Q(X)eY —1.

Autrement dit,
2Y =1+ 2kX
Q(X)eY =2.

Supposons que (X, Y") soit solution de ce systéme, et que X,Y > 0. Par définition, Q(X) > 1. Donc,
9 — Q(X)ey > &Y — ekX+1/2,

ce qui implique que X = O (%) quand k tend vers +o0, et donc Y = O (1) quand k tend vers +oo.
De plus, notons que pour tout entier ¢ > 2,

P(Xz) — Z Pn,kXin — Xifl 2 Pﬂqui(nfl)le < Xi71 Z Pn,an — Xi*lp(X)'

n=1 n=1 n=1
Nous avons donc, asymptotiquement quand k tend vers o0,

P(X? X1 Y Xt Y
mQ(X) =] (i )sP(X)Z - =YZT=Y(—111(1—X)—X)~——=——>O.
i=2 i=2 =2

Autrement dit, Q(X) ~ 1 et Y ~ In2 quand k tend vers 40, et X ~ % Dés lors,

YX 1
1 X)=—=0|+
n Q) = 5 =0 (1),
which implies
2In2 -1 1
X=—" — ).
ok +O<k2) m

Définition 2.2.10

Pour toute fonction booléenne f € Fy,, on note P, i(f) le nombre d’arbres généraux qui calculent
f, et P¢(2) la fonction génératrice de cette suite. On définit

_ Pn,k(f)
u;‘i,k(f) = Por :

Lemme 2.2.11

Pour toute fonction booléenne f,
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existe et est strictement positive.

Démonstration: Si l'on note ﬁf (2) et Pf(z) les fonctions génératrices des arbres généraux enracinés
par A (resp. v) calculant f, via la méthode symbolique,

R()_zn{fht}+z 3 H(exp(Z (Zi)>_1>

(=2 91,---Gi, 7=>1
giNn...ANGe=
(Zi)
Por= g+ 8 ] (o (5 22) )
= gi1,.. ‘J'Uf =1
(]1/\ NGe=,

Ce systeéme vérifie les hypotheses du théoreme de Drmota-Lalley-Woods qui permet donc de conclure
la preuve : les fonctions génératrices (Pf(2))ser, et P(z) ont la méme singularité dy, et toutes ces
singularités sont de type racine-carrée. |

2.2.4 Comportement des différents modeles

Nous avons montré dans cette partie 'existence des distributions limites qui seront l'objet de
ce chapitre. Notre objectif est désormais de montrer que le Théoréme [[.3.1] est vérifié par ces trois
nouvelles distributions : autrement dit, associativité et commutativité des connecteurs n’influent
pas sur le comportement global de la distribution induite sur ’ensemble des fonctions booléennes
Fi.

La premiere partie de ce chapitre (Section 2.3]) sera consacrée a 1’étude de la fonction Vrai,
donc des tautologies : nous montrerons que la probabilité de Vrai est, dans tous les cas, d’ordre 1/k
quand k tend vers +o0. Nos calculs seront suffisamment précis pour affirmer que uy(Vrai) n’a pas
la méme valeur selon les propriétés logiques prises en compte. Dans la Section [2.4] nous montrerons
rapidement que la probabilité des fonctions littéral est d’ordre 1/k2 quand k tend vers 400, avant de
généraliser a une fonction booléenne quelconque en Section Nous montrerons que dans chaque
modele, tous comme dans le modeéle des arbres de Catalan, pour toute fonction booléenne f € Fj
dont le nombre de variables essentielles ne dépend pas de f, il existe une constante A telle que

Y 1
Mk(f) kL(f)+1 +0 (kL(f)+2> :

2.3 Tautologies

L’objectif de cette section est de calculer la probabilité de la fonction constante Vrai, autrement
dit, la proportion limite des tautologies. Dans chaque modele d’arbre, la stratégie est la méme que
dans le cas binaire planaire. Nous montrons tout d’abord que, asymptotiquement quand n tend vers
+00, presque toute tautologie est simple (cf. Définition [[3.6]), puis nous calculons la fraction limite
des tautologies simples. Pour cette étude, nous aurons besoin de généraliser le lemme de Kozik (cf.

Lemme [[3.0)).

2.3.1 Arbres associatifs

Dans cette partie consacrée a 1’étude des tautologies associatives, nous allons montrer le résultat
suivant :
Proposition 2.3.1

I Dans le modéle associatif, la probabilité de la fonction constante Vrai vérifie, asymptotiquement
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quand k tend vers 400,

pur(Vrai) = w + 0 (%) .
Pour montrer cette proposition, nous allons généraliser le Lemme a nos arbres associatifs. Cette
généralisation est sans difficultés, mais nous détaillons sa preuve pour information, car nous aurons
besoin de reprendre cette preuve plus attentivement dans le cas des arbres non plans. Le lemme de
Kozik nous permettra ensuite, tout comme dans le cas binaire plan (cf. Chapitre [II Section [[.3.1]),
de montrer que, asymptotiquement quand k tend vers 400, presque toute tautologie est simple, puis
de calculer la fraction limite des tautologies simples dans le modele de I'implication.

Généralisation du lemme de Kozik

Dans cette partie, nous appellerons squelette associatif un arbre enraciné, plan, dont les nceuds
internes ont au moins deux descendants, sont étiquetés par A ou v de fagon a étre stratifiés, et dont
les feuilles sont non étiquetées. On notera S la famille de ces arbres, S, le nombre de squelettes de
taille n, et S(z) leur fonction génératrice. La propriété de stratification des arbres associatifs nous
oblige a revoir quelques définitions liées aux langages de motifs : en effet, lorsque ’on greffe un arbre
dans un emplacement d’un motif, il faut que cet arbre soit enraciné par le connecteur qui assure la
stratification. Ainsi, on notera abusivement L[.A] I'’ensemble des arbres obtenus en greffant dans un
motif de L des arbres de A de telle sorte que tout arbre de taille supérieure ou égale a 3 greffé dans
un emplacement est enraciné par A (resp. v) si son parent est v (resp. A). Deés lors, nous dirons
que le langage de motif L est sous-critique pour la famille des squelettes S si, et seulement si, L est
sous-critique pour la famille S des squelettes associatifs enracinés par A ou de taille 1.

Nous reprenons les définitions de la Section [[.3.1] concernant la théorie des motifs.

Lemme 2.3.2
Soit L un langage de motifs, non-ambigu, sous-critique pour la famille S, et tel que L[S] = S.
Soit I un sous-ensemble de {1, ...z} dont le cardinal ne dépend pas de k.

On note Ag’ ]k (resp. A%,f ] ) le nombre d’arbres booléens associatifs de taille n ayant exactement
(resp. au moins) p (L,T’)-restrictions. Alors, asymptotiquement quand k tend vers +o,

AP} 1 = 1
nh_{%o An,k N O (ﬁ) ot nh_{%o An,k N O <ﬁ> '

La suite de cette sous-section est consacrée a la preuve de ce lemme. Cette preuve est quasi
identique a celle développée dans [Koz08| pour le modeéle plan binaire.

On notera « le cardinal de I'. Soit £,n > 1 deux entiers, et soit ¢ un squelette associatif de taille
n ayant ¢ L-feuilles de motif. Pour tout entier » < p, le nombre d’étiquetages différents des n feuilles
de t qui réalisent exactement r L-répétitions et p (L, I')-restrictions est donné par

AR

p—r

onzd=zx(x—-1)...(x —y+1), {z} sont les nombres de Stirling de seconde especell. Détaillons

1. Pour tout couple d’entiers (z,y) le nombre de Stirling de seconde espéce {;} est égal au nombre de partitions

d’un ensemble & x éléments en y parties non vides.
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un peu cette formule : de gauche a droite, les différents facteurs représentent :

— le nombre de partitions des L-feuilles de motifs en £ — r parties non vides : les feuilles d’'une
méme classe seront étiquetées par la méme variable,

— le nombre de choix différents pour les p — r variables de I' qui apparaitront dans les L-feuilles
de motif de ¢,

— le nombre de facons d’associer ces p — r variables a p — r parties parmi les £ — r du premier
terme,

— le nombre de fagons d’associer des variables de {z1,...,x;}\I' aux parties restantes,

— le nombre de fagons d’étiqueter les feuilles de ¢t qui ne sont pas des L-feuilles de motif,

— le nombre de choix pour le signe de chaque littéral, sur chaque feuille de t.

Deés lors, le lemme suivant est immédiat :

Lemme 2.3.3

Soit t un squelette associatif ayant { feuilles de motif. Le nombre d’étiquetages différents des
feuilles de t tels que t admet p (L,T")-restrictions est donné par

(k — ’Y)é;p ket 2"wy p(0),

ot wy p(f) = Zﬁ:o {g f 7‘} (p z 7’) (¢ — r)2== est un polynéme en ¢ de degré p.

De plus, énongons le résultat suivant, dont la preuve, développée dans [Koz08, Lemma 2.7],
est omise. Nous I’énoncgons dans un cadre plus général que celui des arbres associatifs, de facon a
pouvoir I'utiliser ultérieurement.

Proposition 2.3.4

Soit S une famille de squelettes dont la fonction génératrice S(z) = >, -, Sp2" admet une
unique singularité dominante o > 0. On suppose que cette singularité est de type racine carrée.
Soit L un langage de motifs non ambigu et sous-critique pour S, et tel que S = L[S]. On notera
L[S],(¢) le nombre de squelettes de L[S] de taille n ayant ¢ L-feuilles de motif. Enfin, soit w
un polynéme non nul de degré 6.

Alors, il existe une constante c,, = 0 telle que
20 LIS]n (O w(f)

lim = Cy-
n—00 Sh w

De plus, si w({) est a valeurs positives, s’il existe £y = § tel que w(ly) > 0 et tel qu’il existe
un motif dans L ayant £y feuilles de motif et au moins un emplacement, alors c,, # 0.

Le Lemme P33 et la Proposition [2.3.4] vont nous permettre de conclure la preuve du Lemme[2.3.2]:

Démonstration du Lemme [2.3.2]: Soit L un langage de motifs. Au vu du Lemme 233] et comme
5 = L[S,

AT, 2" o LISIa(wp o () (k — 1) 2k~

Ap ke A :
et donc,
Aipxlk < 2" Y s LISl (O)wy o (OKPE"*
Ang (2k)"S, :
Gréce a la Proposition 2.3.4] nous obtenons donc, asymptotiquement quand n tend vers +oo,
lim A7[lp’]k < lim 2" ¥ =0 LIS (O)wp o (O) K" 7P Sy

n—+x0 An,k n—a0 (2k)n5’n kp ’
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FIGURE 2.2 — Une tautologie simple associative.

ol ¢y, = Cy, . avec la notation de la Proposition [Z.3.4l De plus, nous pouvons aisément vérifier que
toutes les conditions sont réunies pour que ¢, 4 Soit strictement positive (cf. Proposition [Z3.4]).

Enfin, remarquons que

AT 273 LISIn (0w (O
An,k h An,k ’

ce qui implique, asymptotiquement quand k tend vers +oo,

A[?P]
lim —%F —© (i> ,

n—+w An,k kr

ce qui termine donc la preuve du Lemme 2.3.7] |

Tautologies associatives

Rappelons qu’une tautologie simple dans le modele et/ou (cf. Définition [[3.6]) est un arbre dans
lequel deux feuilles distinctes sont reliées & la racine par deux chemins de v, et étiquetées par une
variable et sa négation. Dans le modele associatif, comme les arbres sont stratifiés, toute tautologie
simple devient un arbre booléen dont la racine est étiquetée par un v, et dont deux feuilles du
premier niveau sont étiquetées par une variable et sa négation (cf. Figure 2.2]).

Proposition 2.3.5

On notera ST, ;, le nombre de tautologies simples de taille n. Alors, asymptotiquement quand
k tend vers 400,

lim
n—+00 An,k k

ST, 51 — 36+/2 1

On dira qu’une tautologie est réalisée par la variable z s’il existe deux feuilles de la premiere
génération étiquetées respectivement par x et sa négation. Bien entendu, une tautologie simple
peut étre réalisée par plusieurs variables simultanément. Soit ST*(z) = >, ., ST72" la fonction
génératrice des tautologies simples réalisées par x.

Lemme 2.3.6
Pour toute variable x € {x1,...,x}, asymptotiquement quand k tend vers +0,
ST* 51 —36+/2 1
TN . 1; n o _ il
pe(STT) = nl—l}Eoo Ap i 2 +0 (k?») )

Démonstration: Une tautologie simple réalisée par la variable x est une racine étiquetée par v, dont
les premiers sous-arbres, avant la premiére occurrence de x (contribution z) sont des éléments de A
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qui ne sont ni une feuille étiquetée par x, ni une feuille étiquetée par z, dont les sous-arbres entre
la premiére occurrence de x et la premiére occurrence de T (contribution z) sont des éléments de A
qui ne sont pas une feuille étiquetée par x, et dont les derniers sous-arbres sont des éléments de A
quelconques. Le tout multiplié par deux car x peut apparaitre avant z. Par la méthode symbolique,

ST(z) = 227
(1= A(2) +22)(1 — A(z) + 2)(1 — A(2))

)

et, via le Lemme [[5.1] et 'Equation (Z2), la fraction limite des tautologies simples réalisée par z est
donnée par (cf. Lemme [[L5.))

* (1—A(2) +22)2(1 — A(2) + 2)(1 — A(2))
. 2z2(ﬁ’(f) —1) _
(1-A(2) +22)(1 - A(2) + 2)2(1 — A(2))
222A"(»

N _ '(
(1 —A(z) +22)(1 — A(

Nous savons que lim,_,, A (2) = 4+ car i est une singularité de type racine carrée. Donc,
. Al(z)—2 . _
lim,_,q, A(,z()z) = % et lim, ,q, A,l(z) = 0. De plus, a, = 2 22k‘/§, et A(ay) = /2 — 1, donc

Alag) =1 — % Nous avons donc

ST? 2 -
o STk _ 30} _ 5l §6\/§+0<%>'
ot Apg o (1— A(ag) +o(1))* k k
asymptotiquement quand k tend vers 4o0. |
Posons G(2) = X eqp,, a3 917 (2) = kST*'(z). Et notons DC la famille comptée par cette

série génératrice. Cette fonction génératrice compte les tautologies simples mais compte plusieurs
fois chaque tautologie simple réalisée plusieurs variables distinctes : une tautologie simple peut étre
réalisée A la fois par z1 et par xg, par exemple. On notera K! le nombre de tautologies simples de
taille n réalisées simultanément par exactement ¢ variables distinctes.

Introduisons les langages de motifs suivants (généralisations aux arbres associatifs du langage
de motifs évoqué en introduction, cf. Sous-Section [[.3.7]) :

M=DMv M|Mv M-y M|...

~ . 2.5
M=eOrO|OAOADO]... (25)

Les M-feuilles de motif d’un arbre sont les feuilles de premiere génération dans un arbre enraciné
par un v : ce sont donc celles qui permettent de réaliser une tautologie simple.

Lemme 2.3.7

Le langage de motifs M est sous-critique pour la famille de squelettes associatifs S.

Démonstration: La série génératrice de M est donnée par

m(x,y)=x+1_y
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ou x marque les feuilles de motif et y les emplacements, et celle de M par

iz, y)°
m(z,y) = ————.
S T
Cette fonction est donc analytique sur Pensemble Q = {(z,y) € C* |y # 1,z + % # 1}
La série génératrice des squelettes associatifs enracinés par A se déduit aisément de celle des
arbres booléens associatifs (cf. Equation (21])), et 'on a :

A 1
S(z) = 1 (1—1—2—\/1—62—!—22),
et sa singularité dominante p vérifie

S(p)=1— et p=3—2v2.

1
2

Supposons (z,y) € D = {(z,y) € C||z| < %,|y| < 1}. Alors, de maniére évidente y # 1, et
N y? ‘ oy N 11 N 1 3
T X X X
L—y[ "4 4fl—yl "4 40 —|y) 4

donc D < Q, et comme |p| < § et 15(p)| < %, M est bien sous-critique pour la famille S des squelettes
associatifs enracinés par A. |

Lemme 2.3.8
Asymptotiquement quand k tend vers +00,

L MIGE)

n—+0o0 An,k

= up(ST)+ 0O (%)

Démonstration: Réécrivons [2"]G(z) comme suit :
k .
[2"1G(2) = ST + Y (i — D)K.
i=2

En effet, nous avons ST, ;, = Zle |Ki|. Pour tout entier i > 3, toute tautologie de K! admet au
moins 3 M-répétitions, donc au moins 3 (M, &)-restrictions. Au vu du lemme de Kozik 232 :

SE L6 — 1)K 32,6 — DKL S, — DK

n1—1>r4I»1'L An,k - 77,1—1>I~1+:l’/v An,k + n1—1>r4I»1'L An,k
[=3] [=4]
<2 lim % 4+ (k=3)(k—1) lim —™*
n—+xn0 n,k n—+xn0 n,k
1 9 1 1
=(9<E>+k o(kj) =o(k_2).
Nous avons donc bien (1G(2) o )
. 2"|G(z) . n.k 1
n1—1>I-I|-1’f_ A’ﬂ7k a n1—1>I-I|-1’f_ A’ﬂ7k + O <k2> ’ .

Démonstration de la Proposition [2.3.5]: Résumons les résultats obtenus dans les lemmes précé-
dents : asymptotiquement quand k tend vers 400,

51 — 36+/2 1
pi(ST) = T\[ +0 (p)v

ce qui conclut la preuve. |
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Nous avons calculé la fraction limite des tautologies simples : nous devons maintenant montrer
la proposition suivante, afin de déterminer la probabilité de la fonction constante Vrai.

Proposition 2.3.9

Dans le modeéle associatif, asymptotiquement quand k tend vers +o0, presque toute tautologie
est simple.

La preuve de ce résultat est trés similaire a celle évoquée en introduction (cf. Section [L3T]) et
développée dans [Koz08]. Nous allons utiliser la théorie des motifs, et utiliser plus précisément les
langages de motifs suivants, généralisations du langage de motifs N défini en introduction.

N=eNAQONAaOAO...
N=eNvNINvNvVN|... (2.6)
R=Nu N,
ot R = N U N contient tous les arbres de N et de N. Il est facile de voir que N, N et R sont non
ambigus. De plus,

Lemme 2.3.10

Le langage de motifs R est sous-critique pour la famille S des squelettes associatifs, au sens ou
N est sous-critique par rapport a S et N est sous- critique par rapport a S.

Démonstration: La fonction génératrice de R est donnée par

p(w,y) = ﬁ(xvy) —I—ﬁ(:v,y) -,

ou p(x,y) (resp. p(x,y)) est la fonction génératrice du langage de motifs N (resp. N). Nous allons
montrer, successivement, que les langages N et N sont sous- critiques pour la famille S des squelettes
enracinés par A, ce qui impliquera le Lemme 2.3.T0l Via la méthode symbolique, ces deux fonctions
génératrices vérifient le systeéme suivant :

. _ Yo
M%w—$+IjZM%w

§ Pz, y)?
px,y) =2+ —FF,
ce qui implique
N 1
p@w)—Q(l—y+w—\Ky—w—1V—4@
. plz,y)?
px,y) =+ ——-
(=:9) 1 —p(z,y)

La fonction p(z,y) est analytique sur l'ensemble Q= {(z,y) e C?|(14+z—y)®—4z # 0}, et la
fonction p(z,y) est analytique sur 2 = {(z,y) € C?|(1+x—y)?—4z # 0 et p(z,y) # 1}. Notons que
(z,y) € C est un élément de €2 si, et seulement si,

2 —2(1+y)x+ (1 —y)? =0,
c’est a dire si, et seulement si,
z=(1-y)?ouz=(1+4/y)?

Rappelons que la famille S des squelettes associatifs dont la racine est étiquetée par v a pour
singularité p = 3 —2+/2 et que sa série génératrice vérifie S(p) = 1— % Comme p < (1—1/5(p))?, le

langage de motif N est sous-critique pour S. Pour montrer que le langage de motif N est sous-critique
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pour &, il nous reste a prouver que p(z,y) # 1 pour tout (z,y) € D. Comme p(x,y) est une série
entiere bi-variée a coefficients positifs,

11
)] < el ) < (57

11
(=) <1
p<8’4><’

nous en déduisons que D & Q, et donc que le langage R est sous-critique pour S. |

pour tout (x,y) € D. Comme

Remarque : Tout comme le langage de motifs N défini en introduction (cf. Section [L3T]), le
langage de motifs R vérifie la propriété suivante : si toute les R-feuilles de motif d’un arbre booléen
sont assignées a la valeur Faux, alors I’arbre booléen entier calcule Faux, quelles que soient les valeurs
des autres variables booléennes. Cette propriété se vérifie par induction a partir de la définition du
langage de motifs R (cf. Equation (26])).

La Figure 2.3 donne un exemple d’arbre de A, exhibe les motifs de R et R[R] := N[N]u N[N]
a partir desquels il est construit.

Démonstration de la Proposition [2.3.9]: Soit ¢ une tautologie associative, i.e. un arbre booléen as-
sociatif calculant la fonction constante Vrai. On pose I' = (J. Supposons que t a exactement une
(R[R], &)-restriction. Comme I' = ¢F, cette restriction est une répétition.

Si cette répétition est due a deux apparitions d’'un méme littéral o dans deux feuilles de motifs,
alors, nous pouvons affecter tous les littéraux étiquetant les R-feuilles de motifs & Faux (en particulier,
on affecte o & Faux). Pour cette affectation des variables, l’arbre ¢ calcule Faux, par définition du
langage R. C’est impossible puisque ¢ est une tautologie.

Par conséquent, la répétition doit étre due a 'apparition d’un littéral « et de sa négation o parmi
les R[R]-feuilles de motif : supposons que seul « (resp. seul &) apparaisse parmi les R-feuilles de
motifs. Dans ce cas, toutes les R-feuilles de motif peuvent étre assignées a Faux, ce qui est impossible.
Des lors, a et o apparaissent parmi les R-feuilles de motif. Supposons qu’il existe un nceud interne
v, étiqueté par A entre « (resp. &) et la racine. On notera t1,...t, les sous-arbres de v. Supposons
par exemple que la R-feuille de motif étiquetée par « soit dans t; (cf. Figure 2.4]). Alors, il n’y a pas
de répétition parmi les R[R]-feuilles de motif de to, ..., t,, et on peut donc toutes les affecter a Faux,
et ce sans fixer la valeur de «. Ainsi, le sous-arbre enraciné en v calcule Faux, et ce sans avoir fixé
aucune des variables étiquetant les R[R]-feuilles de motifs de t\{t; U ... U ¢, } : nous pouvons donc
affecter toutes ces feuilles a Faux, et il est facile de voir que t calcule Faux pour cette affectation.
C’est impossible, et ¢ est donc une tautologie simple : toute tautologie ayant exactement une R[R]-
restriction est une tautologie simple.

De plus, une tautologie admet au moins une R-répétition, donc au moins une R[R]-répétition
(car sinon, on peut affecter toutes les R-feuilles de motifs de cette tautologie a Faux, forcant ainsi
Parbre total & calculer Faux). Enfin, Pensemble des tautologies de taille n ayant au moins 2 R[R]-

restrictions est inclus dans AE?Z 1 et d’apres le Lemme [2.3.2] cet ensemble admet une fraction limite

d’ordre O (k—lz) quand k tend vers +00. Ces tautologies sont donc négligeables devant ’ensemble des
tautologies simples. |

2.3.2 Arbres commutatifs

L’objectif de cette partie est de calculer la probabilité de Vrai dans le modele des arbres com-
mutatifs :
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FIGURE 2.3 — Un arbre associatif suivi du motif de R a partir duquel il est construit,

A~

puis du motif de R[R] := N[N]u N[N] a partir duquel il est construit.

I I
/\

ST, N

AN
/N

N

Théoréme 2.3.11

La probabilité de la fonction Vrai dans le modéle des arbres commutatifs vérifie, asymptoti-
quement quand k tend vers 400,

641 1
¢(Vrai) = —— — ).
Hi(Vrad) = oo T 0 <k2>

Tout comme dans les cas classique et associatif, la preuve se fait en deux étapes : nous géné-
ralisons tout d’abord le lemme de Kozik [[.3.5] pour pouvoir I'appliquer dans le contexte des arbres
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FIGURE 2.4 — Le neud v étiqueté par A et séparant la feuille o de la racine dans la
preuve de la Proposition 2239 (dans le cas particulier r = 2).

v
N
tl/ég tg; \

commutatifs, puis, nous montrons que presque toute tautologie est simple, asymptotiquement quand
k tend vers +o00. La théorie des motifs exige que les motifs considérés soient plans, alors que les
arbres commutatifs ne le sont pas. C’est pourquoi nous allons plonger partiellement les arbres com-
mutatifs dans le plan : un mobile sera un arbre dont certaines branches proches de la racine seront
plongées dans le plan, et d’autres branches ne le seront pas. Ce plongement partiel est la clef de la
généralisation du lemme de Kozik (la Figure donne 'exemple de deux mobiles).

De plus, dans le cadre commutatif, il n’est plus vrai que le nombre de squelettes de taille n est
relié au nombre d’arbres commutatifs de taille n via un facteur (2k)". Nous devrons donc greffer
dans les motifs des arbres déja étiquetés, et la notion de sous-criticalité devra donc concerner les
langages de motifs aux feuilles de motif étiquetées par rapport aux arbres commutatifs.

Généralisation du lemme de Kozik aux mobiles

Etant donné un langage de motifs L (les arbres d’un langage de motifs sont toujours plans),
on appellera mobile un arbre de L[C]. Notons que toute la partie motif d’'un mobile est plane
alors que les arbres greffés dans les emplacements sont non plans : c¢’est pourquoi nous parlerons de
plongement partiel. De plus, les feuilles de motif des arbres de L[C] sont non étiquetées alors que
les feuilles qui ne sont pas des feuilles de motif sont étiquetées.

Lemme 2.3.12
Soit I' un sous-ensemble de {z1,...,x;} dont le cardinal ne dépend pas de k. Soit L un langage

de motifs (plans) de fonction génératrice {(z,v). A partir de la fonction génératrice des motifs
dont les feuilles de motif sont étiquetées, on définit les fonctions (A;(y));=0 comme suit :

A;(y) = [27)€(2kz,y), V] = 0.

Supposons que les coefficients A; (y) soient sous-critiques pour la famille des arbres booléens
commutatifs C. On note L[C]y[f’]k (resp. L[C]E?,f]) I'ensemble des éléments de L[C]| de taille n,
dont les feuilles de motif ont été étiquetées sur k variables, et ayant exactement (resp. au moins)
p (L,T')-restrictions. Enfin, on note L[C],  le nombre de mobiles de taille n dont on a étiqueté
les feuilles de motif sur k variables.

Alors, asymptotiquement quand k tend vers 4o,

Lc[ZP] LC[P]
lim M:(o(i) and limM=O<i>.

n—+00 Cn,k kp n—00 .k kp
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Nous allons montrer ce lemme en suivant la stratégie utilisée dans le cas planaire (cf. Sec-
tion [Z3.T]).

Soit ¢t un mobile de L[C] de taille n et ayant ¢ feuilles de motif : remarquons que les feuilles des
arbres greffés dans les emplacements sont étiquetées alors que les feuilles de motif ne le sont pas.
On notera v = |I'|. Pour tout r < p, le nombre d’étiquetages différents des feuilles de motif de ¢ tels
que t admet r L-répétitions et p (L, I')-restrictions est donné par

{e ! r} (p ! T) (0 — )=t (k — ) =r=e=r) ot

ol, tout comme dans le cas plan, 22 = z(x — 1)... (z —y + 1) et {i} sont les nombres de Stirling

de seconde espece.
Des lors, le lemme suivant (modification du Lemme [Z33)) est immédiat :

Lemme 2.3.13

Soit t un mobile de L|C| ayant ¢ L-feuilles de motif. Le nombre d’étiquetages différents des
feuilles de motifs de t tels que t a exactement p (L,T")-restrictions est donné par

(k — V)Q 26“’%17(6),

—T

ot wy,(0) =P {E f 7‘} (p v ) (¢ — r)2=" est un polynéme en ¢.

La Proposition 2.34] doit elle aussi étre adaptée au modele commutatif : les langages N =
/N v NIN A O et le langage S = o|S v S| O A0 dont les feuilles de motifs sont étiquetées ne
sont pas sous-critiques pour la famille des arbres commutatifs C. Nous montrons dans la proposition
suivante qu’une notion plus faible de sous-criticalité suffit :

Proposition 2.3.14

Soit L un langage de motifs non ambigu de fonction génératrice A(x,y). On définit les fonctions
(Aj(y))j=0 a partir de la fonction génératrice des motifs de L dont les feuilles de motifs sont
étiquetées :

Aj(y) = [27]A(2kz,y), V) > 0.

La série génératrice A;j(z) compte les motifs ayant j feuilles de motifs. Supposons que, pour tout
Jj =0, Aj(y) soit sous-critique pour C. On notera L[C|,({) le nombre d’arbres de L|C] de taille
n ayant exactement { feuilles de motif. Soit w un polynéme de degré .

Alors, il existe une constante c,, > 0 et un entier N > 0 tels que

i Zec0R)LICh(Ow(l) _
n—+0o0 Cn,k v

Démonstration: Soit N un entier. La fonction génératrice de la suite ((2k)*L[C],(£)w(£)Ty<n)e=0 sera

notée Ay (x,y), o x marque les feuilles de motif et y marque les emplacements. Ecrivons le polynome
w(¥) sous la forme

A
7=0

Enfin, soit Ay (z,y) = Zévzo Ay(y)x* la troncature de la série génératrice A(2kx,y).
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Notons que

ce qui implique

Des lors, la fonction génératrice A, (z, y) est une combinaison linéaire des dérivées de Ay (x, y) par rap-
port & z, lesquelles sont des sommes finies de termes sous-critiques par rapport a C. Ainsi, A, (z,C(z))
et C(z) ont méme rayon de convergence et sont toutes deux A-analytiques (cf. [FS09, page 389]). De
plus, au vu de [Koz08| Observation 2.3] chaque terme sous-critique a une expansion en racine carrée :
ainsi, la singularité de A, (z,C(z)) est de type racine carrée ou bien d’ordre plus grand s’il y a des
simplifications.

Nous pouvons donc appliquer le lemme de transfert de Flajolet et Odlyzsko [FO90] a C(z) et
Ay(z,C(2)), et, asymptotiquement quand n tend vers +oo, il existe une constante cst = 0 telle que

[2"]Aw (2, C(2))
Cn,k

~ cst.

Des lors, il existe une constante c,, = 0 telle que,

SR L Ou)
n—+9w Cn,k o

La constante c¢,, est non nulle s’il n’y a pas eu de simplification entre les différents termes sous-
critiques. |

Nous pouvons donc désormais démontrer le Lemme 2.3.12] :
Démonstration du Lemme [2.3.72]: D’aprés le Lemme 2Z.3.13]

LICIYL S0 LICa(0)wp s (O)(k —7)2 2"
Cn,k On,k ’

ou N =k —~+p, car pour £ > N, le facteur (k — 7)ﬂ est nul. Nous avons donc

LICIYL _ S LCLu(Owpn (DK P2 _ S (2R LClu(Owps(0) 1
C’n,k = Cn,k Cn k kpr '

)

Finalement, au vu de la Proposition 2.3.14] nous obtenons

A G R N
n—1>rJIrl'L Cn,k = kP ’
L[C][ZP]

Un raisonnement tres similaire permet 1'étude de limy,—, 1o — ”,;’“ . |
n,

Sous-criticalité

Tout comme dans le cas binaire planaire, nous allons avoir besoin d’utiliser deux langages de
motifs : le langage N = ¢|N v N|N A O et le langage S = ¢|S v S| 0 AO. En préliminaire, montrons
que ces deux langages de motifs vérifient I’hypothese de sous-criticalité du Lemme 2.3.12]
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Lemme 2.3.15
Soit n(x,y) la fonction génératrice du langage de motifs N. Définissons les (A;(y))j=0 comme

suit :

Aj(y) = [27In(2k, ),

alors, les fonctions (A;(y))j=0 sont sous-critiques pour la famille C.

Démonstration: Par méthode symbolique, nous obtenons

n(z,y) =z +n(z,y)* + yn(z,y),

d’ou nous déduisons

n(z,y) = (1—y— (y—1)2—4x).

Calculons les (A4;(y));=0 : comme n(0,0) =0,

n(2kx,y)=———«/y— 241 _1

=1%y—5<1—y>2(3)(— 1),

j=0

N~

(/2) Y2(Y2—1)...(Y2—(j—1))Y;. Deslors, pour tout j > 1, A;(y) = %(1—y) <1§2> (—8k)7 (y—

1)~27 est une fonction rationnelle de y et son rayon de convergence est 1, et Ag(y) est une fonction
entiere de y. Les (4,(y));=0 sont donc sous-critiques pour la famille C.

Lemme 2.3.16
Soit s(x,y) la fonction génératrice du langage de motifs S. Définissons les (A;(y))j=0 comme

suit :
Aj(y) = [27]s(2kz, y),

alors, les fonctions (A;(y));j=o0 sont sous-critiques pour la famille C.

Démonstration: La fonction génératrice du langage de motifs S vérifie s(x,y) = = + s(z,y)? + y? ce
qui implique, comme s(0,0) = 0,

1=/l —2—y?

(z,y) 5
Des lors,
1 1—y92 2kx
U, y) = ~ — 1
s(2ka,y) = 5 5 7
_ 1 V1-y? Z 1/2> (2k)’ 27
= _ —
) 2 4\j) -
Dés lors, A;(y) = —4 ( — y?)>=7 est une fonction rationnelle de y et son rayon de
|

convergence est 1. Les (A4,(y)) =0 sont donc sous-critiques pour la famille C.

Enfin, le lemme suivant nous assure que, si un langage de motifs L vérifie I’hypothese de sous-
criticalité du Lemme 2312 alors L[L] aussi, ainsi que toute puissance de L au sens suivant :
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Définition 2.3.17

Etant donné un langage de motifs L, pour tout entier r > 1, on définit L" comme suit :

L'=L et L' = L"[L].
Sa série génératrice est donnée par

(2, y) = L, Uz, Lz, y) ),
—_—

r fois

et, pour tout j > 0, on définit ‘
A" (y) = [¢/]07 2k, y).

Lemme 2.3.18

Soit L un langage de motifs de fonction génératrice {(x,y). On définit les (A;(y))j=0 comme
suit :

A](y) = [l‘]]f(Zk‘:E,y),V] =0

Supposons Ay(y) = 0. Si, pour tout j > 1, A;(y) est sous-critique pour la famille des arbres
commutatifs C, alors, pour tout r > 1, pour tout j > 1, A;-”’(y) est sous-critique pour la famille

C.

Démonstration: Il est important de noter que ’hypothése Ag(y) = 0 nous assure que tout motif de L
a au moins une feuille de motif. Il est facile de voir que cette propriété est aussi vérifiée par AJ"(y),
pour tout r > 1.

Nous allons raisonner par récurrence sur r. Le cas 7 = 1 correspond a A*'(y) = Aj(y) =
D=0 O Jx y? qui est sous-critique pour C par hypothese. Soit r > 1, supposons que pour tout j > 1,
A3"(y) est sous-critique pour C. Nous voulons montrer que [27]€* T+1)(2/€JJ, y) est sous-critique pour

0D 2k, y) = €2k, 0 (2,y)) = ) A (07 (2ka, y))a?

j=0

Des lors, pour tout A > 0

[0 (2, y) = [22] D] A; (0% (2kz, y))a!
7=0

Z Z 5 (07 (2ka y)) bl
J4
1Y Y (mezr(y)) v

1=0

<
WV
o
~
WV
o

_ A . S pi+j A% ®T
= [z7] ag 2 eI AT AT
j=0220 1 yeees bt

= . w7 ART
=u 0 X AT AL

j=0£20 p1tepe=A—j

Comme Aj"(y) = 0, pour tout ¢ € {1,...,4}, u; > 0. Dés lors, dans chaque terme de la somme
ci-dessus, nous avons A facteurs, et,

A
[0+ (2, y) = Z 2 ap; 2 AR (y) - - A% (1)

j=0¢=0 HLseeesfbes
p1F. At pe=x—j
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est une somme finie de produits de termes sous-critiques pour C, ce qui conclut la preuve. |

Tautologies commutatives

Proposition 2.3.19

Dans le modéle commutatif, asymptotiquement quand k tend vers +00, presque toute tautologie
est simple (cf. Définition [[.3.0).

Tout comme dans le modeéle associatif, nous allons utiliser le langage de motifs N = ¢|N v N|N A
0, et a tout arbre de C, nous allons associer un arbre de N[C] de la fagon suivante : partons de la
racine, et choisissons un ordre de gauche a droite pour ses descendants ; si la racine est étiquetée par
un A, procédons récursivement pour la racine du sous-arbre gauche, le sous-arbre droit reste non-
plan, il est greffé dans un emplacement ; si la racine est étiquetée par un v, procédons récursivement
pour tous ses sous-arbres : si la racine est en fait une feuille, alors, c’est une N-feuille de motif.
Nous obtenons bien un élément de N[C], que nous appellerons un semi-plongement de I’arbre
de départ. Bien entendu, un méme arbre de C admet plusieurs semi-plongements. Par contre, un
mobile de N[C] est le semi-plongement d’un unique arbre de C.

Le procédé de semi-plongement peut-étre appliqué pour n’importe quel langage de motifs L
non ambigu. Soit I' € {z1,...,z;} un ensemble de variables dont le cardinal ne dépend pas de k.
Pour chaque arbre ¢ de C, on appellera semi-plongement minimal de ¢ un semi-plongement qui
minimise le nombre de (L, I")-restrictions.

Lemme 2.3.20

Soit t un arbre commutatif calculant Vrai. Tout semi-plongement de t a au moins une N[N |-
répétition.

Démonstration: Soit ¢ un semi-plongement de t. Raisonnons par I’absurde et supposons que f n’ait
pas de N[N]-répétition. Alors, nous pouvons affecter simultanément toutes ses N-feuilles de motif &
Faux, et ¢ calcule Faux (cette propriété est due & la définition du langage de motifs N). Seulement,
le semi-plongement d’un arbre ne change pas la fonction qu’il calcule : la fonction calculée par £ est
la méme que celle calculée par t, a savoir Vrai. C’est donc impossible. |

Lemme 2.3.21

Soit t un arbre commutatif dont les semi-plongements minimaux ont exactement une N|[N]-
répétition. Alors, t est une tautologie simple.

Démonstration: Soit f un semi-plongement minimal de ¢. Il existe une variable = qui apparait comme
étiquette de deux N[N]-feuilles de motifs de #. Si les deux occurrences de cette variable sont deux
occurrences du méme littéral, alors, nous pouvons affecter les N-feuilles de motifs de £ & Faux, et, pour
cette affectation, ¢, et donc ¢, calculent Faux, ce qui est impossible. Avec un raisonnement similaire,
nous pouvons affirmer que ¢ a exactement une N-répétition.

Supposons qu’il y ait un nceud v étiqueté par A entre la N-feuille de motif étiquetée par x et la
racine de . Dés lors, On notera t; le sous-arbre gauche de v et t, son sous-arbre droit. Supposons
par exemple que la N-feuille de motif étiquetée par x soit dans ty,. Alors, il n’y a pas de répétition
parmi les N[N]-feuilles de motif de ¢,, et on peut donc toutes les affecter a Faux, et ce sans fixer la
valeur de z. Ainsi, le sous-arbre enraciné en v calcule Faux, et ce sans avoir fixé aucune des variables
étiquetant les N[N]-feuilles de motifs de t\¢, : nous pouvons donc affecter toutes ces feuilles a Faux,
et il est facile de voir que £, et donc ¢, calcule Faux pour cette affectation, ce qui est absurde.

Le méme raisonnement nous assure que la N-feuille de motif de £ étiquetée par Z est reliée a la
racine par un chemin de connecteurs v : ¢t est donc bien une tautologie simple.
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FIGURE 2.5 — Les deux arbres ci-dessous sont deuz semi-plongements selon le
langage de motifs N d’un méme arbre commutatifs. Les arétes dessinées en trait
plein sont plongées dans le plan, celles en pointillés ne le sont pas. Le premier
semi-plongement admet 5 (N, {x1,x2})-restrictions alors que le second en admet 6.
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Démonstration de la Proposition [2.3.19]: Soit ¢ un arbre commutatif calculant Vrai. Alors, il existe
au moins une variable z qui apparait au moins deux fois comme étiquette d’une feuille de ¢ (car sinon,

t ne peut étre une tautologie). Notons C’}lp L le nombre d’arbres de C de taille n ayant p N-restrictions.
Comme un mobile de N[C] est le semi-plongement d’un unique arbre de C, nous savons que

/L < N[CIZ)
Les Lemmes 22318 et nous autorisent & appliquer le Lemme 2:33.26] ce qui implique,

lim - < lim M:OC).

no+w Cpp  no+txe Cpy kpr

Dés lors, asymptotiquement quand & tend vers 400, presque toute tautologie a exactement une N[N]-
répétition et est donc une tautologie simple. |
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Il nous reste donc & énumérer les tautologies simples. Tout comme dans le cas associatif, nous
procederons par étapes : comptons d’abord les tautologies réalisées par une variable booléenne
fixée x, puis déduisons-en la fraction limite des tautologies simples en étant attentifs aux double-
comptages que nous pourrions faire.

Fixons z € {z1,...,zr}. On notera STﬂf’k le nombre de tautologies simples de taille n réalisées
par x.

Lemme 2.3.22
Asymptotiquement quand k tend vers +o0,

ST?, 384 1
lim 2k o(=).
n¥o Cry  BI2RE T <k3)

Démonstration: Soit g,(z) la fonction génératrice des arbres commutatifs qui ont une feuille étiquetée
par z et reliée a la racine par un chemin de v. Dés lors, ¢,(z) = C(2) — g.(2) ou

Gelz) = 2k =)z + 1 (C2() + OG7) + 3 (@2() +8:(2) (27)

car un arbre compté par g, (z) doit étre enraciné par un v, et un de ses deux sous-arbres doit avoir une
feuille étiquetée par z et reliée a la racine du sous-arbre par un chemin de v. La fonction génératrice
ST*(z) qui compte les tautologies simples réalisés par la variable = est donnée par ST*(z) = C(z) —
Wx(z), o ST (z) compte les arbres qui ne sont pas des tautologies simples réalisées par . Un tel
arbre est soit enraciné par un A, soit enraciné par un v. S’il est enraciné par un v, alors aucun de
ses deux sous-arbres n’est une tautologie simple réalisée par x, et si 'un a une feuille étiquetée par x
reliée & la racine par un chemin de v, alors, le second ne contient pas de feuille z reliée a la racine
par un chemin de v. Dés lors, la fonction génératrice ST (z) vérifie I’équation implicite suivante.

ST (z) = 2kz + 3 (02(z) + 0(22)) + 3 ((ST )2(2) + ST (22)) — (92(2) — ST"(2))(gz(2) — ST*(z)).
(2.8)

Dans un premier temps, calculons la fraction limite des tautologies simples réalisées par la variable z :

cette fraction limite est donnée par 1 —lim,_,-, % On notera ug, := o (W), vk := gz (V2), Ug =

ST (k) et Vi := ST (7#), et on calculera le développement asymptotique de Uy, quand k tend vers
+o0 a Pordre 7%. Au vu de (Z7), et du Lemme 22T

ug = (2k — 1)% (1 - 8_1k> + % G + C(7£)> + %(ui +u,) + O (%) (2.9)
2
w= b=z (1-50) +5@0D+ oM+ 56 +ao 0 () @10

Nous savons que C(z) = 2kz + C(2)? + C(2?), donc,
C(2%) = 2kz* + C(2%)* + C(=%).
De plus, pour tout z < v,

C(%) = Z Cn 2™ < 2z 2 Cnr2® 1 < 20(2).

n=0 n=0

Done, C(v?) < 1&, et, asymptotiquement quand k tend vers +00,

= 16k
11 1
4
<——=0(=).
COn) < G Ter = ¢ <k3>
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Donc,

CR - 06 = 21 +0 ()40 ().

1 1
CoR)=5=+0(=).
o8 = 337+ ()
Si on utilise ces développements dans I’équation (Z10), on obtient v, = ﬁ +0 (k—lz) De méme,

I'Equation ([23) permet d’obtenir uj = 3 — 4t + O(4%). Finalement, les équations (2.7) et (Z3)
permettent d’obtenir

1 7 1 1129 1
Vi =558 ~ Toeawe T © (ﬁ) et Uk=3~ Tooae 79 (E) '
Dérivons ST () et gu(z) :
Jp(2) = 2k =1+ C(2)C'(2) + 20" (2%) + §u(2) 75, (2) + 275,(2%),

(ST")'(2) = 2k + C(2)C"(2) + 2C"(2%) + ST (2)3,(2) + 2(5T")'(2*) = 2(a(2) = ST (2))(95,(2) — (ST")'(2)).

x

ce qui implique

Cela implique, asymptotiquement quand k tend vers +o0,

9.(2) _ o, 1 <2k—1 2C'(2*) +zg;(z2))

B e Rl ez P A e TP e e T

Lo oo,
2(1 —uy) 2k 4k? k3 )’

o BTV
X 1= Zl_"Yk C'(z)
L (2,206 BTV 206 ST @) - BTV )
= 1= ST (2) \ C'(2) C'(z) C'(z) C'(z)
I (1 (ST (2) = 34 (2)
0, <§ —2(Uk — ug) Zliglk 'z )

o _ 129 1 1-X,
512k2 2 2k ’
ce qui implique
385 1
Xp=1—-—+ — .
5122 T O <n3> u
Lemme 2.3.23

Soit G(z) = kST"(z) ot ST"(z) est la fonction génératrice des STy .. Alors, asymptotiquement
quand k tend vers 40,

. [2"]G(2)
ST

= up(ST)+ 0O (%)

Démonstration: Posons G(z) = Zle ST*(z) = kST*(z) : cette fonction génératrice compte les tauto-
logies simples mais compte plusieurs fois certaines d’entre elles. Une tautologie réalisée simultanément
par i variables booléennes distinctes est comptée i fois dans G(z). Autrement dit, si 'on note K!
I’ensemble des tautologies simples réalisées par exactement ¢ variables simultanément :

k k
[2"]G(z) = 2 i|K) = STk + (6 — DK

1=2
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Le langage de motifs S = |S v S| O A0 permet de sélectionner les feuilles d’un arbre qui sont
en position de réaliser des tautologies simples. En effet, un arbre de K}, admet au moins i (S, &)-
restrictions. Donc, d’apres le Lemme 2.3.T2] appliqué au langage de motifs .S,

. . [i]
LK &, SCl
=L 20 /0 Rl < 7 —1)—=

Cn)k 1:22( ) Cn,k

_ skel |, skl
h On,k Cn,k

1
=0(-—].
(i) .
Démonstration du Théoréme 2.3.11]: Les Lemmes [2.3.22] et [2.3.23] nous indiquent que

Py(Vrai) = lim %= lim M—l—(’)(l),

n—+ow n,k n—+90 Cn,k ﬁ
: ["]¢() ST,
. 2"]G(z . ok 129
1 — =k 1 =~ —
w5 s Con notr Cpp | 1024k
ce qui conclut la preuve. |

2.3.3 Arbres commutatifs et associatifs
Théoréme 2.3.24

Asymptotiquement quand k tend vers +o0,

. (2ln2-1)2 1
,ui(Vral) = T + O ﬁ .

Tout comme dans les parties précédentes, nous allons montrer que, asymptotiquement quand k
tend vers +00, presque toute tautologie est simple. Nous allons de nouveau utiliser des mobiles, ainsi
que les langages de motifs M et R (cf. Equations (Z3) et (2.86)), utilisés pour les arbres associatifs
plans. En préliminaire, nous allons montrer que ces deux langages de motifs sont sous-critiques pour
la famille des arbres associatifs et commutatifs, au sens suivant :

Lemme 2.3.25
Pour tout j > 0, on définit

Aj(y) = [27]p(2kz, y), V] > 0,

oit p(z,y) est la fonction génératrice du langage de motifs N. Alors, les fonctions (A;(y));=0
sont sous-critiques pour la famille d’arbres booléens généraux P. De plus, pour tout j = 0, on
définit

Bj(y) = [+’ ]p(2kz, y),Vj = 0,
oit p(z,y) est la fonction génératrice du langage de motifs N. Alors, les fonctions (B;(y));=0
sont sous-critiques pour la famille d’arbres booléens généraux P.

Démonstration: Rappelons (cf. preuve du Lemme 2310 que la fonction génératrice du langage de
motifs R est donnée par p(z,y) = p(z,y) + p(z,y) —x ou

ﬁ(xvy)Z%(1—y+x—\/(y—:1:—1)2—4x).
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Deés lors,

R _l-y 2kx 1-y 2kx(2kx —2(1 —y) — 2)
p(2kz,y) = 5 T 5 T \/1 e
_ _ 1 J _ _ —_9V\J
_ 1 y+kx—1 y2</2) (2kz)? (2kx 2(12 y) —2) .
2 2 2\J 1—y)%

Nous pouvons en déduire que les (A4;(y));=0 sont des fonctions rationnelles de rayon de convergence 1.
Comme 1 > 6, les (A4;(y))j=0 sont sous-critiques pour P.

A partir de I'identité
P (2nz, y)

p(2 =2
P(onay) = 2na + 7S,

en remarquant que p(0,y) = 0 car aucun motif de N n’a aucune feuille de motif, nous en déduisons que
les (Bj(y));j=0 s’écrivent comme sommes finies d’éléments de (A;(y));=0 et sont donc sous-critiques
pour P. |

Généralisation du lemme de Kozik
Lemme 2.3.26

Soit L un langage de motifs de fonction génératrice {(x,y). On définit

Aj(y) = [27]0(2k, y),

et on suppose que ces fonctions sont sous-critiques pour P.

Soit T" < {x1,..., 2} un ensemble dont le cardinal ne dépend pas de k. On note L[P]E]k
(resp. by L[P]?,f]) le nombre d’arbres de L|P]| de taille n, dont on a étiqueté les feuilles de
motifs, et qui ont exactement (resp. au moins) p (L,T')-restrictions. De plus, on note L[P],, le
nombre d’arbres de L|P] de taille n.

Alors, asymptotiquement quand k tend vers +00,

[>p] ]
LP I[P
lim M:O(i) et lim M:(o(i).

n—-+00 P’fl,k

La preuve de ce lemme est inspirée de celles des Lemmes 2.3.2] et 23,121 11 est facile de voir que
le Lemme 2.3.13] reste vrai si ’on remplace toute occurrence de C par P.

Démonstration du Lemme 2.3.26]: Le Lemme [2.3.13] nous donne

LIPIYL  Sen LIPL(Owp (O(k — ) =22"
Pn,k Pn,k 7

ce qui implique

LIPS P (Owp (DR 72 3y (20) LPLn(0)wp (€) 1
Pn,]i} = Pn,k; Pn k kp '

)

La Proposition 2Z.3.T4] permet donc de conclure la preuve. |
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Tautologies associatives et commutatives

Dans ce modele, les tautologies simples sont des arbres enracinés par un v et tels que deux
feuilles de la premiere génération sont étiquetées par une variable et sa négation.
Proposition 2.3.27

Dans le modéle associatif et commutatif, asymptotiquement quand k tend vers +00, presque
toute tautologie est simple.

De méme que dans le modéle commutatif, les motifs d’un langage de motifs seront toujours planaires,
ce qui leur permet de rester non ambigus, et nous devrons donc considérer des mobiles. Ainsi, si ’on
considere le langage de motifs R, nous pourrons associer a tout arbre de P des semi-plongements
de R[P]. Bien entendu, il existe plusieurs semi-plongements d’un méme arbre de P, mais un mobile
est le semi-plongement d’un unique arbre de P.

Etant donné un ensemble I' de variables, nous appellerons semi-plongement minimal d’un arbre
de P, un semi-plongement qui minimise le nombre de ses (R, I')-restrictions. Tout comme dans le
cas binaire, nous pouvons montrer que toute tautologie ayant exactement une (R[R], &)-restriction
est une tautologie simple : nous ne détaillons pas cet argument. La preuve de la Proposition
est trés similaire & celle de la Proposition : elle est donc omise.

Démonstration du Théoréme [2.3.24]: On note ST*(z) la fonction génératrice des tautologies simples

réalisées par x et telles que x et T apparaissent chacun exactement une fois parmi les feuilles de la
premiere génération.

ST*(z —Z2ZZg z) =2z, P(2%) —222,.. )
£20
DAY _ 9,0
= 22exp <Z PQ)%) , (2.11)
€21

ou Zy(s1, S2,...) représente 'indice de cycle du groupe symétrique sur ¢ éléments (une introduction
au comptage de Pdlya, et aux indices de cycles peut étre lue dans larticle [PR87] ou dans la these
de V. Kraus [Krall]). Dés lors,

P 26 — 220 p — 2z
(ST*Y(2)  2zexp (Z ¥> 4 2 exp (Z u) (Z B )>

£=1 £=1 (=1

= %sw(z) + ST (2) (P'(z) —2+ Y NP2 - 2))

£=2

En z = §j, ~ 2122=1 (la singularité de P(2)), ST®(z) est égal &

ST*(6)) = 0% exp (Z P (fsk)> exp (Z _2_5k> ~ 202,
: (3 (3

Comme P(z) = 2P(z) — 2kz,

(ST*)'(2) _ 1 ST*(2)P'(2)

z—0p P,(Z) z—0p, PI(Z)

B ST*(z)P'(z)  (2In2—1)>
S0 oPi(z) —2k 4k
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et
. (ST (2) . (ST®)(2)  (2In2—1)?
lim ——~ =k 1 ~ .
o Pi(2) Do P'(z2) 4%
La Proposition 2327 permet de conclure la preuve. |

2.4 Littéraux

L’objet de cette section est le calcul de la probabilité des fonctions littéral, c’est a dire des
fonctions de complexité 1. Tout comme nous ’avons fait pour les tautologies, nous allons définir une
sous-famille des arbres qui calculent une fonction littéral ((z1,...,x) — x¢) ou ((x1,...,Tk) — Z¢)
(¢e{1,...,k}) : les simple-z.

La définition suivante est le dual des tautologies et tautologies simples.

Définition 2.4.1

Une contradiction est un arbre booléen qui calcule la fonction constante Faux. Une contra-
diction simple est un arbre et/ou dont deux feuilles reliées a la racines par un chemin de A
sont étiquetées respectivement par un littéral o et sa négation.

Définition 2.4.2 (cf. Figure [2.6])

Un simple-z de type T est un arbre dont la racine a deux descendants, dont I'un des deux
sous-arbres est réduit a une feuille étiquetée par un littéral x, dont la racine est étiquetée par A
(resp. v ), et dont l'autre sous-arbre est une tautologie simple (resp. une contradiction simple).

Un simple-z de type X est un arbre dont la racine a deux descendants, dont I'un des deux
sous-arbres est réduit a une feuille étiquetée par un littéral x, dont la racine est étiquetée par
A (resp. v ), et dont l'autre sous-arbre a une feuille étiquetée par z reliée a sa racine par un
chemin de v.

Un simple-x est soit un simple-x de type T, soit un simple-x de type X.

Remarque : Remarquons qu’un simple-z de type X dans le cas associatif est un arbre dont la
racine a deux descendants, dont I'un des deux sous-arbres est réduit a une feuille étiquetée par un
littéral z, dont la racine est étiquetée par A (resp. v), et dont I'autre sous-arbre, enraciné par v
(car I'arbre est stratifié) a une feuille de premieére génération étiquetée par x.

Dans les différents modeles, nous montrerons que

Proposition 2.4.3

Asymptotiquement quand k tend vers +00, presque tout arbre calculant x est un simple-x.

Nous ne détaillerons pas la preuve de cette proposition dans les différents modeles car elle se
fait par des arguments similaires & ceux utilisés pour montrer qu’asymptotiquement quand k tend
vers +00, presque toute tautologie est simple. Nous nous contenterons donc de calculer dans chaque
modele la fraction limite des simple-x. Nous verrons en fin de chapitre comment le cas des fonctions
littéral peut étre vu comme un cas particulier du cas d’une fonction générale (cf. Section 2.6]).

Dans le cas binaire plan, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.4.4 ([GGKM13])

Dans le modéle binaire plan, la probabilité de la fonction littéral ((z1,...,x ) — x¢) (ou celle
de la fonction littéral ((x1,...,xr) — X)), pour tout £ € {1,...,k} vérifie, asymptotiquement
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o1

Simple-z de type T.
V A
) / \ y ) / \ .
Simple-z de type X.
V A
) / \ ) ) / \ )
RN N
A A A v
/N / \

FIGURE 2.6 — Les simple-z dans le cas binaire. La notation ST représente une
tautologie simple et la notation SC' représente une contradiction simple.

quand k tend vers 40 :
1

5)
pi(ze) = T2 T o (g) :

2.4.1 Arbres associatifs
Théoréme 2.4.5

tout x € {x1,%1,...,Tk, T}, vérifie, asymptotiquement quand k tend vers +0,

u 546 — 386+/2 1
pie(@) = ——5—— +0 (@) :

Démonstration: Calculons tout d’abord la fraction limite des simple-z de type T. Les tautologies
simples, tout comme les contradictions simples, sont énumérées par la série génératrice ST(z). Dés
lors, la série génératrice des simple-z de type T est donnée par SXrp(z) = 425T(z) ou le terme 4z
compte les différents étiquetages de la racine et le choix du sous-arbre réduit & une feuille = (notons
qu’un simple-z a par définition une racine binaire). Dés lors, au vu de ’'Equation 22,

o ["SXr(z) _ ST'(2) W 594—420:/2 1
w7t e fim e = dag(Vral) = ——5——+ 0 (55 )

La contribution des simple-z de type X est donnée par la série génératrice SXx(z) = 4zg(z),
ol g(z) compte les arbres enracinés par v et dont exactement une feuille de premieére génération est
étiquetée par z, et tels qu’aucune autre feuille de premiere génération est étiquetée par Z (sinon, nous
compterions de nouveau les simple-z de type T'). La fonction g(z) est donc donnée par

1

=2z A(2) — 22)71 = .
o(2) = = P UAE) = 22) 7 = s

£=2

Dans le modéle associatif plan, la probabilité de la fonction littéral ((z1,...,x) — x), pour
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Apres calcul, asymptotiquement quand k tend vers +00,

_["1SXx(2) g2 2B3-2v2)3v2 -2 1 34/2 — 48 1
1 — = =4y 1 = Ol = )=———+0(=).
T W A () k T O\m 2o Y\ w
Le Théoreme est donc prouvé par addition des deux fractions limites. |

2.4.2 Arbres commutatifs

Théoréme 2.4.6

La probabilité d’une fonction littéral ((z1,...,x) +— x), pour tout x € {x1,Z1,...,Tk, T}
vérifie, asymptotiquement quand k tend vers +o0,

. 1153 1
H(@) = Togerz T <E> '

Démonstration: La fonction génératrice qui compte les simple-z de type T' est donnée par SXr(z) =
228T(z) ou le facteur 2z compte les deux choix pour l'étiquetage de la racine (il n’y a plus de
différence entre sous-arbre gauche et sous-arbre droit). Deés lors,

[2"]S X x(2) ST'(z2) 641 0 ( 1 )

I = lim 20222 = 9y (Vrai) = ———— —
notw G Jim 2275y = 2w (Vral) = oers =

La fonction génératrice qui compte les simple-z de type X est donnée par SX x () = 2zg(z) ot g(z) est
la fonction génératrice des arbres dont une feuille étiquetée par x est relié a la racine par un chemin de
v. Cette fonction génératrice, ou plut6t son complément g(z) a déja été calculée (cf. Equation (Z)).
Le calcul de lim_,, % est détaillé dans la preuve du Théoréeme[2.3.11] En réutilisant ces résultats,

nous obtenons que

. [2"]S X x(2) . [2"]g92(2) 1 1\ 1 1 1 1
1 " =2y 1 ———=—|(1+—=|=4+0|=)==—+0(—=).
nte G A e S w\U T O\ E) T O\ e
En sommant les contributions des simple-x de type T et de type X, nous concluons la preuve du
Théoreme ]

2.4.3 Arbres associatifs et commutatifs
Théoréme 2.4.7

La probabilité de la fonction littéral ((x1,...,xy) — x), pour tout x € {x1,Z1,...,Tk, Tt} vérifie,
asymptotiquement quand k tend vers o0,

(2In2 —1)?(2In2 + 1) 1

Démonstration: Les simple-z de type T sont comptés par la fonction génératrice SXr(z) = 2257 (2).

Des lors,
[2"]SX7(2) .. ST'(z) g ., (2lm2-1)? 1
Por i iy~ 2owm(Vral) = g+ 055 )

De plus, la série génératrice des simple-z de type X est donnée par SXx(z) = 2z¢,(z) ou g,(z) est
la série génératrice des arbres enracinés par v, dont une feuille de premiere génération est étiquetée
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par x et tels qu'aucune autre feuille de premiére génération n’est étiquetée par z ou par z. Par la
méthode symbolique, nous avons

B(L) — 9t
9u(2) =242 (exp (2 #) — 1) ,
21

62 = 14~ (0(2) = 2) + 04 (2) (Z SR GOE 2)) .

£=1

et

Comme ¢,(d) ~ 20k, nous obtenons :

gh(2) . g.(2)P'(2) 20,  2(In2-1) 1
I pe - Tphn 2 - w9 ’

ce qui implique

[2"15Xx(2) :
LEDAXE) L ag, 1 -
P ks Pr(2) n?

¢.(2)  (2In2—1)2 +<9< 1 ) |

2.5 Probabilité d’une fonction quelconque

Dans les parties précédentes, nous avons étudié les fonctions de complexité 0 et 1. Dans cette
partie, nous nous intéressons a une fonction de complexité arbitraire. Dans sa preuve du Théo-
reme [[31] Kozik a montré que, asymptotiquement quand k tend vers +o0, presque tout arbre
calculant une fonction booléenne fixée f a une forme simple. Plus précisément, c’est un arbre mi-
nimal de f dans lequel a été greffée une unique expansion. Dans cette partie, nous généraliserons
cette approche aux modeles associatifs et commutatifs.

2.5.1 Arbres associatifs

Nous montrons le théoréme suivant :
Théoréme 2.5.1

Dans le modeéle associatif plan, fixons f une fonction de complexité L(f) = 2. Alors, asympto-
tiquement quand k tend vers +0o0,
)\CL
a f
Nk(f) ~ LL(H+1°

ol X} > 0 est une constante. De plus,

(122

k
- ) [(145 —102v2)L(f) + 153 — 108\/5] mp < Ay

k
Ar < (@) [(9[2 —12)L(f)? + (247 — 174V2) L(f) + (3672 — 51)] my,

ott my est le nombre d’arbres minimaux de f.

Pour montrer le théoréme 251 nous procédons comme dans le papier de Kozik [Koz08§].
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Expansions en un nceud interne.
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Expansions a la racine.
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Expansions en une feuille.
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FIGURE 2.7 — Les différentes expansions valides dans le modéle associatif. Ici, tY
(resp. t2) est un arbre associatif enraciné par v (resp. A). L’arbre représenté dans
les dessins est uniquement l’arbre enraciné en v avant et aprés expansion.
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Expansions associatives

Au vu de la structure stratifiée des arbres associatifs, la définition des expansions est différente
de celle utilisée par Kozik : 'arbre greffé doit respecter la stratification.

Définition 2.5.2 (cf. Figure [2.7))

Soit t un arbre et/ou associatif calculant f. On définit deux types d’expansions de t :

— Soit v un nceud interne de t (éventuellement sa racine). On note ti,...,t; (j = 2) les
sous-arbres de v. Une expansion de premier type det en v est un arbre obtenu en ajoutant
un sous-arbre t, a v.

— Soit v la racine de t. L’arbre obtenu en remplacant le sous-arbre t par t. ¢ t, ol ¢ est
un connecteur choisi entre A et v de telle sorte que ’arbre obtenu soit stratifié, est une
expansion de second type de t.

On dira qu’une telle expansion est valide quand I’arbre expansion calcule toujours f.

Remarque : A la racine, les deux types d’expansions sont possibles, et les expansions de second
type ne sont possibles qu’en la racine.

Proposition 2.5.3

Asymptotiquement quand k tend vers +00, presque tout arbre calculant f est une expansion
valide d’un arbre minimal de f de I'un des deux types suivants :

— les T-expansions : une expansion valide est une T-expansion si I'arbre greffé t. est une
tautologie simple (resp. une contradiction simple), et si la nouvelle étiquette de v est A
(resp. v);

— les X-expansions : une expansion valide est une X-expansion s’il existe une variable essen-
tielle z de f telle que ’arbre greffé t. a une feuille étiquetée par x ou Z reliée a la racine
par un chemin de A (resp. v ), et si la nouvelle étiquette de v est v (resp. A ).

Avant de développer la preuve de ce résultat, nous devons introduire les langages de motifs
nécessaires :

(( P=e|PAP|PAPADP
P=ePvOPvOovO.
Q:{pvp};
) (2.12)
N =eNAO|N A0 ADO.
N=eNvNINvNvVN|
\ RZ{A?N}7

Remarque :
— Le langage de motifs () vérifie la propriété suivante : si toutes les Q-feuilles de motif d’un
arbre t sont affectées a Vrai, alors ¢ calcule Vrai pour cette affectation partielle des variables.
— Le langage de motifs R vérifie la propriété suivante : si toutes les R-feuilles de motif d'un
arbre t sont affectées a Faux, alors ¢ calcule Faux pour cette affectation partielle des variables.

Définition 2.5.4 (cf. Figure [2.8))

Soit L un langage de motif. Rappelons que I'on note L" la composée r fois du langage de motifs
L (cf. Définition [Z.317). Si une feuille d’'un arbre t est une L"-feuille de motif mais non une
L™ feuille de motif, on dira que cette feuille est une feuille de motif de niveau r.
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FIGURE 2.8 — Dans l’arbre ci-dessous, nous avons colorié en noir les R-feuilles de
motif de premier niveau et en gris les R-feuilles de motif de niveau 2. Cet arbre n’a
pas de R-feuilles de motif de niveau trois. La Figure[Z.3 peut aider da comprendre cet

exemple.

A
//\\ /\
.,/ \

Démonstration de la Proposition [2.5.3]: Cette preuve est inspirée de celle développée par Kozik
pour les arbres binaire plans [Koz08| Théoréme 6.1]. Soit f une fonction booléenne fixée de complexité
L(f), nous noterons I'y 'ensemble de ses variables essentielles. Nous allons devoir utiliser les langages
de motifs L = RED+D[R@®Q] et L = REDFV[(R®Q)?], ott la somme de deux langages de motifs
R @ Q est définie comme suit : les (R @ @)-feuilles de motif d’un arbre ¢ sont ses Q-feuilles de motif
et ses R-feuilles de motif. On peut démontrer que si R et @) sont sous-critiques pour la famille A,
alors R@® @ l'est aussi. Le langage de motifs L et toutes ses puissances sont donc sous-critiques pour
la famille A.

Montrons tout d’abord qu’un arbre typique calculant f a exactement L(f)+1 (L,T'f)-restrictions.
Soit ¢ un arbre minimal de f. Considérons la famille des arbres dont la racine est étiquetée par A
(resp. v), ayant deux sous-arbres, I'un d’entre eux étant ¢ et le second étant une tautologie simple
(resp. une contradiction simple). La série génératrice de cette famille est donnée par 4z 2%/ ST (z)
et tous les arbres de cette famille calculent f. Des lors, asymptotiquement quand k tend vers +o0,

pi(f) = 4a£(j)+luk(Vrai) ~ cst - ﬁ

Cette borne inférieure nous indique que la famille des arbres calculant f et ayant au moins L(f) + 2
L-restrictions est négligeable. Il nous suffit donc de considérer les arbres calculant f et ayant au plus
L(f) + 1 L-restrictions.

La seconde étape consiste & montrer qu’un arbre calculant f ne peut avoir moins de L(f) + 1
L-restrictions. Cette preuve est identique a celle développée dans [Koz08|, nous ne la développons pas
ici.

Enfin, considérons un arbre calculant f ayant exactement L(f) + 1 L-restrictions, et montrons
que cet arbre est une T-expansion ou une X-expansion d’un arbre minimal de f. Nous savons que les
variables qui apparaissent comme étiquettes des feuilles de motif du niveau L(f) + 3 ne sont pas des
variables essenticlles de f, et ne sont pas répétées dans les L-feuilles de motif. Dés lors, chaque sous-
arbre de t enraciné au niveau L(f) +3 et dont le parent est au niveau L(f) +2 peut étre remplacé par
une «, signifiant ainsi qu’il peut étre affecté & Vrai ou Faux indépendamment des autres L-feuilles de
motif. En effet, il suffit d’affecter soit toutes les R-feuilles de motifs de ces arbres & Faux, soit toutes
leurs Q-feuilles de motif a Vrai. Apres cette opération, toutes les feuilles de ’arbre, qui ne sont pas
étiquetées par x, sont des L-feuilles de motif.

Remplacons enfin par une * toute L-feuille de motif de ¢ étiquetée par une variable ni essentielle
ni répétée. L’arbre obtenu apres toutes ces opérations sera noté t*. Cet arbre n’est bien slir pas un
arbre et/ou puisque certaines de ses feuilles sont étiquetées par x. Remarquons que cet arbre calcule
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toujours f, quelles que soient les valeurs des différentes .
Simplifions 'arbre de fagon a éliminer les x, sans toutefois changer la fonction calculée par 'arbre :
pour cela, nous suivons les regles suivantes :

AV .. VK= KA AR =K (2.13)
*V...xviiv... vt =Vrai * A...% Al1 A ... Alj =Faux (2.14)
Vrai vit; v...vt; =Vrai Faux At; A ... At; = Faux (2.15)
Faux vt v...vt=ti v...vt; Vrai Ati A AL =t AL AL (2.16)
ol t1,...,t; sont des sous-arbres ne contenant pas de *.

L’arbre noté ¢ que nous obtenons apres ces simplifications calcule toujours f : montrons que c’est
un arbre minimal de f et que le dernier ancétre communlq des » dans t* a été simplifié (cf. Figure 2.9).

FIGURE 2.9 — Le neeud v est le dernier ancétre commun des *.

L’arbre t* contient au moins une * car t est suffisamment grand pour avoir au moins une feuille
de motif au niveau L(f) + 3. Remarquons de plus que I’arbre t* a exactement L(f)+1 L-restrictions.
Notons qu’une régle de type (2I4) a dii étre appliquée au moins une fois car seules ces régles per-
mettent de supprimer une . Mais appliquer une de ces régles simplifie de surcroit au moins une
autre feuille de motif, non étiquetée par une *, i.e. une feuille de motif étiquetée par une variable soit
essentielle, soit répétée. Des lors, les simplifications ont au moins supprimé une restriction et ’arbre
t a au plus L(f) feuilles : c’est donc un arbre minimal de f.

Soit v le dernier ancétre commun des x dans t*. Supposons que v est toujours dans # : cela implique
qu’au moins deux * ont été simplifiées indépendamment. Autrement dit, au moins deux reégles de
type (ZI4) ont été appliquées, et deux restrictions ont donc été simplifiées durant le processus de
simplification. L’arbre simplifié  calcule f et contient au plus L(f) — 1 restrictions, donc au plus
L(f) — 1 feuilles, ce qui est impossible car la complexité de f est L(f). Nous avons donc montré que
v doit étre simplifié lors de la simplification des x.

Remarquons enfin que la derniere regle que l'on applique lors de la simplification doit étre de
type (ZI4]). Nous avons donc montré qu'un arbre typique calculant f est en effet une expansion d’un
arbre minimal de f. Il nous reste a comprendre quelles sont les expansions typiques valides d’un arbre
minimal de f.

Le lemme de Kozik nous assure que la famille des expansions d’un arbre minimal de f
telles que l'arbre greffé t. a au moins 2 ((R @ Q)?,T')-restrictions est de fraction limite négligeable

2. on dira que le dernier ancétre commun d’un ensemble de nceuds est le nceud v le plus éloigné de la racine tel
que le sous-arbre enraciné en v contient tous les nceuds considérés.
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asymptotiquement quand k tend vers +00. Supposons par ailleurs que t, n’a pas de (R® Q)?,T'f)-
restriction. Alors, t. peut étre affecté a la valeur Vrai ou a la valeur Faux indépendamment du reste
de I'arbre. Nous pouvons donc choisir la valeur de t. de facon a simplifier son ancétre, et donc au
moins une autre feuille de I'arbre. Cette simplification nous donne un arbre de taille strictement
inférieure & L(f), et qui calcule f. C’est impossible. Il nous suffit donc de considérer les expansions
d’arbres minimaux de f telles que arbre greffé ¢, a exactement une ((R@® Q)?,T'¢)-restriction.

Supposons dans un premier temps que ¢, contient une (R@® Q)2-répétition. Alors, t. doit calculer
une fonction constante Vrai ou Faux. En effet, si ’on suppose que cet arbre ne calcule pas une fonction
constante, alors il peut étre affecté a Vrai ou Faux, et ce indépendamment du reste de I'arbre. Nous
pouvons donc effectuer une simplification de ’ancétre de t., et donc d’au moins une feuille extérieure
a t.. L’arbre obtenu apres simplification calcule f et est de taille strictement inférieure & L(f), ce
qui est impossible. Des lors, t. est une tautologie ou une contradiction, typiquement une tautologie
simple ou une contradiction simple, et comme cette expansion doit étre valide, t est une T-expansion
d’un arbre minimal de f.

Supposons par ailleurs que t. ne contienne aucune répétition mais une occurrence d’une variable
essentielle z de f parmi ses (R @ Q)?-feuilles de motifs. Cette variable essentielle doit apparaitre a la
premiére génération de t.. Sinon, t. est de la forme s1 A (s2 v ) ou s1 v (s2 A x) ol 1 et so n'ont
aucune (R@Q, T ¢)-restriction. Nous pouvons donc affecter s; et sp & Vrai ou Faux indépendamment
I'un de l'autre, et indépendamment du reste de ’arbre. Nous pouvons donc affecter t. a Vrai ou
Faux indépendamment du reste de 'arbre et simplifier ainsi son ancétre ainsi qu’une feuille extérieure
a t.. Nous obtenons donc un arbre calculant f et de taille strictement inférieure & L(f), ce qui est
impossible. |

2.5.2 Arbres commutatifs

Théoréme 2.5.5

Dans le modéle commutatif binaire, soit f une fonction booléenne non constante, de complexité
L(f). Alors il existe une constante )\jc > ( telle que, asymptotiquement quand k tend vers +00,

c Ay
H(F) ~ T

La constante A; dépend du nombre d’expansions valides d’arbres minimaux de f, et

2306L(f) — 641
1024 - 8L(f)

(2L(f) — 1)(1024L(f) + 641)
1024 - 8L() s

ot my est le nombre d’arbres minimaux de f.

Remarque : Il est intéressant de voir que lorsque L(f) = 1, les bornes de )\j[ sont égales.

Démonstration: La preuve est trés similaire a celle effectuée dans Kozik [Koz08|, qui est elle-méme
presque identique a celle développée dans le cadre du modele associatif ci-dessus. Les langages de
motifs utilisés sont ici N et P définis comme suit :

N =N Vv NIN AO
P=ePvOlPAP

Lorsque I'on affecte toutes les N-feuilles de motif (resp. P-feuilles de motif) d’un arbre & Faux (resp.
Vrai), cet arbre calcule Faux (resp. Vrai) indépendamment des autres variables non affectées. Les
lemmes 2318 et 22315 montrent que la Proposition 22314 peut étre appliquée au langage de motifs
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N @ P car la fonction génératrice du langage P est la méme que celle du langage N. On notera
L=NIUIN@P]et L=NED[(N@P)?].

Soit f une fonction booléenne fixée. Nous noterons L(f) sa complexité et I'y I’ensemble des ses
variables essentielles. Nous pouvons montrer (les détails sont omis) qu'un arbre typique calculant
f est un arbre qui a exactement L(f) + 1 (E, I'f)-restrictions. De plus, un arbre ayant exactement
L(f) + 1 (L,Tj)-restrictions est une expansion d'un arbre minimal de f. Enfin, on montre qu’un
arbre typique calculant f est une expansion valide de type T ou de type X d’un arbre minimal de f.
Tous ces résultats se montrent comme dans le cas associatif, en travaillant sur un semi-plongement
minimal de ¢ dans L[C] ou L[C], et en utilisant la Proposition Z3.141

On note wf{ la fraction limite des tautologies simples. Fixons un littéral x, w§ sera la fraction limite
de la famille des arbres tels que = apparait comme étiquette d’une feuille de premiere génération. Au
vu de la Partie 3.2 w§ ~ 941 et au vu de la Partie 242 w§ ~ ﬁ Donc, comme un arbre typique

1024k
calculant f est une X-expansion ou une T-expansion d’un arbre minimal calculant f,

1S () ~ 7 rws + Axws),

ot Ay (resp. Ax) est la somme sur tous les arbres minimaux de f du nombre d’emplacements ot
une expansion de type T' peut étre réalisée dans I’arbre minimal considéré (resp. o une expansion
de type X peut étre réalisée pour chaque littéral possible). Il est facile de voir qu'une T-expansion
est possible en chaque noeud d’un arbre minimal (aussi bien en greffant une tautologie simple qu’une
contradiction simple). Comme chaque arbre minimal a 2L(f) — 1 nceuds,

Ar = (2L(f) = L)my.

En chaque feuille d’un arbre minimal, au moins deux X-expansions sont possibles ('arbre greffé peut
étre enraciné par A ou par v), donc
2L(f)my < Ax

On peut au maximum faire 2L(f) expansions en chaque nceud, nous avons
Ax < 2L(f)*my.

Il ne reste plus qu’a rappeler que v ~ ﬁ pour conclure la preuve. |

2.5.3 Arbres associatifs et commutatifs
Théoréme 2.5.6

Dans le modéle associatif et commutatif, pour toute fonction booléenne fixée f de complexité
notée L(f), asymptotiquement quand k tend vers +00,

g
1 (f) ~ A
k kL(H)+17

ou )\fc est une constante. On a

om2—1\"// ,. 1 ) 1
- - — _ - <\
( 5 ) ((ln 2 4) L(f)+1In"2 2ln2+2) my < A}

2In2 —1\* (22— 1)(L(f) + 1 + 4In 2)L(f)
i< (21 bt s mmitn

ot my est le nombre d’arbres minimaux de f.
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Démonstration: Ce résultat se montre en appliquant les arguments des Sections [2.5.2] et 2L5.T] et en
utilisant les langages de motifs L = REUWI[R@ Q] et L = REDI[(R @ Q)?]. Nous obtenons que,
pour toute fonction booléenne f fixée,

ui(f) = D O] + Mus).

— 2 . a— .
Nous savons que w{ ~ % (cf. Section Z3), et wy® ~ 222=L (cf. Section ZZ). De plus,

O ~ % asymptotiquement quand k tend vers 400, et nous pouvons montrer que :

(L(f) +2)my
2L(f)my

ce qui conclut la preuve. |

2.6 Conclusion

Nous avons compris dans ce chapitre I'influence de I'associativité et de la commutativité des
connecteurs logiques sur le comportement de la loi induite sur ’ensemble des fonctions booléennes.
Nous avons montré que prendre en compte les propriétés logiques des connecteurs A et v ne change
pas le comportement global de la distribution induite sur l'espace des fonctions booléennes : la
probabilité d’une fonction f fixée se comporte en © (%) quand k tend vers +o0. Cependant,
grace a I’étude des tautologies et des fonctions littéral (cf. Figure [2.10), nous savons que les quatre
distributions étudiées dans ce chapitre ne sont pas toutes égales. Pour montrer le résultat principal

de ce chapitre, nous avons montré que, quel que soit le modele étudié, un arbre typique calculant
une fonction booléenne f fixée est une expansion d’un arbre minimal de f.

Arbres de Arbres Arbres Arbres

Catalan associatifs commutatifs commutatifs
(non binaires) (non plans) et associatifs
3 385 2In2 —1)?
Vrai | - =075 51 —36v2~0.0883 o ~0.7520 @mn2-1)7 00373

4 512 4

5 641 (2In2 —1)2(2In2 + 1)

T 6= 0.3125 546 — 386\/5 ~ 0.1136 2018~ 0.3130 1 =~ 0.0890

FIGURE 2.10 — Les différentes constantes X\ telles que uy(Vrai) ~ % et pg(x) ~ k—);

asymptotiquement quand k tend vers 4+, selon le modéle d’arbre considéré.

Les preuves des résultats de ce chapitre sont fondées sur la théorie des motifs de Kozik [Koz08]
établie pour les arbres de Catalan. Nous avons montré comment cette théorie pouvait étre généralisée
aux cas associatif et commutatif et comment elle nous permettait de prouver les résultats principaux
de ce chapitre.

Maintenant que nous avons traité le cas d’une fonction booléenne f quelconque, il est intéressant
de noter que le cas des fonctions littéral n’est qu'un cas particulier de la Section : en effet, les
simple-x définis en Section [Z4] sont exactement les expansions de I’arbre minimal de la fonction
littéral z, i.e. arbre de taille 1 dont 'unique feuille est étiquetée par x.



Section 2.6. Conclusion 61

Enfin, notons que si notre résultat est vrai pour une fonction f dont le nombre de variables
essentielles F(f) ne dépend pas de k. Rappelons que l'effet Shannon (cf. Théoréme [[2.9)) est ex-
hibé lorsque, asymptotiquement quand k tend vers +00, presque toute fonction booléenne selon la
distribution de probabilité étudiée est de complexité exponentielle en k. Si I’on veut infirmer ’effet
Shannon, il faut exhiber une fonction g(k) sous-exponentielle en k telle que

pu({f € Fr, L(f) < g(k)})-

Nos résultats ne permettent pas de conclure quant a I'effet Shannon, car il faudrait alors les appliquer
a des fonctions dont la complexité, et donc éventuellement le nombre de variables essentielles dépend
de k. Il serait cependant d’étudier I’effet Shannon dans ces modeles. Il a été démontré par Genitrini
et Gittenberger [GG10] que, dans le modele de 'implication (binaire, plan), la distribution induite
sur I’ensemble des fonctions booléennes n’exhibe pas d’effet Shannon, et il serait donc naturel de
conjecturer un comportement similaire dans nos nouveaux modeles, ainsi que dans le modeéle des
arbres et/ou de Catalan.

Par ailleurs, remarquons que la notion de taille en termes de nombre de feuilles, c’est a dire en
termes de nombre de noeuds étiquetés par des littéraux, est pertinente pour pouvoir comparer ces
résultats a ceux obtenus dans le cadre binaire plan. Cependant, dans le cas d’arbres non binaires,
dans lesquels le nombre de nceuds internes n’est plus égal au nombre de feuilles moins 1, cette
notion de taille est peut-étre moins naturelle que celle qui prendrait en compte tous les noeuds de
I’arbre. C’est cette modification, qui parait naturelle du point de vue de I’espace mémoire, que nous
étudierons dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Une nouvelle notion de taille pour les
arbres et/ou non binaires

3.1 Une notion de taille naturelle

Ce chapitre est une extension naturelle du chapitre précédent : étant donné un arbre et/ou
associatif, la taille en termes de nombre total de nceuds et non en nombre de feuilles semble plus
naturelle. Sil’on parle par exemple en terme d’espace mémoire nécessaire pour stocker un tel arbre, la
notion de taille pertinente semble bien étre le nombre total de nceuds. Définir une nouvelle notion
de taille pour des arbres booléens définit bien une nouvelle notion de complexité d’une fonction
booléenne, et donc une toute nouvelle distribution sur Fy, a priori.

Dans ce chapitre, nous considérons la distribution uniforme sur les arbres associatifs plans de
taille n (ou la taille est désormais le nombre total de noeuds d’un arbre) étiquetés a k variables, et
montrons que la suite de distributions induites sur Fj; converge vers une distribution asymptotique
- Les méthodes utilisées dans le Chapitre[2ls’averent inapplicables & ce nouveau modele : la théorie
des motifs de Kozik, par exemple, ne s’applique pas. Intuitivement, la théorie des motifs repose sur
le fait que imposer une contrainte sur les étiquettes d’une famille d’arbre rajoute un facteur % da
sa fraction limite : cette heuristique n’est plus vraie dans ce nouveau modeéle. Nous introduirons
donc de nouvelles méthodes, elles-aussi & base de combinatoire analytique, pour étudier ce nouveau
modele.

Il est surprenant de constater que, méme si les méthodes usuelles sont inefficaces pour ce nouveau
modele, le comportement de la distribution étudiée i est tres similaire au comportement de la
distribution usuelle des arbres de Catalan, ou a celles introduites et étudiées dans le Chapitre[2: nous
conjecturons que les fonctions de faible complexité sont favorisées par cette nouvelle distribution
et asymptotiquement quand k tend vers +00, presque toute tautologie est simple. Si la plupart
des preuves s’averent plus délicates dans ce nouveau modele, nous verrons que montrer que cette
nouvelle distribution n’exhibe pas d’effet Shannon est relativement immédiat.

Le plan de ce chapitre est le suivant : la Section B.2] contient la définition du modele, la preuve de
la convergence vers une distribution asymptotique via le théoréme de Drmota-Lalley-Woods [Drm97,
Lal93, Wo097], et 1’énoncé des résultats principaux et de la conjecture concernant ce nouveau
modele. La Section est consacrée a ’étude générale du modeéle : nous montrons dans cette
section des propriétés générales du modele qui permettent de développer une bonne intuition du
comportement des arbres associatifs typiques et qui seront utiles dans la suite du Chapitre. La
Section .4 est consacrée a 1’étude de la fonction constante Vrai, et donc des arbres tautologiques,
la Section a I’étude des fonctions littéral, et enfin, la Section contient quelques pistes non-
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abouties en vue de prouver la conjecture résumant le comportement global de la distribution gy
induite sur Fy.s

3.2 Modele, résultats et conjecture

Nous reprenons dans ce chapitre la notion d’arbre booléen associatif du Chapitre 2] (cf. Défini-
tion 2.2.7]), mais définissons une nouvelle notion de taille d’un arbre, et donc de complexité d’une
fonction booléenne :

Définition 3.2.1

La taille |t| d’'un arbre booléen associatif t est le nombre de ses nceuds (nceuds internes et
feuilles). On notera A, I'ensemble des arbres booléens de taille n, et A, j son cardinal.

La notion de complexité est donc modifiée pour cette notion de taille. Par exemple, la fonction
XOR est de complexité 7 dans ce modele. Nous posons L(Vrai) = L(Faux) = 0. Par ailleurs, pour
des raisons qui seront claires ultérieurement, la complexité des fonctions littéral sera par définition
2. En effet, les deux arbres minimaux de la fonction x seront l’arbre ayant un nceud interne (étiqueté
soit par A, soit par v) et une feuille étiquetée par x, méme si ces arbres ne sont pas, & proprement
parler, des arbres associatifs booléens : un arbre associatif booléen ne peut étre de taille 2.

De maniere usuelle, nous noterons p, x(f) la proportion d’arbres de taille n étiquetés sur k
variables calculant f, et étudierons le comportement de cette distribution limite quand n tend vers
+o0. Voici les résultats principaux de ce chapitre, suivis d’'une conjecture plus générale dont la
preuve est incompléte dans ce manuscrit.

Lemme 3.2.2

Pour toute fonction booléenne f € F,

pe(f) = Hm pnk(f)

n— -+

existe et est strictement positive.

Théoréme 3.2.3

11 existe deux constantes « et 3 telles que, pour tout k > 1,

1
0 < a < pug(Vrai) = pg(Faux) < < 3

De plus, asymptotiquement quand k tend vers +00, presque toute tautologie est simple.

Théoréme 3.2.4

La probabilité d’une fonction littéral vérifie, asymptotiquement quand k tend vers +o0,

p(z) = © (%) :

Conjecture 3.2.5

Pour toute fonction booléenne f € Fj, telle que L(f) > 3, et telle que E(f) ne dépend pas de
k, asymptotiquement quand k tend vers +00,

- ) =6 (57 )
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Ce modele s’avere donc assez similaire au modele associatif étudié dans le chapitre précédent :
la nouvelle notion de taille ne change pas le comportement global de la distribution induite sur
I’ensemble des fonctions booléennes. Nous remarquons tout de méme que ’exposant de % dans la
conjecture est L(f) au lieu de L(f) + 1 dans le modele classique, et les deux fonction constantes,
Vrai et Faux ont une probabilité en ©(1) quand & tend vers +00. Nous verrons par la suite que, bien
que ces résultats soient tres similaires au cas classique, les preuves développées dans le Chapitre 2 ne
seront pas applicables dans ce nouveau modeéle, pour des raisons que nous développeront notamment
dans la Section 3.3l

Montrons tout d’abord que la distribution asymptotique des p,; existe quand la taille des
arbres considérés n tend vers 400, autrement dit, montrons le Lemme Comme dans les autres
modeles d’arbres booléens, cette démonstration se fait via les fonctions génératrices et le théoreme
de Drmota-Lalley-Woods.

Démonstration du Lemme [3.2.2]: Les arbres associatifs dont la taille est mesurée en nombre total de
nceuds sont décrits par la spécification suivante (rappelons que les arbres associatifs sont stratifiés) :

A= L+ {A} x Seq,(A),

ot A (resp. ,Zl) est la famille des arbres associatifs de taille 1 ou enracinés par un A (resp. v), oll

L ={x1,%1,...,2k, T} a pour série génératrice 2kz, et ou {A} a pour série génératrice z (car chaque
nceud interne contribue pour 1 dans la taille). Dés lors, la méthode symbolique nous permet d’induire
A(z)

A(z) = 2kz 4+ 2 —L
1—A(2)

ol A(z) (resp. /vl(z)) est la série génératrice de A (resp. f{) Comme, par symétrie du modele, /vl(z) =
A(z), nous obtenons, apres calcul,

iy 2kz+1—\/(4k? — 8k)z?2 —4kz + 1

A(z) T T) (3.1)

Enfin, si 'on note A(z) = >, oo Anxz" la fonction génératrice des arbres associatifs (dont la taille
est mesurée en nombre total de nceuds), alors

A(z) = 2A(z) — 2kz.

Pour toute fonction booléenne f € F, nous noterons Ay (z) (resp. Af(z)) la série génératrice des
arbres enracinés par A (resp. v) et calculant f. Via la méthode symbolique, nous avons

Af(z) = g, + Z Z Ag1 - 'Age
22 g1n...nge=f

/if(z) = g, + Z Z A.(h .. .Ag“

£z2g1v...vge=f

ot Ipy = 1 si f est une fonction littéral et ly;;; = O sinon. L’indice ¢ de la somme représente le
nombre d’enfants de la racine de I’arbre considéré : ce nombre est donc bien supérieur ou égal a 2,
par définition. Nous ne détaillons pas les arguments, mais le théoreme de Drmota-Lalley-Woods peut
étre appliqué a ce systeme. Nous en concluons que les (A¢(2))fer, ont toutes la méme singularité
dominante que nous noterons py, que cette singularité est de type racine carrée pour toute fonction
f € Fi. Nous pouvons donc en conclure que, pour toute fonction f € Fg, il existe une constante
strictement positive ci(f) telle que, asymptotiquement quand n tend vers +oo,

[2"147(2) ~ ex(F)n~"p "

Nous en déduisons
["JA(z) ~ en~ o™,
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ou ¢ = Zfe]_-k ck(f) > 0. Deés lors, asymptotiquement quand n tend vers 40,

[2"]As(2) _ e(f)

Hnk(f) = JAGz) ¢

>0,
ce qui conclut la preuve. |

Au détour de la preuve du Lemme (cf. Equation (310)), nous avons montré la proposition
suivante, qui sera fort utile par la suite. Nous avons en effet vu dans le Chapitre[2l que la connaissance
du comportement de la singularité dominante quand k tend vers +o0, ainsi que celle de la série
génératrice elle-méme évaluée en sa singularité, sont utiles dés que 'on applique le Lemme [[.5.1]

Proposition 3.2.6

La singularité py, de A(z) vérifie, asymptotiquement quand k tend vers +o0,

_;_L_;w(i)
P Sk +vRE) 2k kv2k K2 )

A(Pk)zl—%Jro(k%/E)’

fl(pk)zl—\/%—l-(’)(%).

De plus, si ’'on note B (z) la série génératrice des arbres associatifs enracinés par A, et de taille
au moins 3, alors B(z) = A(z) — 2kz, et

A

Bloy) = ﬁ o (%)

3.3 Propriétés générales du modele

L’objectif de cette Section est de mieux comprendre, intuitivement, notre nouveau modele
d’arbres. Par exemple, les arbres n’ayant aucune feuille de premiere génération sont peu probables,
ce qui n’était pas le cas dans le modele usuel étudié dans le Chapitre[2] et la famille des arbres ayant
au moins une feuille de premiere génération étiquetée par x1 a une proportion limite d’ordre ﬁ, et

non d’ordre % comme dans le modele classique. Ces différences, a priori contre-intuitives, viennent
du fait qu’il existe maintenant deux atomes de taille 1 : les noeuds internes qui choisissent entre
deux étiquettes différentes et les feuilles qui choisissent entre 2k étiquettes différentes. Par ailleurs,
dans le modele classique, un arbre booléen aléatoire de taille n étiqueté sur k variables est un
arbre non-étiqueté de taille n que 'on a étiqueté uniformément au hasard : cette décomposition
forme/étiquetage n’est plus vraie dans notre nouveau modeéle. Une autre différence qui sera
fondamentale est que, dans ce nouveau modele, un arbre typique contient beaucoup de répétitions.
Ce comportement augure des difficultés pour adapter telles quelles les méthodes utilisées dans les
modeles usuels, notamment la théorie des motifs de Kozik, qui reposent entiérement sur la faible
probabilité des répétitions. Ce sont ces raisons qui font de ce nouveau modele de taille un probleme
particulierement intéressant.
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3.3.1 Quelques propriétés

Dans cette section, nous énumérons donc des propriétés surprenantes de ce modele qui, en sus
de développer notre intuition, seront toutes utiles par la suite.

Proposition 3.3.1

La fraction limite de la famille A©) des arbres associatifs booléens n’ayant aucune feuille de
premiére génération vérifie, asymptotiquement quand k tend vers 40,

1 1
oy L Lo(L),
(AT = e+ (k2)

Démonstration: Via la méthode symbolique, nous pouvons établir que la série génératrice de la famille
A est donnée par (cf. Proposition BZ6] pour la définition de B(z))

Dés lors, via le Lemme [[L5.1],

(A0 = i EAVCE) o AE)

ot TAR)  som AR
L, 2B BG) Bow? . B()
_2pk E( )zl—mk A/( ) +2Pk( B(pk))z Zl—mk A/(Z)
B(pk)* lim L
1— E( k) 2Pk Al(z)

Nous avons que py, est une singularité de type racine carrée pour A(z). Des lors, lim,_,,, A'(z) = +®©
et le troisieme terme de la somme ci-dessus vaut donc 0. Par ailleurs, lim,_,,, B(2)/a’(z) = 1/2, et au
vu de la Proposition [3.2.6], nous obtenons

1 1
A= 1 Lo (_) .
Proposition 3.3.2
Soit I" un sous-ensemble de {x1,Z1,...,zk, Tx} dont le cardinal, noté -y, ne dépend pas de k. La

fraction limite (définie en Section [I.5) de la famille Ar des arbres associatifs booléens ayant au
moins une feuille de premiere génération étiquetée par un littéral de I vérifie, asymptotiquement

quand k tend vers 400,
_ 2
A +0

Démonstration: Soit Ar(z) la série génératrice de la famille Ar. Via la méthode symbolique, la ra-
cine apporte une contribution en 2z (étiquette A ou v); la suite des sous-arbres peut étre ensuite
décomposée comme suit : (1) une premiére sous-suite d’arbres qui sont, soit de taille au moins 3, soit
non-étiquetés par un littéral de T', (2) un premier arbre de taille 1 étiqueté par un littéral de T, (3)
puis une suite d’arbres quelconques. De plus, 'une au moins des deux sous-suites évoquées dans les
points (1) et (3) précédents est nn vide, ce qui ajoute une correction —2vz2. Des lors,

L vz L — 2722
—(A(z) =v2)  1-A(z) '

Ar(z) =2z
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Des lors, via le Lemme [[L5.1]

_ o [FMArG) L ApR) )2 1
petar) = tioy TEEEE) = i SEE) =R 0 (5).

asymptotiquement quand k tend vers +co. [ |

3.3.2 Une famille d’arbres utile

Cette partie se concentre sur une sous-famille d’arbres associatifs. Il est assez difficile d’expliquer
en quoi cette famille sera cruciale plus tard, et la définition de cette famille peut sembler assez peu
naturelle. Cette définition provient de I’étude des tautologies, et notamment de la preuve que,
asymptotiquement quand k tend vers +o0, presque toute tautologie est simple (cf. Section [B.4]).
Comme I’étude de cette sous-famille est trop longue pour étre incluse dans 1’étude des tautologies,
elle est développée ici, a part, en tant que parenthese technique.

Définition 3.3.3 (cf. Figure [3.1])

Soient q,r,{,p quatre entiers, soit {v1,...,7p} un sous-ensemble de {z1,Z1,...,x, T} ne pou-
vant contenir & la fois une variable et sa négation. Soit Mf;l’r les famille des arbres associatifs
enracinés par un v, et tels que,

— exactement q littéraux différents a1, ..., aq sont étiquettes des feuilles de premiére géné-
ration, et parmi ces étiquettes aucune variable ne peut apparaitre a la fois positivement
et négativement ;

— exactement { enfants de la racine sont des nceuds internes ;

— au moins 'un des sous-arbres enracinés en un des ces enfants de la racine appartient a la
famille jqp,r définie ci-dessous.

La famille JP, contient tous les arbres enracinés par un A et tels qu’il existe un ensemble

B1, ..., By der littéraux deux a deux distincts (et différents des oy, ..., aq,71,...,7p et de leurs
négations) vérifiant :
— les feuilles de premiére génération sont étiquetées par des littéraux de {aq, ..., ag, 71, .
Yps B1s ..., Br} ou par leurs négations ;
— les étiquettes B1,. .., B apparaissent toutes parmi les feuilles de premiére génération.
Lemme 3.3.4

Si, asymptotiquement quand k tend vers +00, ¢ = Q(k'*), £ = O(k'®) et r < ¢, alors, la fraction
limite de la famille M, ¢, vérifie, asymptotiquement quand k tend vers 400,

1
:uk(Mq,Z,r) =0 (W) .

Démonstration: Via des arguments symboliques, la fonction génératrice de J7, est donnée par

Zr+1

J(z) = = = )
) (1-(B(2) +(qg+p)2)...1—(B(z) + (¢ +p+7)2))

ol B(z) est la série génératrice des arbres de taille au moins 3 (cf. Proposition B:28). La fonction
génératrice M(z) de M} , = est donc majorée par

q+r 1—mz

q 0
M(z) < A(z) := z( K )2“%!% <zq+f I1 ! ) J(2)B(z)" L.
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FiGURE 3.1

Un arbre de /\/lf;yéﬂ, est un arbre de la forme ci-dessous, & permutation des sous-
arbres pres, ou les étiquettes (1, ..., s des feuilles de premiere génération forment un
ensemble {a1,...,aq4} de ¢ étiquettes deux a deux distinctes telles qu'une variable
et sa négation ne peuvent faire partie simultanément de cet ensemble, ou les arbres

Ay,..., Ag sont de taille au moins 3, tels qu’il existe 7 € {1,...,(} tel que 4; € JP, .

Un arbre de JP, est un arbre de la forme suivante, & permutation des sous-arbres
pres, ou I'ensemble des étiquettes vy,. .., vy privé des littéraux g, ..., 0q, ¥1,---,%
et de leurs négations est de cardinal r et ne contient pas simultanément une variable
et sa négation, et ou les arbres /\ sont des arbres de taille au moins 3.

En effet, le facteur z représente la racine ; le facteur (q N r) 29+7g! correspond au choix des a1, . .., ay,

B1, ..., 0, tels quune variable et sa négation ne peuvent étre toutes les deux choisies; le facteur

% (zq% H;In 1 1_1mz)( correspond au choix des emplacements des ¢ enfants de la racine qui sont
des neeuds internes[l; J(2) représente le sous-arbre de J, . et B(2)'" représente les £ — 1 autres
sous-arbres. Il y a du double-comptage effectué dans cette derniere remarque puisque plusieurs sous-
arbres peuvent étre des éléments de J: ¢, €t nous comptons ici comme s’il y en avait un seul. Cest

pour cela que nous obtenons uniquement une majoration de M(z).

()
2) = 2 k g+r g L Lt : 1 2t B(5)—1
Alz) (q + r>2 qlé! < Wl;ll 1-— mz) | (f}(z) +(g+p+ m)z)]B( )T 62

m=0
Soit
B(z)!
[T_o(1 = (B(2) + (¢ +p+m)2))

K(z)=

Remarquons au passage que la singularité de A(z) est p,. En effet, les dénominateurs (1 — (3 (2) +
(¢ + P+ m)z))meqo,..r) ne sannulent pas avant pi (car ¢ = o(v/k)) et py, est la singularité de B(z).
De plus, les dénominateurs (1 — mz2)ye1,....qp D€ s'annulent pas avant py car pp ~ ﬁ, et ¢ = 0(\/%).

1. Rappelons que [2"](zf(2))¥ = (n+£)...(n + 1)[2"]f(2), ot Pexposant (£) représente la dérivée £*™°.
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Au vu du Lemme [L5T] la fraction limite de la famille /\/157 ¢.» st donnée par

(0)
: MI(Z) _ k q+r | q+f 2 r+2 KI(Z)
z]ig}k A’(Z) h (q + ’I”) 2 1_[ 1 —mpg PPk zl—g)lk A’(Z) '

Afin &’ evaluer cette fraction limite quand k tend vers 400, nous devons remarquer que, si f(z) =

Za+t 11, =5 alors, d’apres le théoreme de Cauchy,
UCIRER S O M
=—0—-—dz
e 2im J (z — pr)ttt
v
pour tout contour v autour de pi. Soit v le cercle défini par 'équation |z — pi| = W Des lors,
1 £ (2)]
) — 0 ————d
|f ( )| 27T |Z_pk|(+]_ z
5

2 1
| z Eore+1) _—
</f (pk (1 + k)) =R

car le maximum de |f(z)| sur v est atteint en z = p + gl/rz = pi (1 + %) puisque f(z) est une

fonction génératrice a coefficients positifs. Nous en déduisons que, asymptotiquement quand z tend
vers pi (~ 5% quand k tend vers +a0),

® ot 1 q+L 2 q+f g 1
) < 0k (-) (1 + —) —
| | 2k \/% 1r];[1 1 - 2k

<ptmigma—t (14 2\ (L)
< 5 (=)

Comme ¢ < k, nous avons, asymptotiquement quand k tend vers +oo,
|£9(2)] < est - 012797 20,

Au vu de 'Equation (3:2), asymptotiquement quand k tend vers +oo,

’ r+2 ’
lim —M( ?) ~ cst - 2_e_qk_q+e/2< K >2q+rq' ( 1 ) lim K'(z)

zopr Al(2) q+r 2k z—pr Al(2)
k=) (kg (1N K'(2)
< cst - k7?27 f(i_q — lim —22
“ (@+1), ke \2k) =5 A(2)
r q+r 1 _m — r
< est ty-e [z H (1-7) <_> iy 2>
U ) [ (1 +m ) m=1 == A'(2)
by an T K'(2)
< . £1.Y2—2 —r C
Lest-27°k q (1 + q) zlig)lk e
- - K'(z)
< £1.42— 2 r
< cst - k Zka A02)
car (1 + g)r = (1 +0 (#))T = O(1). De plus,
K’ El 1 B -1
o K0 _BG - DB + 2 (02)
=ooe Alz)  A(2) [T, 20 (1 = Blpx) — (g +p +m)pr) 1= Blpx) = (g +p+m)px

2. Rappelons que pour tout réel x et pour tout entier m, (z)m = z(z —1)...(x — (m —1)).
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z =12 et B(pr) ~ ﬁ (cf. Proposition B.Z6]), nous obtenons

et comme hmz_,pk %)
z
li =0 r2"¢ .
Do A'(z) ( <2k> )

Nous avons donc finalement, asymptotiquement quand k tend vers +o0

1
p r—lo——S5= 3/2 _
(./\/quT)—O(T& 2 )—0<—k3/2>.

Lemme 3.3.5
La fraction limite des arbres associatifs ayant moins de kY4 étiquettes différentes parmi les

feuilles de premiere génération est d’ordre O (ﬁ), asymptotiquement quand k tend vers +o0

Démonstration: La fonction génératrice des arbres ayant exactement ¢ étiquettes différentes parmi les
feuilles de premiére génération (et tels qu'une variable et sa négation n’apparaissent pas toutes deux
dans la premiére génération) est donnée par

Cale) = ()quzﬁl mz — E(z)’

m=0

et leur fraction limite est donc donnée par

G (z g q B
im ‘,1( ) ( >2q 1 H _ Z lim /(Z)
zopr A (Z) oo B pk = 1—mp, — B(pk) zopr A (z)
Comme lim._,,, i:gz; = %, nous avons, asymptotiquement quand k tend vers +o0
! (z) 1 q—1 m q 1 q 1
lim ST H (1 - _) 1_[ m 1 Z m 1
2Pk AI(Z) 4k =0 k m—0 1 9%k m m=0 1 —5r T ﬁ
1 1 !
2k 2k 2k 2k
car ¢ < k'* Dés lors, la fraction limite des arbres ayant moins de k* étiquettes différentes parmi les
feuilles de premiere génération vérifie
k1/4 G/ Z 1/4 q+1
hm < (¢+1)—F—5
k7441
1 1
14 s
DT o e B+ D)
2k 2k 2k V2k

Lemme 3.3.6
La fraction limite des arbres ayant au moins k'/® sous-arbres de taille au moins 3 est d’ordre

1
C] ( k7 ) asymptotiquement quand k tend vers +o0.

ok'/®
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Démonstration: La fonction génératrice des arbres ayant exactement £ sous-arbres de taille au moins
3 est donnée par
B'(2)

(1 —2kz)t+1"

Des lors, la fraction limite de cette famille vérifie, asymptotiquement quand k tend vers +o0,

Hy(z) =2z

-1
L) 1 B e 1 )
oo A(2) k(1= 2kpp)tHt =oon A'(2) 2k 2\t

(vV?)

RGO
2%k {41 2¢+1°
(v#)

Des lors, la fraction limite des arbres ayant au moins k7 enfants de la racine qui sont des noeuds
internes vérifie, asymptotiquement quand k tend vers +00,

¢ o k'
Z 2Z+1 = 2k1/8 :

0=kY8

3.4 Tautologies.

L’objet de cette partie est de démontrer le Théoreme Comme dans tout modele d’arbres
booléens, étudier la fonction Vrai est certes ’étude d’un cas particulier simple, mais aussi la premiere
étape du cas général, i.e. de ’étude de la probabilité de n’importe quelle fonction booléenne. Cette
Section est divisée en trois sous-sections : la premiére permet de montrer l’existence de la borne
inférieure o du Théoreme B.2.3 la seconde montrera 'existence de la borne supérieure 3, et la
troisiéme montrera que, asymptotiquement quand k tend vers +00, presque toute tautologie est une
tautologie simple (cf. Définition [[3.6).

3.4.1 Une famille non-négligeable de tautologies.

Dans cette partie nous définissons une famille de tautologies dont la fraction limite est bornée
inférieurement, et uniformément pour tout £ > 1. Rappelons la définition d’une tautologie simple
dans le cas d’arbres associatifs (cf. Définition [[3.0)) :

Définition 3.4.1
Une tautologie simple réalisée par la variable x est un arbre enraciné par v, et tel que x et &

apparaissent comme étiquettes de deux feuilles de premiére génération. On notera ST la famille
des tautologies simples.

Soit £9 la famille des arbres enracinés par v ayant exactement ¢ feuilles de premiere génération
et exactement un enfant de la racine qui ne soit pas une feuille (la racine est donc d’arité g +1). On
prendra q € {|Vk],...,15|Vk|} (par exemple). Dans la suite, pour plus de lisibilité, nous omettrons
les symboles ||. Pour tout entier ¢ > 1, la série génératrice de &, est donnée par

Ey(2) = 2+ (2k2)? - (¢ + 1) B(2),
otl, rappelons-le, B(z) = A(z) — 2kz.
Pour tout ¢ > 1, nous allons maintenant partitionner &, en deux sous-familles. La famille &, 1
contient tous les arbres de &, tels que :
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(a) L’ensemble L des étiquettes des Vk premiéres feuilles de premiére génération est de cardinal
au moins Vk/2.

(b) Les q — vk feuilles de premiére génération restantes sont étiquetées par des littéraux dont la
négation n’appartient pas a L.

La famille £, 2 contient tous les arbres de £9 tels que

(a’) L’ensemble £’ des étiquettes des v/k premieres feuilles de premiére génération est de cardinal
au plus \/E/2

(b) Les q — Vk feuilles de premiére génération restantes sont étiquetées par des littéraux dont la
négation n’appartient pas a £'.

Le lemme suivant vient du fait que tout arbre qui n’est pas une tautologie simple vérifie soit la
condition (a), soit la condition (a’), et vérifie toujours la condition (b) :

Lemme 3.4.2

Soit t un arbre qui n’est pas une tautologie simple. Alors, t € Ug=0(Eq1 U Eg2).

Des lors, 'ensemble des tautologies simples ayant ¢ feuilles de premieére génération contient
E\(Eg1 v & 2). Minorons la fraction limite de cet ensemble. On introduit la notation suivante :
étant données deux séries génératrices A(z) et B(z), on notera A(z) < B(z) si, et seulement si, pour
tout entier n > 0, [2"]A(z) < [2"]B(2). On note E, 1(z) (resp. Ey2(2)) la série génératrice de &1
(resp. £;2). Par la méthode symbolique,

q—Vk
E i1(z) < z- (21{:,2)‘/% . <<2k‘ — g) z) (g +1)B(z).

Nous avons seulement une inégalité car nous n’avons pas restreint les étiquetages des vk feuilles
vk

de gauche. De plus, nous interdisons 5* étiquettes pour les feuilles de droite alors qu’il suffit d’en

interdire moins si le cardinal de £ est strictement inférieur a 4 De méme, par des arguments
symboliques,

vk
E,2(z) < (\/]g/2> VR . (?z) : (2kz)q_\/E (g + 1)B(z).

Des lors,

,Uk(gq\(gq,l Y 5q,2)) > lim dz

Nous avons

2

vk

—Vk
E9(z) — Bd(z) — Bl(2) =(q + 1)2B(2) | (2k2)? — (2kz)V* ((% _ \/_E> Z)
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B'(z) _

et donc, comme lim,_,,, TG = 1/2,

pi(EN\(E] v &) =

q—Vk
Pk [(kak)q — 2kpp) V" <<2k‘ - g) Pk)

vk
- (ﬁ/Z) 2Vk/2. (g&) ' (2k:pk)q_‘/E].

Regardons les termes de la somme entre crochets un par un : asymptotiquement quand k tend vers

+0, q
o= (-3 <o (7).

S B S LI
) <1_\/%> (14\1/E>:/g+(9<11>)qx/1€

q— vk
~ exp (—(1-!—4\/5) E

de plus,

Enfin, via la formule de Stirling, nous avons

<«]§/> ~ (20) VR,
2
ce qui implique, apres quelques calculs,
vk .
( k )W N v e ( e )”/2 |
Vk/2 2 2v/k
1 _av2 a2 _ —Vk
1 (ENEqgr U Eq2)) = we G (1 _ o VIR ) .

(EN(ET L ED) = we—m (1 emoret2)

Ce qui implique, comme 'union considérée est disjointe,

15vk 15vE 15vE (@ + e
me | @ENET o) |2 )0 mENE v = Y T
a=2vk a=2Vk a=2vk

Des lors,

Posons v = W’ alors,

. 1+4\/_ L.
ol ¢4 = e V2 (1 ( At ) > (. Ainsi,

15vk

24k + 1

Lk U (ENETVED) | = 14@“/_7-’_)% min cq = cst - kpg,
a—2E 2 a€{2Vk, ..., 15VE}
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ou cst est une constante strictement positive. Comme kpy ~ 1/2, asymptotiquement quand k tend
vers +00, nous obtenons bien que

15vk
Mk U (E\(Eq1 L &q2)) | = Q(1),
q=2vk
asymptotiquement quand k tend vers 4+00. Nous avons donc montré le lemme suivant :

Lemme 3.4.3

1l existe une constante « telle que, pour tout k > 1,

pr(Vrai) = pk(ST) = a > 0.

3.4.2 Une famille non-négligeable de non-constantes.

Prouvons le lemme suivant :
Lemme 3.4.4

11 existe une constante (8 telle que, pour tout n = 0,

pi(Vrai) < 8 <

N |

Il s’agit de trouver une famille d’arbres de fraction limite d’ordre ©(1) quand k tend vers 400
et telle que les arbres de cette famille ne calculent ni la fonction constante Vrai, ni la fonction
constante Faux :

Définition 3.4.5

Soit _C’;q la famille des arbres enracinés par un v et ayant exactement ¢ feuilles de premiére
génération, étiquetées par exactement q étiquettes différentes s, ..., o, (telles qu'une variable
et sa négation ne peuvent apparaitre toutes deux parmi ces étiquettes) et dont les sous-arbres
de taille au moins 3 sont tous des contradictions.

Remarquons qu’un arbre de qu calcule la fonction o v ... v a4, qui n’est ni une tautologie, ni
une contradiction. La fonction génératrice de cette famille est donnée par (rappelons que T'(z) est
la série génératrice des tautologies)

“ k 1
60 = (o) e

et sa fraction limite est donc donnée par

G(z) [k q+1 T'(z)
li CAMAY 241 pt! li .
) <q> TPk (=T (p))atT =om A(2)

!/ !/
La sous-section [3.4.1l nous assure que lim,_,,, z;,—gz; > «, car pug(Vrai) = lim,_,,, T,—Ez; > «. De plus,

nous savons que 0 < T'(px) < B(pr) < 1 (car une tautologie ne peut étre un arbre de taille 1), ce
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qui implique % > 1. Dés lors,

. G'(z)
e

k
> (q)zqqxq F1)pfta

k(k—1)...(k—q+1)
L4

q—1 .
> cst - H (1 — %) (¢ + 1)(21<:)qu+1
j=1

> cst (g +1)(2k)*pf ™

q_l -t q g+1
> cst - 1—7 (g +1)(2k)p]

e (oD -0(&)

Si l'on suppose ¢ = O(Vk), asymptotiquement quand k tend vers +oo, alors la borne supérieure

. s 1 . .. . N
ci-dessus est d’ordre @(W)’ et la fraction limite de la famille G, est plus grande que % ou ¢

est une constante strictement positive. Considérons la famille G = Uz\:/_f/E G, Sa fraction limite est
donc plus grande que la constante positive ¢ = minq: Vk..ov/k Cg» ce qui conclut donc la preuve du
Lemme 344}, en posant 3 = 3 — c.

Nous avons aussi le résultat suivant :
Théoréme 3.4.6

La distribution induite sur F;, des arbres associatifs dont la taille est mesurée en terme de
nombre total de nceuds n’exhibe pas d’effet Shannon.

Démonstration : Nous avons montré précédemment que

15vk
Lk U Gy | =z c>0.
=2k

Or, la complexité des fonctions calculée par les arbres de qu est ¢+ 1, et ce quel que soit ¢ > 1. Donc,
la probabilité des fonctions de complexité vk < L(f) < 15vk vérifie :

ue({F |VE < L(F) < 15VF}) > ¢ > 0,

ce qui implique I'existence d’une famille de fonctions booléennes de complexité sub-exponentielle en
k dont la proportion limite est d’ordre ©(1) quand k tend vers 400, et nie donc l'effet Shannon
(cf. Théoréme [[L2.9)). |

3.4.3 Presque toute tautologie est simple

L’objet de cette partie est de montrer que, asymptotiquement quand k tend vers +00, presque
toute tautologie est simple. Cela permet de comparer ce nouveau modele d’arbres a ceux déja
étudiés dans la littérature et dans ce mémoire. Cette propriété, vraie dans tous (ou presque, cf.
Chapitre[d) les autres modeles d’arbres est aussi vérifiée ici, méme si la preuve que nous en donnons
est tres différente d’une approche via la théorie des motifs, car la théorie des motifs ne semble pas
s’appliquer a ce nouveau modele.

Montrons que la fraction limite des tautologies qui ne sont pas des tautologies simples tend vers
0, asymptotiquement quand k tend vers +oo :
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Lemme 3.4.7

Asymptotiquement quand k tend vers +oo,

pi(Vrai) ~ pu(ST).

Démonstration Proof of Theorem [B.2.3]: Soit A la famille des tautologies qui ne sont pas simples.

Soit t € N. Supposons tout d’abord que la racine de t est étiquetée par A. Alors, ¢ ne peut

avoir aucune feuille de premiére génération. D’apres la Proposition B3] la fraction limite des arbres

associatifs n’ayant aucune feuille de premiere génération est d’ordre % Deés lors, le sous-ensemble

des arbres de N enracinés par un A est négligeable devant 'ensemble des tautologies simples qui a
une fraction limite d’ordre ©(1) au vu du Lemme 343

Soit ¢t € A/ enraciné par un v et dont exactement ¢ enfants de la racine sont des nceuds internes

en lesquels sont enracinés les sous-arbres A;,..., A, et tels que ¢ littéraux différentes aq,...,qq

apparaissent parmi les feuilles de premiere génération. Comme ¢ n’est pas une tautologie simple, une

variable et sa négation ne peuvent apparaitre simultanément comme étiquettes de deux feuilles de

premiére génération. Pour tout i € {1,..., ¢}, les feuilles de premiére génération de l'arbre A; sont
étiquetées soit par des étiquettes de {av, ..., aq}, soit par de “nouvelles variables” ou leurs négations.
Montrons qu'il existe au moins un indice i € {1,..., ¢} tel que A; a au moins £ — 1 nouvelles variables

apparaissant comme étiquettes de ses feuilles de premiere génération.

Raisonnons par I’absurde et supposons que, pour tout i € {1, ..., ¢}, au moins ¢ feuilles de premiére
génération de A; soient étiquetées par une nouvelle variable. Considérons le sous-arbre A; qui est
enraciné par A. Fixons la valeur d’une des nouvelles variables & Vrai ou Faux de facon a ce que A;
calcule Faux pour cette affectation partielle des variables. Comme ¢ calcule la fonction constante Vrai
et non la fonction a; v ... v ay, et que t est enraciné par un v, nous savons qu’il existe au moins un
sous-arbre A(g) € {Az,..., As} qui n’est pas une contradiction pour cette affectation.

Raisonnons par induction. Apres I'étape m — 1 < £, nous avons affecté les “nouvelles variables”
V1,Va, ..., V;m_1 et au moins m—1 arbres parmi {A1, ..., A¢} calculent Faux. A I’étape m, remarquons
que I'un des sous-arbres, noté A(,,), n’est pas une contradiction pour cette affectation des variables,
car sinon ¢ calcule oy v ... v ag, ce qui est absurde. L’arbre A(,,) est tel que, par hypothese, au
moins ¢ + 1 nouvelles variables apparaissent comme étiquette d’une feuille de premiere génération.
Nous avons affecté moins de m — 1 < ¢ variables, I'une des nouvelles variables apparaissant comme
étiquette d'une feuille de premiere génération de A ,,) n’est donc pas encore affectée, et nous pouvons
donc lui choisir une affectation telle que A, calcule Faux.

Ainsi, apres £ étapes, nous avons trouvé une affectation des “nouvelles variables” telle que tous les
Ay, ..., Ag calculent la fonction Faux pour cette affectation partielle. Dés lors, ’arbre total ¢ calcule
la fonction aq v ... v g, ce qui est impossible, car, rappelons-le, ¢ est une tautologie.

Nous avons donc démontré par 'absurde qu'il existe au moins un sous-arbre de {41, ..., Ay} dont
les feuilles de premiere génération ont leurs étiquettes soit dans {ayq,. .., a4}, soit dans un ensemble
de cardinal plus petit que ¢ de nouvelles variables. Cela signifie que N € UZ:O UZZB Mg,l,l (cf.
Section [3.3.2)). Si 'on décompose cette union en trois unions distinctes, nous obtenons :

+o0 +20 +o0
k kY4 k ko K'3

0 _ 0 0 0
UUMaee={UUMaee o | U U Miee)o | U UM
g=0¢=0 q=0¢=0 q=1/1 p=k"8 g=1/2¢=0

Le Lemme nous assure que le premier ensemble de cette union a une fraction limite qui tend
vers 0 quand k tend vers 400, le Lemme nous assure que le second ensemble de cette union a
lui aussi une fraction limite qui tend vers 0 quand k tend vers +o0, et enfin, le Lemme [3.3.4] nous
indique que la fraction limite du troisiéme terme de cette union vérifie :

k'8

k
o 1 1
/Lk U UMS-,LZ :O<(I€—k/)k/ k3/2> :(9(%)

q=1/4£=0




78 Chapitre 3. Une nouvelle notion de taille pour les arbres et/ou non binaires

et tend donc vers 0 quand k tend vers 4+o00. Nous avons donc montré que ’ensemble des tautologies
qui ne sont pas des tautologies simples a une fraction limite qui tend vers 0 quand k tend vers +o0,
et est donc négligeable devant I’ensemble des tautologies simples. |

3.5 Fonctions littéral

L’objet de cette partie est d’étudier la complexité des fonctions littéral. En effet, nous avons déja
étudié les tautologies, et donc les contradictions (par symétrie). Pour mieux comprendre le modéele,
il est intéressant de regarder les fonctions de complexité 1, méme si elles ne sont a priori qu’un cas
particulier du cas général. Pour étudier ces fonctions nous allons tout d’abord nous intéresser & la
probabilité de ’ensemble des fonctions plus grandes qu’une fonction booléenne fy fixée.

3.5.1 Probabilité des fonctions plus grandes qu’une fonction fixée f

Définition 3.5.1

Soient f et g deux fonctions booléennes a k variables. On dira que g est plus grande que f (et
f est plus petite que g) et on notera g > f, si, et seulement si, g(z1,...,x;) < f(z1,...,2p)
pour tout (z1,...,xx) € {0, 1}*.

Notre idée est de fixer une fonction booléenne fy, et de calculer la probabilité ux({f € Fi | f = fo})-
Nous allons d’abord considérer le cas particulier ou fo = 21 A... A x) o p > 1 est un entier, avant
d’étudier le cas d’une fonction fy quelconque. Nous montrons le résultat suivant :

Proposition 3.5.2

Pour toute fonction booléenne fy € F,,, asymptotiquement quand k tend vers +co,

p(f = fo) ~ px(Vrai).

Remarque : Par symétrie du modele, nous avons le résultat suivant : pour toute fonction booléenne
fo € Fn, asymptotiquement quand k tend vers +oo,

pe(f < fo) ~ pw(Faux) = py(Vrai).

Démonstration: Supposons tout d’abord que fo = v1 A ... A vp. Comme la fonction Vrai est
plus grande que fy, nous avons U'inégalité suivante : ur(f = fo) = ue(Vrai) = a > 0 (cf. Théo-
réme [B23). Soit ¢ un arbre non tautologique calculant une fonction plus grande que fp.

La famille des arbres n’ayant aucune feuille de premiere génération a une fraction limite d’ordre
1/kv/2k, asymptotiquement quand & tend vers +00 (cf. Proposition[B:3.0]) et est donc négligeable devant
ur(Vrai). Deés lors, nous pouvons supposer que ¢ a au moins une feuille de premiére génération.

Si t est enraciné par un v :

— Supposons tout d’abord qu’il existe une feuille de premiére génération étiquetée par I'un des

{71,--.,7p}. La famille des arbres ayant au moins une feuille de premieére génération étiquetée
par un {yi,...,7p} a pour série génératrice

G,(z) =2kz Z-pz A i - 227
o(2) = 2kz +2 p(1_3(2)_(2k_p)z)(1—A(z)) 2p
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et sa fraction limite vérifie donc, asymptotiquement quand k tend vers +o0,

i B [2
S Az) TP\ E

résultat qui est en accord avec la Proposition La fraction limite de ces arbres est donc
négligeable devant pg(Vrai) : nous pouvons négliger cette famille.

— Supposons, au contraire, qu’aucune feuille de premiére génération de ¢ n’est étiquetée par
un littéral de {v1,...,7p}. Notons {a1,..., 4} les différents littéraux apparaissant comme
étiquettes d’une feuille de premiere génération. Notons ¢ le nombre d’enfants de la racine qui
sont des nceuds internes, on notera les sous-arbres enracinés en ces noeuds internes Aq, ..., Ayp.
Comme ¢ n’est pas une tautologie, une variables et sa négation ne peuvent apparaitre toutes
deux comme étiquettes de feuilles de premiere génération. Les feuilles de premiere génération
des sous-arbres Ay, ..., A; sont étiquetées, soit par des littéraux de Q = {a1,..., ¢, 71, .-, Vp}
et leurs négations, soit par des “nouvelles variables”.

Supposons que pour tout ¢ € {1,...,¢}, A; ait au moins ¢ nouvelles variables différentes appa-
raissant parmi les feuilles de premiere génération. Deés lors, comme nous l'avons déja fait dans
la Sous-Section 343 nous pouvons trouver une affectation des variables {x1, ...,z }\Q telle
que Ay, ..., A calculent Faux pour cette affectation (rappelons que les A; sont tous enracinés
par A car t est enraciné par v). Nous pouvons donc ensuite affecter tous les a1, ..., aq & Faux
et les v1,...,7p a Vrai. Pour cette affectation, I’arbre ¢ calcule Faux et fy vaut Vrai, ce qui
est absurde car nous avons supposé que t calcule une fonction booléenne plus grande que fo.
Il existe donc i € {1,...,¢} tel que A; a au plus £ — 1 “nouvelles variables” apparaissant
comme étiquettes de feuilles de premiere génération. Cela implique que t appartient a la famille
U];:O Uf‘;é MZ,Z,T

La fraction limite des arbres non tautologiques calculant une fonction plus grande que fj est
donc plus petite que celle de UMZO Uf;é et d’apres les résultats de la Section [3.32]
asymptotiquement quand k tend vers 400,

W fon iy gL 1
(U U)o (U Ut =0 (-wmgis) -0 (35)

q,£=0r=0 q=1/40=0

P
q,4,m’

Cette fraction limite étant négligeable devant celle des tautologies, il ne nous reste plus qu’a
étudier le cas ou t est enraciné par un A pour en déduire la Proposition pour le cas
particulier ou fy est une union de littéraux.

Supposons que ¢t soit enraciné par un A et calcule une fonction plus grande que fo = v1 A ... A7p.
Alors, ses feuilles de premiére génération doivent étre étiquetées par {vi,...,7p}, car sinon, il suffit
d’affecter une de ces étiquettes a Faux pour que t calcule Faux, indépendamment de fo = y1 A... A7
alors que nous avons supposé que t calcule une fonction plus grande que fy. La famille des arbres dont
les feuilles de premiere génération sont étiquetées par des littéraux de {v1,...,7p} a pour fonction
génératrice

> 2
Hy(z) = 2kz + 22%
1—-B(z) —pz
et sa fraction limite est conséquemment d’ordre l/kv2, asymptotiquement quand k tend vers +oo.
Cette famille est donc négligeable devant la famille des tautologies et nous avons donc bien montré
la Proposition dans le cas particulier ou fy est une union de littéraux.

Etudions maintenant le cas général : fo quelconque. Toute fonction booléenne peut s’écrire
sous la forme fo = (71 A... A7) vV go avec p = 1 un entier, {71, ...,7,} des littéraux et go une fonction
booléenne. Dés lors, d’aprés le cas particulier étudié ci-dessus, asymptotiquement quand % tend vers
+00,

pe(Vrai) < pi(f = fo) < p(f =271 Ao A ) ~ pe(Vrai)

ce qui termine la preuve de la Proposition [3.5.2]
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3.5.2 Probabilité d’une fonction littéral

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le Théoreme 3.2.41
Définition 3.5.3

Un arbre associatif booléen est un simple-z s’il est enraciné par un v (resp. A), si sa racine
a deux enfants, I'un étant une feuille étiquetée par x et l'autre étant une tautologie (resp.
contradiction). On note X' la famille des simple-x.

Lemme 3.5.4

Asymptotiquement quand k tend vers +0, la fraction limite des simple-x vérifie

pi(Vrai)

Démonstration: La fonction génératrice des simple-z est donnée par
X(2) = 22T (2),
ot T'(2) est la fonction génératrice des tautologies, et donc, sa fraction limite vérifie (cf. Lemme[[.5.1]),

X)L, T
X) =1 =202 lim — 2.
we(X) = Hm =5y = 20k im0y

Comme ?;:—8 tend vers ur(Vrai) quand z tend vers pi et comme pr ~ 2k quand k tend vers 400

(ct. Proposition B:Z0]), nous pouvons conclure la preuve. |

Théoréme 3.5.5

Pour toute fonction littéral f, asymptotiquement quand k tend vers +oo,

ke (f) ~ pk(X).

Démonstration: Au vu du Lemme B.5.4] nous savons que

pr(Vrai) L«

> -
melf) 2 o 2 g

quand k tend vers +00 (cf. Lemme B43] pour la définition de «). Soit ¢ un arbre calculant la fonc-
tion littéral f = x. Supposons que cet arbre soit enraciné par A (le cas ou la racine est étiquetée
par v se traite de maniére identique). La fraction limite de la famille des arbres A;(EO) calculant = et
n’ayant aucune feuille de premiere génération ne dépend pas du choix de x parmi les 2k littéraux
{z1,Z1,..., 2k, T1}. Dés lors, via la Proposition B3] comme A0) = |, 1i1i60a1 Aéo), asymptotique-

ment quand k tend vers 400,
1

N2k

Nous en déduisons que la fraction limite des arbres calculant x et n’ayant aucune feuille de premiere
génération est d’ordre (’)(k*S/ ?), et est donc négligeable devant la famille des simple-z. Nous pouvons
donc négliger cette famille et nous concentrer sur la famille des arbres ayant au moins une feuille de
premiere génération.

2k (AL)) < e (A©)) ~

Notons que les feuilles de premiere génération de t doivent toutes étre étiquetées par x, et que,
de plus, chaque sous-arbres enraciné en un nceud interne de premiére génération doit calculer une
fonction plus grande que z (au sens de la Définition B5.T]). Nous en déduisons qu’un arbre calculant



Section 3.6. Cas général : arbres minimaux et expansions. 81

x est presque slirement, asymptotiquement quand k tend vers +o0, un arbre enraciné par A (resp.
v), ayant au moins une feuille de premiére génération, dont les feuilles de premiére génération sont
étiquetées par z et dont les sous-arbres enracinée en des nceuds internes de premieére génération
calculent des fonction plus grandes que x (resp. plus petites que ).

On notera L;(z) la fonction génératrice des arbres calculant une fonction plus grande que z. Au
vu de la Proposition 3352 nous avons, asymptotiquement quand k tend vers 400,

L (2)
oo A'(2)

~ ug(Vrai).

Par symétrie, la série génératrice des arbres calculant des fonctions plus petites que z est égale a
L,(2). La série génératrice des arbres non négligeables calculant = est donc donnée par

z 1

L - 9,2
Zl—zl—Lm(z) ?

T.(z) =2

et sa fraction limite vérifie, asymptotiquement quand k tend vers +o0,

200 L4(2)  p(Vrai)

e (Te) = 1— pp, 2o A'(2) 2%2

Nous en concluons que, asymptotiquement quand k tend vers +o0

pr(Vrai)

pue) ~ () ~ B .

Les preuves développées dans cette Section sont généralisables pour toute conjonction ou dis-

jonction de littéraux : par exemple ((z1,...,x) — =1 Ax2 A x3). Nous ne détaillons pas ces preuves,
mais il est possible de montrer le lemme suivant :

Lemme 3.5.6

Pour tout entier p > 2, pour toute fonction (f : (z1,...,2) — a1 0...00p) OU ..., 0
sont des littéraux deux a deux distincts (ne contenant pas une variable et sa négation) et ot
o € {A, v}, asymptotiquement quand k tend vers +0o,

pr(Vrai) g (Vrai)
:uk(f) ~ Lp+1 = kL(f)

3.6 Cas général : arbres minimaux et expansions.

La preuve compléte de la Conjecture n’est pas encore établie. Nous avons pour idée de
suivre les étapes utilisées pour le modele de I'implication dans [FGGG12] : il s’agit de montrer que,
asymptotiquement quand k tend vers 400, presque tout arbre calculant f est une expansion d’'un
arbre minimal de f. Pour ce faire, nous calculons tout d’abord la fraction limite des expansions
d’arbres minimaux de f, puis, nous montrons que les expansions d’erpansions sont négligeables
devant les expansions d’arbres minimaux de f, et enfin, nous conjecturons que les arbres calculant
f, qui ne sont pas expansions (ou issus d’expansions successives) d’un arbre minimal de f, mais
de ce que nous appellerons un arbre irréductible, sont eux aussi négligeables. En pratique, si les
preuves des deux premieres étapes sont établies et détaillées dans cette partie, le traitement des
arbres irréductibles reste ouvert.
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3.6.1 Expansions

La notion d’expansion est la méme que celle introduite dans le traitement des arbres associatifs
du Chapitre 2 (cf. Définition 25.2)). Ceci dit, il semble qu’il suffise dans ce nouveau modele, de
considérer les T-expansions, et non les X-expansions (cf. Définition [Z5.3]), cela car les tautologies
ont une fraction limite d’ordre O(1) alors que les arbres calculant un littéral ont une fraction limite
d’ordre O(1/k?) (soit inférieur de deux ordres de grandeurs et non d’un seul comme dans le cas étudié
dans le chapitre précédent.), asymptotiquement quand k tend vers +oo.

Nous reprenons la notion d’expansion définie en Définition Pour toute famille d’arbres T,
on note E(T) 'ensemble des T-expansions d’arbres de 7. On notera E9(7) les arbres obtenus apres
q T-expansions consécutives & partir d’arbres de T, et E*(T) = {J,-0 E(T).

Remarquons que si 'on fait deux expansions successives en un arbre ¢, et si la seconde expansion
est faite en un nceud de ’arbre greffé lors de la premiere expansion, alors, ’arbre obtenu est une
T-expansion de t. Tout au long de notre étude, il nous suffit donc de considérer des expansions faites
successivement en des nceuds de 'arbre de départ.

Proposition 3.6.1

Asymptotiquement quand k tend vers +00, la fraction limite de E*(My) = o E(T), est
équivalente a la fraction limite de E(My). De plus,

(EM) = (57 )

Comme tout arbre de E*(My) calcule f, nous avons :

ui(f) = (B (M) = © (ﬁ) -

Démonstration: Soit ®,(z) la série génératrice des arbres obtenus aprés ¢ expansions successives d’un
arbre minimal de f, chaque expansion étant faite en un nceud de I'arbre minimal de départ. Etant
donné un arbre t., le nombre de fagons différentes de greffer cet arbre dans un arbre minimal ¢ de f
est donnée par

P = » (d(i) + 1)
¢ noeud interne de ¢

ou d(7) est l'arité du noeud i. Deés lors,
Po=ii+t]—-1
ol i; est le nombre de nceuds internes de t, et |¢| la taille de ¢. Comme t est minimal et comme

1 <4 < [%ﬂj (la forme binaire est celle qui maximise le nombre de nceuds internes, et un arbre
binaire & m feuilles a m — 1 noeuds internes),

Sig=1,

®i(z) < myz

3

03Dy

ot my est le nombre d’arbres minimaux de f, ot T'(z) est la fonction génératrice des tautologiesﬁ, ce
qui implique
BL(f)

< E ) < 2V GEE) Jim .
o ( (,/\/lj) my 5 P lek )

L) i 1'(2)
myL(f)pe Jim o)

3. Rappelons que A(z) < B(z) si, et seulement si, pour tout entier n, [2"]A(z) < [2"]B(?)
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Comme, asymptotiquement quand k tend vers +00, p(Vrai) = ©(1) (cf. Théoréme B23]), et comme

Pk ~ ﬁ quand k tend vers 400, nous obtenons

ue(E(My)) = © (ﬁ) '

Si lon fait ¢ expansions successives en des nceuds d’un arbre minimal de f, il y a au plus [3/2L(f)]
emplacements différents pour la premiére, |3/2L(f)]| + 1 pour la seconde, et ainsi de suite. Deés lors,

D,(2) < msz(f) (lB/QL(”Z;)J + q) T(2)?

ce qui implique

n(E"(My)) = lim i‘f((;) <mypp'! (W 2L(‘§)J " q) gT(pr)""" lim 2:8

<myspoy g (WQL(?J " q) T(pr)*" pux (Vrai).

Si g = 2, asymptotiquement quand k tend vers 400,
3/2L + -
k(B4 (M) < Pmyq (U (é)J q) P DT (o),

ol la constante 3 vérifie 0 < 8 < pg(Vrai) (pour tout entier k) est définie dans le Théoréme BZ3]
Pour conclure,

(B2 M) < g Y (VIO 70

q=2 4
_ [%2L()] + (g +1) g
= amsel S (L) 10

— mfpé(f)T(pk) Z (g+1) ([3/2L({Q)J++1gq + 1)) T(pk)q_l.
g=1

Comme (g + 1) ([3/2L({q)J++1gq * U) = —C+§+1q(0;q), on obtient,

1k(B22(M ) < (C + 2)mfp£(f)T(pk) Z q ([3/2L(f)J + Q> T ()"

q=1 4

D’aprés [GKP94| page 174], pour tout C' € N,

C+m 1
m= 3.3
mz< ") = e (33)
Des lors,
= m (1 _ Z)C+27
et

[%2L(f)] +1
(1 —T(p))FLNI+2"

Enfin, comme T'(p;) < B(pr) < 1/v2k (car une tautologie ne peut étre un arbre de taille 1),

e (E2(M)) < Bmgpy T (o)

>2 _ 1
pu(E (Mf))—o<m :
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3.6.2 Arbres irreductibles
Définition 3.6.2
Soit t un arbre associatif. Si t ne peut étre obtenu comme T-expansion (valide) d’un arbre

plus petit, alors t est un arbre irréductible. On notera Iy I’ensemble des arbres irréductibles
calculant f qui ne sont pas des arbres minimaux de f.

Un arbre calculant f est une expansion (ou issu d’une succession d’expansions) soit d’un arbre
minimal de f, soit d’un arbre irréductible de f :

pe(f) < pi(E* (M) + i (E™(Z5))- (3.4)

Conjecture 3.6.3

Asymptotiquement quand k tend vers +oo,

(B (1) = o (57 )

Montrer cette conjecture permettrait de prouver la Conjecture

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons ébauché 1’étude d’un nouveau modele d’arbres associatifs dans
lequel la taille d’un arbre est calculée en terme de noeuds, et non plus en terme de feuilles. Ce
changement, minime & premiere vue, met en échec les approches utilisées dans les cas classiques
d’arbres aléatoires, notamment la théorie des motifs de Kozik. Dans ce chapitre, nous étudions la
probabilité des fonctions constantes, celle des fonctions littéral et présentons les premieres étapes
d’une étude possible du cas général.

La preuve de la Conjecture reste ouverte. Nous avons montré qu’un moyen de clore cette
preuve est de terminer I’étude des arbres irréductibles en démontrant la Conjecture 3.6.3

Il est remarquable que, bien que les méthodes de preuve usuelles s’averent inefficaces, nous
conjecturons un comportement similaire a celui des distributions arborescentes usuelles (cf. Cha-
pitre 2]), & savoir un comportement de p(f) en ﬁ quand k tend vers +00. Ce modele n’est donc
finalement pas si différent du modele o la taille est mesurée en nombre de feuilles.



Chapitre 4

Arbres implicatifs généraux

4.1 Des arbres implicatifs non binaires, non plans

L’idée de ce chapitre est la méme que celle du Chapitre 2 : il s’agit de définir de nouveaux mo-
deles d’arbres prenant en compte les propriétés logiques inhérentes au connecteurs logiques. Dans
ce chapitre, nous nous intéressons aux arbres implicatifs, dont les nceuds internes sont donc tous
étiquetés par le connecteur —. Ce connecteur a la propriété suivante : toute formule implicative
s’écrit (A1 — (A2 — ... (A, — «))) ou Ay,..., A, sont des formules implicatives, et I'ordre des
prémisses Ai,..., A, n’influe pas la fonction booléenne calculée par cette formule. D’un point de
vue arborescent, un arbre de I'implication binaire plan peut étre décrit comme une branche droite
de longueur p de nceuds internes étiquetés par —, dont les fils gauches sont des arbres implica-
tifs T1,...,T, et dont la feuille extréme est étiquetée par un littéral positif a € {z1,...,zx}. Les
arbres obtenus par permutation des arbres T1,...,7T, calculent tous la méme fonction booléenne
(cf. Figure [A.T]).

Afin de prendre en compte cette propriété, nous représenterons la formule booléenne (4; —
(A2 = ...(A, — «))) par un arbre non-binaire, non-plan, dont la racine est étiquetée par o, et
donc les sous-arbres représentent les formules Ay, ..., A,. Ce modele est un nouveau modele prenant
en compte les propriétés logiques du connecteur —. La taille d’un tel arbre implicatif sera le nombre
de ses feuilles, et donc le nombre de littéraux intervenant dans la formule implicative associée : cette
notion de taille est bien la méme que dans le cas binaire plan, et les comparaisons entre ces deux
modeles seront donc sensées.

Considérons la distribution uniforme sur les arbres implicatifs généraux de taille n étiquetés
sur k variables : nous montrerons que la suite des distributions induites sur JFj converge vers
une distribution limite pz quand n tend vers 4oo. L’objet de ce chapitre est d’étudier uj et de
comparer cette nouvelle distribution & celle obtenue dans I’étude de arbres implicatifs binaires
plans (cf. Section [L3.2]). Nous verrons que les méthodes utilisées dans le cas classique s’adaptent
sans difficulté a ce nouveau modele et que les raisonnements deviennent plus simples de par la
structure minimaliste des arbres considérés : 'information superflue du connecteur — qui apparait
sur tous les nceuds internes dans le cas binaire plan est ici sous-entendue. Par ailleurs, cette nouvelle
distribution a un comportement tres similaire a celle du cas classique, méme si nous verrons que les
deux distributions ne sont pas égales.

La Section [4.2] définit le modele étudié et énonce le résultat principal de ce chapitre ; elle contient
aussi la preuve de l'existence de la distribution asymptotique quand n tend vers 400 (via le théoréme
de Drmota-Lalley-Woods). La Section 3] est consacrée a 1’étude des tautologies dans ce modele :
nous y montrons en particulier que, asymptotiquement quand k tend vers 400, presque toute tauto-
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logie est simple. La Section [L.4] est consacrée a la preuve du résultat principal : les méthodes utilisées
sont celles introduites dans le cadre du modele implicatif classique (cf. Fournier et al. [FGGG12]).

4.2 Description du modele et résultat principal

Définition 4.2.1

Une formule (ou expression) implicative est soit une variable de {xi,...,z}, soit une
expression de la forme {A;, Ag,... Ay} — o ou Ay, ..., Ay, sont des formules implicatives, et o
un littéral de {x1,...,x}. L'ordre des prémisses Ay, ..., A, ne change pas la fonction booléenne
calculée par cette expression : toutes les expressions {Ag(l), Ag(2)s- - ,Ao(p)} — « oll 0 est une
permutation de {1, ..., p} sont égales. La variable « est le but de cette expression. La taille d'une
formule est le nombre de variables qui y apparaissent, en comptant les éventuelles répétitions.

Remarque : Rappelons qu’une variable est un élément de {zi,...,z;}, et qu'un littéral est
une variable ou la négation d’une variable. Comme dans ce chapitre, nous ne considérons que des
littéraux positifs, les termes variable et littéral représentent le méme objet, & savoir un élément de

{1‘1, v ,a;k}.

Exemple : Les deux formules {(x1 — z2), 21} — 23 et {z1, (1 = x2)} — x3 représentent la méme
fonction booléenne ((x1,...,zx) — (z1 A (1 — x2)) — x3). Ces deux formules sont de taille 4.

Les formules implicatives peuvent étre représentées par des arbres. Considérer des arbres non
plans nous permet de représenter par un méme arbre les expressions identiques a permutation des
prémisses pres.

Définition 4.2.2 (cf. Figure

Un arbre général implicatif est un arbre non plan enraciné dont les nceuds sont étiquetés par
des variables de {z1,...,x}. La taille d’un arbre général implicatif sera le nombre total de ses
neceuds. L’ensemble de tous les arbres généraux implicatifs est noté Z, et le nombre de ces arbres
de taille n est noté I, j..

Les arbres généraux implicatifs sont une représentation naturelle des expressions implicatives :
I’étiquette de la racine est le but de ’expression représentée par un arbre, et les sous-arbres en sont
les prémisses. Les deux notions de taille sont elles aussi cohérentes : un arbre de taille n représente
une formule de taille n.

Définition 4.2.3

Soit f € Fi. On note I, ;(f) le nombre d’arbres implicatifs généraux calculant f et

In,k(f)

[n,k

Nn,k(f) =

la proportion d’arbre de taille n calculant f. On s’intéresse a la limite de cette proportion quand
n tend vers 4o :

pe(f) = Hm pnk(f),

n—+0o0

et on appelle cette limite, si elle existe, probabilité de f.
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TN,

FIGURE 4.1 — Cet arbre est un arbre général implicatif qui représente [’expression

Al — (A — (A3 — ... (Ap = @))) ot A, ..., A, sont les expressions représentées
par les arbres générauzx implicatifs Ty, ..., ).
T

N
T

FIGURE 4.2 — Cet arbre général implicatif représente la fonction booléenne
((x1,...,2) — (z3g = x1)).

g

Remarque : Comme signalé en préliminaire de ce mémoire, le systéme logique de 'implication
n’est pas complet. Une fonction booléenne non expressible dans ce systeme aura donc une probabilité
nulle dans ce modele. Il nous sera parfois nécessaire de ne considérer que les fonctions expressibles
dans le systeme de 'implication : nous noterons & cet ensemble.

Lemme 4.2.4

Pour toute fonction f € &, la probabilité

pe(f) = Hm g i (f)

n—+0o0

existe et est strictement positive.

Démonstration: La famille des arbres généraux implicatifs est décrite par la spécification suivante :
7 = L x multiset(Z),

ou L est 'ensemble des variables {z1,...,zx}. Par la méthode symbolique, la série génératrice des
arbres généraux implicatifs est donc donnée par

= Z I 12" = kzexp (2 P(jl)> .

n=1 =1

Pour toute fonction booléenne fixée, posons
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Via la méthode symbolique, nous obtenons

k 4w +fI()
Bo-tpw eSS [Ten(3 )

J=1l=1{g1,....g¢} pa;=f P=1 1=1

ou Iy 1y vaut 1 si f est une fonction littéral et 0 sinon, ou I'indice j correspond au choix de la
variable qui étiquette la racine de I’arbre et 'indice ¢ représente le nombre de fonctions booléennes
deux a deux distinctes calculées par au moins un sous-arbre de la racine. La somme intérieure se fait
donc sur tous les différents choix de £ fonctions booléennes distinctes vérifiant la condition indiquée.
Cette équation étant vérifiée pour toute fonction booléenne f de Fj, 'ensemble des ces équations
forme un systeme d’équations fonctionnelles.

Remarque : Le théoreme de Drmota-Lalley-Woods nécessite une hypothese de forte connexité du
graphe de dépendance du systéme d’équations fonctionnelles. Pour que cette hypothese soit vérifiée,
il ne faut considérer que les fonctions booléennes expressibles dans le systeme de I'implication, i.e. les
fonctions de &, par définition.

Le théoréme de Drmota-Lalley-Woods [Drm09| Lal93l Woo97] (cf. [FS09, page 489]) peut étre
appliqué & ce systéme (une vérification des hypotheses dans le cadre du modéle des arbres binaires
de I'implication peut étre lue dans [FGGGI2| ; nous ne détaillons pas cette vérification ici) : les séries
génératrices (I7(z))res, ont toutes la méme singularité ny, et cette singularité est de type racine
carrée. Le lemme de transfert de Flajolet et Odlyzsko [FO90| permet donc d’affirmer que, pour toute
fonction booléenne de &, il existe une constante ci(f) > 0 telle que, asymptotiquement quand n
tend vers +o00,

Lni(f) ~ er(f)n™"ngm.

Notons que, asymptotiquement quand n tend vers 400,
Lo = 2 Tni(f) ~ cxn™ "7,
fEEK
ou ¢, = Zfegk ck(f) > 0. Deés lors, asymptotiquement quand n tend vers 400,

L(f) _ alf)

In g Cck

Nn,k(f) = > 0,

et uk(f) existe pour tout f € & et est strictement positive. ]

L’objectif de ce chapitre est d’étudier la probabilité d’'une fonction f, notamment en fonction
de sa complexité. Nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.5

Soit f une fonction booléenne de &, dont le nombre de variables essentielles E(f) ne dépend
pas de k. Alors, il existe une constante Ay > 0 telle que, asymptotiquement quand k tend vers
+00,

e 1
mef) = 1o O (kL(f)+2) :

4.3 Tautologies

La premiere étape de la preuve du Théoreme est I’étude des tautologies, i.e. de la fonction
constante Vrai. Pour énumérer les tautologies, nous allons montrer que, asymptotiquement quand k
tend vers +00, presque toute tautologie est simple. Nous suivons les étapes de la preuve développée
dans le cadre des arbres binaires plans de I'implication (cf. [FGGZ10]).
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Définition 4.3.1 (cf. Figure

Une tautologie simple est un arbre général implicatif dont exactement une prémisse est de
taille 1 et est étiquetée par la méme variable que la racine. Si cette variable est x, on dira que
cette tautologie simple est réalisée par x.

x

TN

T T e T,
FIGURE 4.3 — Une tautologie simple réalisée par la variable x.

Définition 4.3.2 (cf. Figure [4.4))

Une simple non-tautologie est un arbre général implicatif dont I'étiquette de la racine est
différent des étiquettes de tous ses enfants.

T

FIGURE 4.4 — Une simple non-tautologie : x ¢ {x;,...,x;,}.

Définition 4.3.3 (cf. Figure [4.5)

Une non-tautologie moins simple est un arbre général implicatif tel que
— exactement un enfant de la racine, noté s, a la méme étiquette x que la racine,
— le sous-arbre enraciné en s est de taille au moins 2,
— toute étiquette d’un enfant de s est différente de toutes les étiquettes des nceuds a hauteur 1
dans I'arbre, et tous les petits-enfants de s ont une étiquette distincte de x et de I’étiquette
de leurs parents respectifs.

Remarque : Comme leurs noms l'indiquent, les tautologies simples calculent la fonction constante
Vrai, et que les non-tautologies simples ainsi que les non-tautologies moins simples ne calculent pas
la fonction Vrai.

Nous allons montrer que presque toute formule est, asymptotiquement quand k tend vers +oo,
une tautologie simple, une non-tautologie simple ou une non-tautologie moins simple. Ce résul-
tat impliquera que, asymptotiquement quand k tend vers +o0, presque toute tautologie est une
tautologie simple.

On notera ST l’ensemble des tautologies simples, NS7T and LNST les ensemble des non-
tautologies simples et des non-tautologies moins simples respectivement. De plus, on notera ST, ,
NST, et LNST, ; respectivement, le nombre de tautologies simples, non-tautologies simples et
non-tautologies moins simples de taille n et étiquetées sur k variables.
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/\
ANANEVANVAN

les (T3)i=1..p sont des arbres enracinés respectivement par les
w; & {x,y1,...,yr} et dont les nceuds de premiére génération sont étiquetés
par les z;; ¢ {z,w;} :

/NN /N

FIGURE 4.5 — Une non-tautologie moins simple.

Théoréme 4.3.4

Asymptotiquement quand k tend vers +00, presque toute tautologie est simple. Autrement dit,
asymptotiquement quand k tend vers +co,

ST,
pr(Vrai) ~ lim Eomk

n——+00 In,k

Pour montrer ce résultat, nous allons montrer que, asymptotiquement quand k tend vers +oo,

lim

n—-+00 In,k

ST+ NST, .+ LNST, i 1
2 2 =~ =1-0 ﬁ

ce qui impliquera

ST, 1
pr(Vrai) = lim kLo <ﬁ) .

n—+0o In,k

ST, 1
La proposition suivante nous assure que lim,,_, ;o T, k est d’ordre % et que les termes en O (p)

sont en effet négligeables devant la contribution des tautologles simples.

Proposition 4.3.5

Asymptotiquement quand k tend vers +o0,

lim %=i+o<i).

n—+0o I 1 ek
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Démonstration: Par définition, ’ensemble des tautologies simples est défini par la spécification sui-
vante :

L x Z x multiset(Z\Z),

ou Z et L sont respectivement ’ensemble des arbres généraux implicatifs et I’ensemble des variables
{x1,..., 2}, et Z est 'ensemble constitué d’une seule variable. L occurrence du Z dans la spécification
correspond a I'unique occurrence de la variable de la racine parmi les noeuds de premiere génération.
Par la méthode symbolique, la fonction génératrice des tautologies simples est donc donnée par

ST(z) = kz%exp (2 W) = zI(z) exp (— 2 Z{) =z(1 —2)I(z). (4.1)

=1 =1

Nous pouvons déduire de cette équation que les fonctions génératrices ST(z) et I(z) ont la méme
singularité dominante ng, et que cette singularité est de type racine carrée. Des lors,
ST . ST'(=)

lim = lim .
no+n I, zome 1'(2)

Nous avons
ST'(z) ~ (A—=2)(2) =2I(z)  =(1-— z)I’(z)'

= +
I'(2) I'(2) I'(2) I'(2)
Comme 7, est une singularité de type racine carrée de I, nous savons que I'(z) tend vers +00 quand
z tend vers 1. Deés lors, les deux premiers termes de cette somme tendent vers 0 quand z tend vers
Mk, et

ST'(z)
——— = (1 — ).
Ao Ty )
A défaut de connaitre une formule close pour 7, il nous faut déterminer son comportement asymp-
totique quand k tend vers 400 : via une application du théoréme des fonctions implicites (cf. [Drm09,

Theorem 2.19]), (nx, I(ny)) vérifie le systéme d’équations

Y = kXQ(X)eY
{1 = kXQ(X)eY

ou Q(z) = exp (Zi>2 I(’:i)) est une fonction analytique en ng. Dés lors, Y = 1 et X = W(X)

Comme Q(z) > 1 pour tout réel positif z, et comme X = n; est un réel positif, nous obtenons
X=0 (%) Pour tout entier 7 > 2,

I(XY) = Y Lp X" = X7 L Xm0 X7 3L X = XX,

n=1 n=1 n=1

Donc, asymptotiquement quand k tend vers 400,

1nQ(X)=ZI(T),(i)<I(X)2Xi__1 =§27i =%(—1n(1—X)—X)~X=O<%).

i>2 iz ¢ i>2

Autrement dit, Q(X) = 1+0 (%), et X = i +0 (1712) En réinjectant ce développement asymptotique
dans le systeme, il est possible d’obtenir

11 1
- _t0(=
TSk T 2em T <k3>

développement qui nous sera utile plus tard. Nous obtenons donc finalement, grace au premier ordre

du développement de ng, lim,_,,, %S) =n(l—m) = i +0 (1712) [ ]

Résumons dans le lemme suivant les résultats obtenus sur la singularité dominante de () :
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Lemme 4.3.6

Soit I(z) = >,>1 Ink2" la fonction génératrice des arbres généraux implicatifs, et soit ny sa
singularité dominante. Alors,

1 1 1
™= o T ger T O (E) :
et
I(nk) = 1.

Proposition 4.3.7

SNT,
In,k:

Asymptotiquement quand k tend vers +o0, lim,_, | o

—1-3+0 ().

Démonstration: L’ensemble des non-tautologies simples vérifie la spécification suivante :
SNT = L x multiset((£\Z) x multiset(P)).
Comme, par la méthode symbolique, le terme (£\Z) x multiset(P) donne un terme

(k —1)zexp (Z I(jl)> = k—;ll(z)

=1

dans la fonction génératrice de SN'T, on a :

SNT(z) = kzexp <k—;1 ) @) = kz <@> L (k) I(2)

= kz

Deés lors,
1k k—1 k-1 k—1—k

SNT'(z) = %(kz) FI(z)F + T(kz)l/’“f'(z)l(z) z

Silon divise SNT'(z) par I'(z) et si 'on consideére la limite quand z tend vers 7, le premier terme
de la somme tend vers 0. Comme de plus I(n;) = 1, nous obtenons

_ SNT,. .. SNT'(z) k—1/[1\" 1 1\? 1 2 1
1 k) - Z ~—V=-(1_-2 ~)=-1_z -
notn i aome T(2) F\s) T\ r) PO\ m FO\E)

ce qui conclut la preuve. |

Proposition 4.3.8

Enfin, asymptotiquement quand k tend vers +00,

. LSNT,r, 2- /e 1
nl—lg-loo I, 1 Tk +0 (ﬁ) '

Démonstration: Sil’on exige qu’au moins deux étiquettes parmi yq, .. ., y, (cf. Figure[LH]) soient égales,
cette contrainte supplémentaire rajoute un facteur % asymptotiquement quand k tend vers +00. Des
lors, la famille des non-tautologies moins simples vérifiant cette contrainte est négligeable devant les
non-tautologies moins simples ne la vérifiant pas. Cet argument qualitatif pourrait étre justifié par
le calcul en utilisant la méthode symbolique ainsi que la manipulation des séries génératrices. Nous
omettons les détails.
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Supposons deés lors que les étiquettes y1, . . ., y, sont deux a deux distinctes. On fixe 'entier r > 0
et les variables {x, y1,...,y,}. Soit G(z) la fonction génératrice des arbres de la forme des (7;);c(1
(cf. Figure[4.3). La racine des (7;);e(1,... py doit étre étiquetée par une variable qui n’appartient pas a
{x,y1,...,yr} et deux variables sont interdites pour I'étiquetage des noeuds de la premiére génération :
on notera 7, la famille des arbres vérifiant ces contraintes. La série génératrice de 7, est donnée par

G(z) = (k—r—1)zexp < b 3 21(2. )> = (k—r—1)zexp <Z I(:Z)> = (k—r—1)z (%)T )
i>1 izl (4.2)

car I(z) = kz Zz>1 Z. =Y . La famille des non-tautologies moins simples est définie par la spécification
suivante :

LSNT =Lx Zx | (k ; 1>(Z x multiset(Z))" x (multiset(7,)\{}).

r=0

Le terme £ x Z représente la racine et la feuille de premiére génération qui a la méme étiquette
que la racine, et le terme (kzl) compte le nombre de choix possibles pour les variables yi, ..., y,.
Comume les sous-arbres enracinés en y1, . .., y, sont, de fait, tous différents, le terme Z x multiset(Z)
représente la famille eds arbres dont la racine est déja étiquetée, ce terme est élevé a la puissance r
pour représenter un ensemble (et non un multi-ensemble) de r arbres dont la racine est déja étiquetée
(c’est un ensemble car les racines des arbres de cet ensemble sont distinctes deux a deux). Enfin,
I'arbre enraciné en = a pour sous-arbres des arbres de la forme des (7});eq1,....py (cf. Figure L3) mais
ne peut étre réduit au nceud x. Via la méthode symbolique, nous avons donc, comme la fonction
génératrice de Z x multiset(Z) est donnée par %

LSNT(2) = k= 2;)( ) ( (/:)) (eXp <; G(Z.Zi)> —1)

s 22 ( ) ( (kz)>r o Z (k—ri— 1)zt (]]i;)>7 i

r=0 =1

k-2

Notons Q(z) = exp (Zi>2 @ (I,g;)) T), de sorte que

LSNT(z) = kz 22( )( (l:)>r(e%62(z)—1).

r=0

Des lors, asymptotiquement quand k tend vers +o0,

. LSNT'( ()"
Ji%pi ’“”k2< )T

=0

<<$(l‘? —r=1m (2(—77213> T 7") Q(nk)e(kfr’l)""(lm))_ - T) :

Il est possible de voir que tronquer cette somme a % ne change pas le comportement asympto-
tique quand k tend vers +00. Comme (k — 1),/k" ~ 1 quand k tend vers +oo. De plus, au vu du
Lemme [£36] I(ng) = 1 et ng ~ i asymptotiquement quand k tend vers +o0. Dés lors, Q(nr) ~ 1,
et, asymptotiquement quand k tend vers +o0,

y s, B s
lim LSNT(z) 1 o (E— 1) ((kk2(k—r—1)( /ke +r> elk—r—1)gre % —r),

zome I'(2) ke? rlkr
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ce qui implique

zome I'(2) ke — r! ko ek’ ]

Il est intéressant de noter que les tautologies simples, non-tautologies simples et non-tautologies
moins simples jouent exactement le méme role que dans le modele de 'implication classique (cf. [FGGZ07]),
et qu’elles suffisent & décrire, asymptotiquement quand k tend vers 'infini, tous les arbres typiques.

Démonstration du Théoréme [4.3.4]: Les Propositions .3.5] 1.3.7] et .38l impliquent que, asympto-
tiquement quand k tend vers o0,

. ST, +NST, . +LNST, 1
lim ’ : —=1-0|-=5),
n—+x0 In,k k2

ce qui implique donc

ur(Vrai) = nl_l)IJIrlL Ton +0 (ﬁ) . -

4.4 Probabilité d’une fonction générale

Pour démontrer le Théoreme .25 nous adaptons les idées utilisées dans [FGGGI12] et nous
définissons les expansions d’un arbre général implicatif.

Définition 4.4.1

Etant donné un arbre général implicatif t, nous appelons expansion de t un arbre obtenu en
ajoutant a un nceud v de t un nouveau sous-arbre t..

— Si cette expansion calcule la méme fonction booléenne que t, nous dirons que c’est une
expansion valide.

— Si te est une tautologie simple, cette expansion est une T-expansion de t. Remarquons
que pour tout choix de v, une T-expansion de t est valide.

— Si t. a exactement un sous-arbre de taille 1, si 'unique nceud de ce sous-arbre est éti-
queté par x, alors cette expansion est une x-prémisse-expansion. Si v a un ancétre
étiqueté par x ou est lui-méme étiqueté par x, alors cette x-prémisse-expansion est valide
(cf. Figure[4.0).

— Si la racine de t. est étiquetée par x, alors cette expansion est une x-but-expansion. Si
v est le parent d’une feuille étiquetée par x ou si v a un ancétre dont 1'un des fréres est
une feuille étiquetée par x, alors cette expansion est valide (cf. Figure [4.7).

Soit f une fonction de Fj dont le nombre de variables essentielles, E(f) ne dépend pas de k. On
note E;(My) (resp. Ep(My), resp. E4(My)) I'ensemble des T-expansions (resp. prémisse-expansion,
resp. but-expansion) valides d’un arbre minimal de f, et E(M) I'union de ces trois ensembles. De
plus, pour tout n > 1, on notera E(Mj),  le nombre d’expansions de taille n d’arbres minimaux
de f.

Lemme 4.4.2

Pour toute fonction booléenne f fixée, il existe une constante Ay > 0, telle que, asymptotique-
ment quand k tend vers 40,

o EMp)ak Ny 1
FLULN T = o O\ e )
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AN

FIGURE 4.6 — Une z-prémisse-expansion valide en v (pour tout y € {x1, ..

.,Ik}).

TN

FIGURE 4.7 — Une z-but-expansion valide en v (pour tout y,z € {z1,..

.,:Ek}).
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Démonstration: Soit « € {z1,...,2%}, on note &, l'ensemble des arbres généraux implicatifs dont la
racine est étiquetée par x, et par G, 'ensemble des arbres dont au moins un sous-arbre est une
feuille étiquetée par z. Toute z-prémisse-expansion (resp. z-but-expansion) d’un arbre ¢ est obtenue
en greffant un arbre de &, (resp. G;) en un noeud v de t.

Via la méthode symbolique, nous pouvons calculer la fonction génératrice de la famille £, pour
xe{zy,...,zk} fixé :

E,(z) = k2° expz W =2(1—2)I(z) = ST(z),

ou ST(z), rappelons-le, est la série génératrice des tautologies simples, calculée dans la Section E3]
Equation (£1]). Nous pouvons en déduire (les détails sont omis) que

y, BIEG) 1 o(1)

n—+x0 In,k ek k2

De méme, la fonction génératrice de la famille G, est donnée par

I(2)
Gac - T3
() ==
o "G 1 1
lim [="1G.(2) =—+0 (—)
n—+m0 ok n k2
Soit ¢ un arbre. Définissons
p(t) = 2 #sommets de t ol une z-prémisse-expansion valide est possible,
ze€{x1,...,TL}
g(t) = Z #sommets de t ot une z-but-expansion valide est possible.
ze{x1,....TL}
Deés lors,
o EMpng [z "B, (2) (2" ]Ga (2) [z “]ST ()
Jdm =S = lm > (e T o) LD

teMy

1 1 1 1
= (ek)L(f) (APJ + )‘(]E + L(f)&) )
ol Ap = Zter p(t) et Ag = Zter g(t). Posons
1 A L
e (2 D)

LN \ e

alors,

im EMonk A <71 ) .

n—+00 In,k kL(f)+1 kL(f)+2

Notons que, dans ce calcul, nous avons compté plusieurs fois les arbres qui peuvent étre obtenus a
partir de différents arbres minimaux de f, via différents types d’expansions. Mais ces arbres vérifient
donc deux contraintes, qui chacune introduisent un facteur multiplicatif 1/k. Cette remarque peut étre
rendue rigoureuse par le calcul (les détails sont omis ici), et le double-comptage effectué s’avere étre
négligeable. |

Le lemme suivant nous assure qu’il suffit de considérer les expansions d’arbres minimaux de f :
les expansions d’expansions d’arbres minimaux de f sont négligeables devant les expansions d’arbres
minimaux de f. Pour tout entier p > 1, nous noterons EP(My) les arbres obtenus par p expansions
successives dans un arbre minimal de f.
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Lemme 4.4.3

Asymptotiquement quand k tend vers 4+, la fraction limite des arbres obtenus aprés deux
expansions (et non une seule expansion) d’un arbre minimal de f vérifie :

p (U Ep(Mf)\E(Mf)> =0 (a7 )

p>2

Démonstration: Soit ¢ un arbre minimal de f. Soit  une but-expansion de ¢. On note donc t, I'arbre
rajouté dans ¢ pour obtenir £. Dés lors, tout arbre obtenu par une expansion en un nceud de ¢, est
toujours une but-expansion de ¢.

Soit £ est une prémisse-expansion de ¢ ou une T-expansion de ¢. On note donc t, I'arbre rajouté
dans t pour obtenir £. Si nous faisons une seconde expansion dans f, si cette expansion est faite en
Punique nceud de t. dont 1’étiquette est la méme que celle de la racine de t. (ou en I'unique noeud
réalisant la but-expansion), alors, I’arbre obtenu aprés les deux extensions n’est peut-étre pas dans
E(My). Calculons la fonction génératrice de ces arbres obtenus en réalisant une seconde expansion
en un nceud précis du premier arbre greffé :

N(z) = E(2)(Ez(z) + Eg(z) + ST(2)).

Des lors, la proportion limite de cette famille d’arbre est d’ordre O (W)

Le méme raisonnement peut étre effectué si la premiere expansion réalisée est une T-expansion.
Lorsque nous considérerons des expansions successives dans un arbre minimal de f, nous pourrons
donc nous restreindre a des expansions qui se feront toutes en des nceuds de 'arbre initial.

La fonction génératrice des arbres obtenus apres k expansions dans k nceuds d’un arbre minimal

vérifie :
L(f) ko L(f)
Gi(2) & — 7= (Ee(2) + Bp(2) + Eg(2)) mpz ™.
Des lors, la proportion limite de ces arbres est d’ordre O (m), pour tout k > 2. |

Etant donné un arbre t, il est possible de simplifier cet arbre en supprimant les arbres qui
réalisent une expansion valide. Les arbres qui apres simplification appartiennent a M sont donc
des éléments de F(M ). Malheureusement, certains arbres calculant f ne se simplifient pas jusqu’a
obtention d’un arbre minimal de f. Nous devons donc controler la contribution de ces arbres a

1k (f)-
Définition 4.4.4
Un arbre irréductible est un arbre qui ne peut étre simplifié par suppression d’expansions

valides. Soit f une fonction booléenne. Un arbre irréductible de f est un arbre irréductible
calculant f et qui n’est pas minimal pour f. On note J; I'ensemble des arbres irréductibles de

f.

Un exemple d’arbre irréductible est décrit dans [FGGG12] pour le modele de 'implication bi-
naire. Ce modele se traduit immédiatement pour notre modeéle puisque les expansions sont une
généralisation directe des expansions décrite dans [FGGGI12].

La derniere étape de la preuve du Théoréme est de montrer que la contribution des arbres
de E*(Jys) (i.e. I'ensemble des arbres obtenus par un nombre arbitraire d’expansions successives
d’un arbre irréductible de f) a la probabilité de f est négligeable, asymptotiquement quand k tend
vers +00. Pour ce faire, nous adapterons des idées de [FGGG12] : nous devons montrer cet analogue
du Corollaire 25 de [FGGG12].
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Lemme 4.4.5

Soit I' € {w1,..., 2} un ensemble dont le cardinal ne dépend pas de k. Soit A} I'ensemble des
arbres généraux implicatifs qui ont au moins p neceuds de hauteur au plus q et étiquetés par une
variable de I'. On note E*(AD) = { J,.~ E¥( (AD) et E*(2) la fonction génératrice de cet ensemble.

Alors, ) (1)
lim S22 o =),

n—+0o0 In,k k‘p

Démonstration: Soit B! I'ensemble des arbres de hauteur au plus ¢ avec au plus pg nceuds dont au

moins p sont étiquetés par une variable de I". Soit X (Bg) I’ensemble des arbres obtenus en rajoutant a
chaque nceud interne d'un arbre de BY un nombre arbitraire de sous-arbres. Notons que AP < X (BY).
On notera @, ,(2) la fonction génératrice de 'ensemble BY. Alors,

2184, (2) < et (ﬁ) PR,

ou 7 est le cardinal de I' et ¢, une constante.
Ajouter un multi-ensemble d’arbres en un nceud d'un arbre de BY donne une contribution multipli-

cative exp (3,5, [(z')/i) = P()/kz en terme de fonctions génératrices. Dés lors, la fonction génératrice
Ox,  (2) de X (B,,p) vérifie

Z Z
[z"®x,,(2) < [2"] D] « (ﬁ) PR — = ki Z "CeI (2

L<pq

ot Oy est une constante. Comme I(z) et I*(z) ont la méme singularité dominante, et comme cette
M=) ]1 (Z)

vers une constante strictement positive quand n tend vers +00. Dés lors, pour tout f 11 existe une
constante K, telle que

singularité est de type racine carrée pour les deux fonctions, nous en déduisons que converge

["]®Px,,(2) _ 1
T St

ce qui implique que la proportion limite de I'ensemble AP est d’ordre O (kip), asymptotiquement
quand k tend vers +oo0.

Gréce a ce lemme, les preuves de [FGGG12] peuvent étre adaptées littéralement & notre nouveau
modele de I'implication. L’idée est de définir une famille N’ comme 'union d’ensembles de la forme

AP qui satisfont tous p > L(f)+1. Ainsi, la proportion limite de la famille A" est d’ordre O (m)

et la contribution des arbres de N & la probabilité de la fonction f est donc négligeable. Il s’agit
ensuite de partitionner les arbres irréductibles de f en cing sous-ensembles selon leur taille et selon
le nombre de variables essentielles et inessentielles de f qui apparaissent comme étiquettes de ces
arbres. Chacun de ces cinq sous-ensembles sera soit vide, soit inclus dans N. Tous ces arguments
sont développés dans [FGGG12], et sont transposables tels quels & notre nouveau modéle. Nous ne
détaillons donc pas ici la preuve du lemme suivant, qui cl6t la preuve du Théoreme :

Lemme 4.4.6

k tend vers +o0,

(BT = O (753 )

La proportion limite des expansions d’arbres irréductibles de f vérifie, asymptotiquement quand
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Démonstration du Théoréme [4.2.5]: . L’ensemble des arbres représentant une fonction f fixée est
I'union des ensembles suivants : I’ensemble My des arbres minimaux de f, 'ensemble E(My) des
expansions d’arbres minimaux de f, Pensemble EZ?(M ) des arbres obtenus aprés au moins deux
expansions d'un arbre minimal de f, et 'ensemble E*(J;) des arbres obtenus aprés un nombre
arbitraire d’expansions d’arbres irréductibles de f.

Asymptotiquement quand k tend vers +oo, au vu des Lemmes 43| et E.4.0] 'ensemble E(My)
est le seul & contribuer & la probabilité de f. Cette contribution, donnée par le Lemme LZ2] conclut
donc la preuve. |

4.5 Conclusion

Dans ce modele des arbres généraux implicatifs, les connecteurs implication qui apparaissaient
dans le modele binaire plan, sans apporter d’information (puisqu’un seul connecteur était autorisé)
ont disparu. La taille des arbres généraux reste le nombre de noeuds étiquetés par des variables,
tout comme dans le cas binaire plan, et la comparaison entre les deux modeles est donc légitime. Ce
chapitre nous aura permis de démontrer que, tout comme dans le cadre et/ou, la prise en compte
des propriétés logiques des connecteurs utilisés dans un modele d’arbres, ici la commutativité des
prémisses d’une formule implicative, ne change pas le comportement global en ﬁ de la distribu-
tion induite sur 'espace des fonctions booléennes. Ceci dit, ’étude détaillée de la fonction constante
Vrai montre que le modeéle binaire plan et le modéle général n’induisent pas deux distributions
égales sur I’ensemble des fonctions booléennes.

Il est de plus intéressant de noter que les méthodes utilisées dans le cadre binaire et plan sont
trés facilement transposables au modele général. Il reste encore a infirmer I'effet Shannon dans ce
nouveau modeéle : les méthodes utilisées dans [GG10] peuvent-elles étre adaptées ?
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Arbres booléens binaires planaires






Chapitre 5

Arbre binaire de recherche et arbres
aléatoires saturés

5.1 Motivations

Comme nous l'avons vu en introduction de cette partie, outre la distribution des arbres de
Catalan, issue de la distribution uniforme sur les arbres de taille fixée, Chauvin et al. [CEGGO04]
ont introduit I'idée d’étudier les distributions issues d’autres arbres aléatoires. Leur premiere idée a
été de considérer 'arbre de Galton-Watson binaire critique qui induit une distribution sur Fj, assez
similaire & celle des arbres de Catalan (cf. Section [[4]). L’objectif de ce chapitre est de définir une
distribution induite sur Fj, par ce que nous appellerons I'arbre bourgeonnant, arbre aléatoire inspiré
de larbre binaire de recherche (ABR) issu d’une permutation aléatoire (nous faisons référence au
livre de Cormen et al. [CLR89| pour une description de cet arbre aléatoire).

Considérons une permutation aléatoire de taille n : cette permutation définit un arbre binaire
de recherche aléatoire de taille n, dont les nceuds internes sont étiquetés par les entiers de 1 a n.
Effacons cet étiquetage et gardons la structure de 'arbre. Remarquons que la taille sera exprimé
dans ce chapitre en terme de noeuds internes, et non plus en terme de feuilles comme dans les autres
modeles. Comme les arbres sont binaires, cela ne fait qu’une différence de 1, mais les calculs s’en
verront simplifiés. Etiquetons uniformément cet arbre au hasard, comme Chauvin et al. le font pour
I'arbre de Galton-Watson (cf. Section [[L4]) : nous obtenons un arbre booléen aléatoire de taille n.
Cet arbre booléen induit une distribution aléatoire p, j, sur F, et nous nous intéressons dans ce
chapitre a la distribution asymptotique quand n tend vers +o0, i.e. quand ’arbre bourgeonnant
considéré devient grand.

L’ABR aléatoire issu d’une permutation aléatoire de taille n a une forme tres différente de celle
d’un arbre de Catalan ou d’un arbre de Galton-Watson : sa hauteur, tout comme son niveau de
saturation (i.e. la hauteur de sa feuille la plus proche de la racine) sont d’ordre Inn quand n tend
vers 400 (cf. Pittel [Pit84] et Devroye [Dev98]), alors que la hauteur d’un arbre de Catalan de
taille n est d’ordre 4/n, et son niveau de saturation est d’ordre constant. Il est possible que cette
forme originale ait une influence sur la distribution induite sur F%, et nous pouvons espérer un
comportement différent de celui de la distribution des arbres de Catalan ou de Galton-Watson.

Nous montrons dans ce chapitre que la distribution induite sur I’ensemble des fonctions boo-
léennes par I'arbre bourgeonnant est dégénérée, au sens ou, parmi 22" fonctions, elle ne charge que
les fonctions constantes Vrai et Faux. Nous verrons que ce comportement est tres similaire & celui
de la distribution induite par les arbres équilibrés (arbres dont toutes les feuilles sont de méme
génération), étudiée par Fournier et al. [FGG09]. Un arbre équilibré de taille n est de hauteur égale
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a son niveau de saturation, et ces deux caracteres sont d’ordre Inn, de méme que pour les arbres
équilibrés. Cette remarque améne a une conjecture reliant le niveau de saturation d’un arbre aléa-
toire et le caractére dégénéré de la distribution induite sur Fj. Nous prouvons en fin de chapitre un
méta-théoréme résolvant cette conjecture.

Le chapitre est organisé comme suit. La suite de cette introduction est consacrée a la définition de
Parbre bourgeonnant et & I’énoncé des résultats principaux (dans le modele et/ou et dans le modele
de 'implication). La Section [5.2 est consacrée a la preuve du résultat principal dans le modele
et/ou, et ce via deux méthodes : I'une par combinatoire analytique et la seconde par plongement
en temps continu. Dans la section [(.3] nous nous concentrons sur le modele et/ou et étudions des
modeles dans lequel I’étiquetage de I’arbre bourgeonnant est biaisé : que se passe-t-il par exemple
si la probabilité d’étiqueter un nceud interne par A devient g € [0, 1] quelconque et non plus %, et
ce pour tout nceud interne ? L’étude de ces extensions permet la comparaison de la distribution de
I’arbre bourgeonnant avec celle des arbres équilibrés et donne naissance a une conjecture reliant
niveau de saturation d’'un arbre aléatoire et dégénérescence de la distribution induite par cet arbre
sur F. Nous prouvons cette conjecture en Section [0.5] mais étudions tout d’abord en Section [(.4]
les tautologies dans le cadre du modele de I'implication : est-il vrai que presque toute tautologie est
simple asymptotiquement quand k tend vers +o0, comme dans les autres modeles ?

5.1.1 Définition de ’arbre bourgeonnant

Dans ce chapitre, nous étudierons en détail la distribution induite sur I’espace des fonctions
booléennes a k variables Fj par le modele de I'arbre bourgeonnant. L’arbre binaire de recherche
(ABR) permet en informatique de trier des données en les comparant deux a deux. Lorsque les
données que 'on insére dans l'arbre binaire de recherche sont aléatoires (i.e. quand c’est une suite
ii.d. de variables aléatoires), l’arbre sous-jacent non étiqueté croit selon un processus aléatoire
facilement décrit : les feuilles de cet arbre bourgeonnent uniformément (une description détaillée de
I’ABR aléatoire peut étre lue dans [CLR89, page 254]). L’arbre bourgeonnant, défini comme suit,
est cet arbre aléatoire sous-jacent.

Définition 5.1.1

L’arbre bourgeonnant (7;),.y est une suite d’arbres aléatoires définie comme suit :
— To est Iarbre qui ne contient qu’un seul nceud, sa racine ;
— étant donné T;, choisissons uniformément au hasard une de ses feuilles, transformons-la en
un neeud interne et donnons lui deux enfants. L’arbre ainsi obtenu est noté T; 1.
Pour tout n € N, 'arbre aléatoire T,, est appelé 'arbre bourgeonnant de taille n.

Tout comme dans le cas des arbres de Catalan ou de Galton-Watson, apres avoir défini un arbre
aléatoire non étiqueté, nous étiquetons aléatoirement et uniformément cet arbre (comme décrit en
Section [[4]). Apres I'étiquetage uniforme de arbre bourgeonnant 7, de taille n avec k variables,
nous obtenons un arbre booléen aléatoire noté 7, 1, que nous appellerons aussi arbre bourgeonnant
de taille n pour plus de simplicité. Nous noterons P,,  la loi de 7, .

Définition 5.1.2

La distribution induite par P, j, sur F, via ® (cf. Définition [[L2Z5) sera notée p,, ) : pour toute
fonction booléenne f de Fy,

Pnk(f) = P(Tp i calcule f).

L’objectif de ce chapitre est d’étudier la loi de I’arbre bourgeonnant : la suite des lois (py, k)n>0
converge-t-elle ? Si oui, que peut-on dire de sa loi limite ? Observe-t-on un effet Shannon (cf. Théo-
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reme [[L2.9)) ?

5.2 La distribution de I’arbre bourgeonnant

5.2.1 Existence

Les deux théoremes ci-dessous, qui seront prouvés dans la suite de cette section établissent
'existence d’une probabilité limite des (py, x)n=0 quand n tend vers +oo. Cette probabilité limite,
notée py car elle dépend toujours du nombre de variables utilisées pour ’étiquetage, est appelée la
distribution de l’arbre bourgeonnant. Ces deux théorémes montrent par ailleurs que cette distribution
limite sur Fj est étonnamment simple : asymptotiquement quand n tend vers +oo, la fonction
calculée par I’arbre bourgeonnant est presque siirement constante !

Définition 5.2.1

Pour toute fonction booléenne f € Fj, on notera oy la distribution de probabilité telle que

op(f) =1.

La norme que nous utiliserons pour démontrer la convergence sur l’espace des distributions de
probabilité sur Fj est la suivante :
Définition 5.2.2

Définissons la norme infinie sur I'espace des mesures signées sur JFj comme suit :

Ip|eo = sup |p(f)]-
feFi

Dans ce chapitre, k est fixé : choisir une autre norme que la norme infinie ne changerait pas les
ordres de grandeur, car toutes les normes sont équivalentes sur Fy.

Théoréme 5.2.3 (Arbre bourgeonnant - Systéme et/ou)

Si I'arbre bourgeonnant est étiqueté uniformément au hasard dans le systéme logique et/ou,
alors,

1 1
Dnk — Pk = Eévlrai + gépaux quand n — +400.

De plus,
1
Pk — Prfloo = O (l—) quand n — +00.
nn

Dans la Section 53] nous étendrons ce théoreme & un cadre un peu plus large : I'arbre bour-
geonnant 7, ;, sera défini a partir de I'arbre non étiqueté via un étiquetage non uniforme. En effet,
que dire par exemple si le connecteur A apparait en chaque noeud avec une probabilité ¢ € [0,1] 7
Ou si la variable x; apparait avec plus forte probabilité que z 7

Théoréme 5.2.4 (Arbre bourgeonnant - Modéle de I'implication)

Si I'arbre bourgeonnant est étiqueté uniformément au hasard dans le systeme logique de I'im-
plication, alors,

Pnk — Pk = Ovrai quand n — +00.

De plus,

1
||pn,k — pkllo = O (l—> quand n — +400.
nn
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Il est intéressant de remarquer que la distribution limite différe quand on change le systéme lo-
gique. Cela vient du fait que la fonction Faux ne peut étre calculée dans le systeme de I'implication.
En réalité, ces deux théorémes peuvent étre résumés comme suit : la distribution de ’arbre bour-
geonnant ne charge que les fonctions constantes qui peuvent étre calculées dans le systéme logique
choisi. Une question naturelle se pose : que se passerait-il dans un systéme logique dans lequel ni
Vrai ni Faux ne peuvent étre calculées 7 Un tel systeme est étudié dans le paragraphe (.3.3], et nous
verrons que dans ce cas, la distribution limite ne charge qu'un petit nombre de fonctions appelées
fonctions seuil.

Les démonstrations des Théorémes et (.2.4] sont presque identiques. C’est pourquoi nous
ne développerons que la preuve dans le cadre du systéme logique et/ou, qui est par ailleurs la plus
compliquée des deux, puisqu’elle fait intervenir deux connecteurs logiques au lieu d’un seul dans le
cadre de I'implication. De plus, nous présenterons deux preuves du Théoreme [£.2.3] : une premiere
preuve par combinatoire analytique, idée la plus naturelle au vu des méthodes utilisées dans le cas
des arbres de Catalan ou de 'arbre de Galton-Watson, et une seconde preuve via plongement de
Parbre bourgeonnant en temps continu (méthode parfois appelée poissonisation), spécifique a ce
modele de I’arbre bourgeonnant.

Le suite de cette section se concentre donc sur le systéme logique et/ou, ainsi que la Section (.3
qui présentera des résultats spécifiques a ce systeme logique. La Section [0.4] concernera quant a elle
exclusivement le systéme de I'implication dans lequel nous étudierons plus spécifiquement les arbres
tautologiques (i.e. représentant la fonction constante Vrai).

5.2.2 Preuve par combinatoire analytique

Définition 5.2.5

Soit f une fonction booléenne a k variables (f € Fy ), sa fonction génératrice est donnée par :

+00
67(2) = 3 pp(F)2",
n=0

ot pnk(f) est la probabilité que I'arbre bourgeonnant Ty de taille n calcule f (cf. Défini-
tion [5.1.2).

Il est bien connu que 'arbre bourgeonnant vérifie la propriété d’auto-similarité suivante :

Lemme 5.2.6

Pour tout n > 1, les deux sous-arbres de T, 'arbre bourgeonnant de taille n, sont eux-méme
des arbres bourgeonnants, et le sous-arbre gauche (resp. sous-arbre droit) de Ty, noté L,, est de
taille m avec probabilité 1/n, pour tout m € {0,...,n — 1}.

Démonstration: Raisonnons par récurrence. Si n = 1, alors le sous-arbre gauche est de taille nulle. Soit
n = 1. Supposons que la la taille du sous arbre gauche de 7,, suive une loi uniforme sur {0,...,n—1}.
Rappelons que arbre bourgeonnant de taille n+1 est obtenu a partir de 7, en choisissant une feuille
A uniformément au hasard pour la faire pousser en lui donnant deux fils. Soit ¢ € {0,n}. Il n’y a que
deux fagons d’obtenir un sous-arbre gauche de taille ¢ dans T, 41 :

— le sous-arbre gauche est de taille ¢ — 1 dans 7T, et A a été choisi dans ce sous-arbre, ou
— le sous-arbre gauche est de taille ¢ dans 7, et A a été choisi dans le sous-arbre droit.

Les calculs suivants se font donc en conditionnant par rapport a la taille de £,, : pour touti € {1,...,n—
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1}
. i+ 1 . ) .
P(narl = ) = (1= 220 ) POl =)+ g POLl =i = 1)
_n—i 1@ 11
" n+l n n+l n n+1
De plus,
B(|Losa| = 0) = —B(|La] = 0) = ——
n+1| = = n| — _n+1’
et,
1
P(|Lp41] = —P(L,=n—-1 )
(1Lnirl =) = " B(Lal =n—1) = ——
Dong, la taille du sous-arbre gauche £, 1 de Tp41, suit la loi uniforme sur {0,...,n}. |

Gréace a cette propriété récursive de 'arbre bourgeonnant, nous pouvons démontrer le lemme
suivant, premieére étape de la preuve du Théoreme [(5.2.3]

Lemme 5.2.7

Pour toute fonction booléenne f € Fj, la fonction génératrice ¢¢(z) définie dans la Défini-
tion [5.2.3 vérifie :
20(2) = ) dg(2)dn(2) + D) dg(2)dn(z
gnh=f gvh=f

1
¢7(0) = o2y iy

ou Iy ;s = 1 si et seulement si f est une fonction littéral.

Démonstration: L’arbre bourgeonnant de taille n, 7T, x, calcule f si, et seulement si
- n =0, f = « est une fonction littéral, et la racine (et unique nceud) de 7y étiquetée par le
littéral o ; ou
— n =1, le sous arbre-gauche de 7,  calcule une fonction booléenne g, le sous-arbre droit de 7T,
calcule une fonction booléenne h, la racine de Ty, est étiquetée par o € {A, v} et f =goh.
Via le Lemme [5.2.6] en conditionnant par rapport & la taille du sous-arbre gauche de 7,41 5, pour
tout n = 0,

pasie() = 3 > 2 i @Pain(B) + 5 > 2 — ). (51)

11 ne reste plus qu’a multiplier (B.I)) par (n+1)z™ et & sommer sur n > 0 pour obtenir le Lemme .27 W

D’apres le Lemme .27 le vecteur de séries génératrices (¢¢(2))fer, vérifie un systeme de 92*
équations différentielles. Il est intéressant de noter que dans le cadre de ’étude de la distribution
des arbres de Catalan (cf. [L30] + [CFGGO04]), un tel systéeme d’équations fonctionnelles apparait
également, a la différence que ce systéme est alors algébrique, et non différentiel. Cette différence
est notable puisque le théoréme de Drmota-Lalley-Woods [Drm97, [Lal93l [Woo97] (voir [FS09, page
489]), qui permet de conclure immédiatement a 1’existence d’une loi limite dans le cadre d’un systeme
algébrique, n’a pas d’équivalent a ce jour pour des systémes d’équations différentielles. Une approche
différente est donc nécessaire.

Avant tout, il peut étre utile de remarquer que 1’étiquetage uniforme (cf. Section [[L4]) de l'arbre
bourgeonnant induit des symétries : entre les deux connecteurs A et v, ainsi qu’entre une variable et
sa négation. Par exemple, la fonction constante Vrai est calculée par 7, ;, avec la méme probabilité
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que la fonction constante Faux. Plus généralement, une fonction f et sa négation f ont méme
probabilité d’étre calculées par T, j, et ce pour tout n € N. Ainsi, une fonction booléenne et sa
négation ont la méme fonction génératrice :

Vf € ]:k,VZ € (C,(;Sf(z) = qbf(z)

Proposition 5.2.8

Il existe une constante k > 0 telle que, pour tout z € [0, 1),

1 Uk 1

2(1 —z) 2(1 — z) (1/,,C +1n (ﬁ)) < 9r(@) < 21 —xz)

Démonstration: Posons
¢s(z) = D, ¢5(2)

fé¢{Vrai,Faux}

Il est a noter que
1

bs +20v = T,
—Zz

et, au vu du Lemme 5.2.7]

205(2) = PIREACLACEEDY Y $e(2)en(2)

fé¢{Vrai,Faux} gah=f f#{Vrai,Faux} gvh=f

<2 3 4(=)en(d)
g,h¢{Vrai,Faux}
—2 ) 9u(2)05(2)
g¢{Vrai,Faux}

+aov(z) Y, b(2)

g¢#{Vrai,Faux}

car une fonction non constante est
— la conjonction ou la disjonction de deux fonctions non constantes (premier terme ci-dessus),
— mais chaque g v g ou g A g est une fonction constante (second terme ci-dessus),
— ou la conjonction d’une fonction non constante avec Vrai (ou la disjonction d’une fonction non
constante avec Faux).
L’équation ci-dessus est une inégalité et non une égalité car le terme de droite inclus, par exemple,
les termes associés aux conjonctions de la forme = A (Z A y) = Faux (ou z et y sont deux variables
distinctes). Au final,

20(z) <2 DL $(@en(2) =2 D dr(2)f(2) + dos(2)ev (2)

g,h¢{Vrai,Faux} fé¢{Vrai,Faux}

< 205(2)° + 495 (2) v (2) — 2r¢5(2)?,
ou k > 0 est une constante telle que

o5 (z)2 > 2/{¢5(z)2.

f¢{Vrai,Faux}

Une telle constante x existe car la fonction (2 — x2) est une fonction convexe sur R. Dés lors,

Os(2) + ros(2)? < 205(2) v (2) + ¢s(2)? = ¢s(2)

1—2"
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Soit Y (2) la solution de Y'(2) + kY (2)? = % telle que Y (0) = 1. Cette équation différentielle est
une equation de Bernoulli. Résolvons-la par un changement de variable standard. Soient W (z) = ﬁ

et (z) =

et
vi(z) + 22

avec pour condition initiale W(0) = +(0) = 1. Dés lors, via le lemme de Gronwall, pour tout = € [0, 1),

= )

Y(z) = W(x).

W(z) = w(1 — 1) (1/n +In (ﬁ)) ,

ce qui implique, pour tout z € [0, 1),

De plus,

Uy

(1-2x) (1/n +In (ﬁ)) . m

Comme précisé, ces résultats ne sont démontrés pour x € [0,1). Cette restriction nous empéche
donc d’appliquer le lemme de transfert de Flajolet et Odlyzko [FO90] (voir aussi [FS09, page 389])
qui nécessite une analyse asymptotique des fonctions génératrices dans C. Cependant, la Propo-
sition B.2.8 nous permet d’appliquer un théoréme taubérien (voir [Har49, page 155]) et d’obtenir
ainsi le comportement asymptotique des sommes partielles des coefficients p,, ;(Vrai) de la fonction
généractrice ¢y (z). Asymptotiquement quand n tend vers +oo,

2 ( — Dik Vral)) = i (% _pi,k(FaU-X)> =0 (ﬁ) . (5.2)

i=1

Ys(z) <

Nous n’avons plus qu’a en déduire le comportement asymptotique des coefficients eux-mémes. Au
vu de I'Equation (5.1]),

pn+1,k(vrai) = % 2 2 "+ 1pz k pn i k(h) + % 2 2 "+ 1pz k pn i k(h)

gAh= Vralz gvh=Vraii=

1

> L N (Vrai)p, . (Vrai
2(n+1) Z.;pl’k( rai)p,_;k(Vrai)

n

1
+n +1 ;p@k(Vrai)(l — Pp—ik(Vrai)) +

1 n
2(n +1) ;1 pik(Vrai)p, ;. (Vrai)

ou le premier terme de cette somme est la probabilité de calculer Vrai quand la racine de 7, j, est
étiquetée par le connecteur A, et ou la somme des deux autres termes est plus petite que cette méme
probabilité quand la racine de 7, est étiquetée par le connecteur v. L'Equation (B.2) implique
donc que :

1 ' 1/2 1 (/1 ' 1
3 — Pny1,k(Vrai) < — + —— Z; (5 —pi,k(Vral)) =0 (E) , quand n — +0o0.
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5.2.3 Preuve probabiliste

Cette seconde preuve du Théoreme [5.2.3] utilise le plongement en temps continu, ou poissonisa-
tion, de 'arbre binaire de recherche, décrit par exemple dans [Pit84]. Plonger des processus discrets
en temps continu est assez standard en probabilités. Cette méthode est notamment utilisée pour
étudier les urnes de Pélya, comme introduit dans le livre de Athreya et Ney [ANT2], et comme
détaillé dans la Partie [llldu présent mémoire. L’analogue en temps continu de 1’arbre bourgeonnant
est appelé arbre de Yule et est défini comme suit, a 'aide d’horloges exponentielles de parametre 1.

Définition 5.2.9 (Pittel [Pit84])

Un arbre de Yule est un processus a temps continu d’arbres binaires ();)i>0 défini comme
suit :
— Y est Iarbre de taille zéro;
— chaque feuille de ) se transforme en nceud interne parent de deux feuilles au bout d’un
temps aléatoire de loi exponentielle de paramétre 1, et ce indépendamment des autres
feuilles.

On dira que chaque feuille de 'arbre est équipée d’'une horloge exponentielle de parametre 1, et
que toutes les horloges exponentielles de I’arbre sont indépendantes. Grace aux propriétés de la loi
exponentielle qui a été choisie pour ces horloges, notamment sa propriété d’absence de mémoire, il
est aisé de relier 'arbre de Yule et I’arbre bourgeonnant par ce que nous appellerons une connezxion.
Pour cela, nous avons besoin de définir la suite (7,)n>0, suite des dates aléatoires auxquelles arbre
de Yule a poussé.

Définition 5.2.10

On note 1,, et on appelle n®™® temps de saut, la date a laquelle 'arbre de Yule atteint la
taille n :
o, = inf{t > 0, || = n}.

Si l'on considere le processus de Yule pris a ces dates (7, )n=0, on peut reconnaitre le processus de
I’arbre bourgeonnant. Le choix de la loi exponentielle nous assure en effet que ’horloge qui sonne en
premier parmi n horloges est choisie uniformément parmi ces n horloges. Autrement dit, pour passer
de YV, a Y., .., nous avons choisi une feuille au hasard et I’avons transformée en nceud interne. Nous
reconnaissons 1a le processus de croissance de I’arbre bourgeonnant. Nous avons donc la connexion
suivante :

(y'rn)nZO (lgi) (7;1)71207 (53)

ou, de plus, la suite des (7,)n>0 est indépendante de la suite (Vr, )n=0-
Nous avons défini aisément le plongement en temps continu de l'arbre bourgeonnant non éti-
queté ; occupons-nous maintenant de son étiquetage.

Définition 5.2.11

Un arbre de Yule étiqueté est un processus en temps continu (Y )i=0 d’arbres binaires
étiquetés, défini comme suit :

— considérons 'arbre de Yule ); non étiqueté au temps t,

— étiquetons cet arbre uniformément (cf. [L4).
L’arbre aléatoire obtenu est noté ) i, et on notera sa loi Py .

De manieére naturelle, ’arbre du Yule étiqueté au temps t représente une fonction booléenne
aléatoire dont on notera la loi p; j, :
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Arbre non | Arbre | Loi de I'arbre | Loi induite | Distribution
étiqueté | étiqueté étiqueté sur Fy, asymptotique
Temps discret Tn Tk Pk Dnk
Temps continu Vs Vik Pik Pik Pk

FIGURE 5.1 — Ce tableau est un résumé des différentes notations issues des deux
preuves du Théoreme 5. 2.3, il pourra étre utile lors de leur lecture.

Définition 5.2.12

Pour toute fonction booléenne f,

pe i (f) = P(Vx computes f).

La connexion entre l’arbre de Yule et Parbre bourgeonnant (cf. Equation(5.3)) suggeére une
connexion entre les lois p,, 1 et p; 5, induites sur 'ensemble des fonctions booléennes. C’est pourquoi
la suite de cette partie sera consacrée a ’étude de p; i, quand ¢ tend vers +00, puis au transfert des
résultats obtenus en temps continu vers le modeéle en temps discret. Le modele en temps continu
s’avere en effet plus simple & étudier que le modeéle en temps discret, tout simplement grace a
I'indépendance que le plongement introduit : dans I’arbre de Yule, les deux sous-arbres de chaque
neeud interne sont indépendants.

Notre objectif est donc de montrer que la distribution p; 3, converge, quand ¢ tend vers +00 vers
PR = %&,rai + %(&aux. Notre stratégie s’inspire d’un article sur des arbres booléens équilibrés (ou
triangulaires) [FGGO9]. Nous détaillerons dans la suite (cf. Section [5.3] Section [5.5]) la ressemblance
entre le modele de ’arbre bourgeonnant et celui des arbres équilibrés, et montrerons comment ces
deux modeles peuvent étre unifiés en un résultat plus général. Dans la présente preuve, nous fixons
deux affectations des variables, a,b € {0, 1}k , et calculons la probabilité que leurs images par la
fonction booléenne aléatoire calculée par 'arbre de Yule soient distinctes. Nous montrerons que
cette probabilité tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo0 pour tout choix de a et b, et donc que p;
converge bien vers py.

Soient a = (a1, ...,ax) et b= (by,...,bx) deux éléments distincts de {0, 1}*. Soient o et B deux
éléments de {0, 1} et f € F}, une fonction booléenne aléatoire de loi p; ;. Pour tout ¢ > 0, on note

Py (ab) = pei (fa) = aet f(b) = B).

De méme, pour tout entier n > 0, nous noterons

PP (a,0) = pu (f(a) = a et f(b) = f).

Fait : Tout comme dans le cas discret, au regard des symétries du modele, et notamment des
symétries de I’étiquetage uniforme, la probabilité que 'arbre de Yule au temps ¢ calcule f est égale
a la probabilité qu’il calcule sa négation f. Nous avons donc les relations suivantes : pour tout
a,be {0,1}*

pg}e (a> b) = p%,(l)e (av b)

pis(a,b) = pii(a,b) (5:4)

pi(a.b) +pir(a,b) = 1/2.



112 Chapitre 5. Arbre binaire de recherche et arbres aléatoires saturés

Lorsque la précision n’est pas nécessaire, nous noterons p; F eu lieu de pfg (a,b). Calculons p;°
en conditionnant par la date a laquelle I’horloge de la racine se déclenche, i.e. au premier temps de
saut (cf. Définition (2.10]). Cette date suit par définition une loi exponentielle de parameétre 1, et

ko —t t
p%(] = Z e2—k]l{aﬁébi} + % JO (pgispggs + pggs(pgis + pggs) + pz%gs(pggs + pz%gs) + pggspggs) e “ds.
i=1
Le premier terme de cette somme est égal a la probabilité que I'horloge de la racine n’ait pas sonné
avant la date t et f(a) =1 et f(b) = 0, le second terme est la probabilité que 'horloge ait sonné
avant la date t et f(a) = 1 et f(b) = 0. Si 'horloge a sonné avant la date ¢, les valeurs de f(a)
et f(b) dépendent alors directement de ’étiquette de la racine (A ou v) et des valeurs en a et b
des deux fonctions calculées par les deux sous-arbres de I'arbre de Yule au temps ¢; c’est ce que

représente l'intégrande du second terme. Cette équation peut étre simplifiée en utilisant les relations
de symétries (cf. Equation (5.4))) :

ot ot .
P%O = %Ca,b +e tj (Pio - (P;0)2) e’ds
0

ou ¢up = Zle Iy, 4,3 est une constante qui ne dépend que de a et b. Notons, pour simplifier,
map(t) = pi®(a,b), et étudions-la en tant que fonction de ¢ :

¢
etﬂa,b(t) = —62“]’: —I—J (7Ta7b(8) — Wa’b(8)2) e’ds. (5.5)
0

Gréce a cette équation, nous pouvons désormais démontrer la proposition suivante :

Proposition 5.2.13

avec tqp = 2k

; __1
— Sia # b alors m,p(t) = T e
— Sia =0, alors 7, 4(t) est la fonction constante égale a zéro.

Donc, pour tout a,b € {0,1}*, Tab(t) = p%’%(a, b) tend vers 0 quand t — +0o0.

Démonstration: L’Equation (5.5) implique que Ta,b €st dérivable et qu’elle vérifie I’équation différen-
tielle 7}, , + 72, = 0.
— Supposons a # b. Alors il existe ig € {1...,k} tel que a;, # bi,, et cop = Do, #b,,y = 1 et
7a,5(0) = St > 0. Des lors, mab(t) = 75— Cikb.
— Supposons a = b, alors m,,4(0) = 0 et wayﬂa(t) = 0 pour tout ¢ > 0 car une affectation a des
variables (z1,...,xx) ne peut avoir deux images différentes par f. u

avec tgp =

Enfin, pour obtenir la convergence de p; ;. quand ¢ tend vers 400, nous n’avons plus qu’a noter
que

pee(Fe\{Vrai, Faux}) < > pui(f(a) = Let f(b) =0)

(a,b),a#b
<2"2"—1) sup p{i(a,b)
(a,b),azb
2k(2k — 1)

t + tiin
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ol tmin = inf(a,b)ﬂ#b{%} = 2k. Dés lors, pour toute fonction booléenne non constante, f ¢

{Vrai,Faux}, p;(f) converge vers zéro quand ¢ tend vers 400, ce qui implique directement que
pi 1 converge quand ¢ tend vers +00 vers la distribution py, = %&,rai + %&:aux. De plus, nous connais-
sons la vitesse de convergence qui est d’ordre 1/+ :

2k(2k — 1)

Py pour tout ¢ = 0. (5.6)

|9tk — Prlloo = sup [per(f) — pe(f)] <
feFy

Il ne nous reste plus qu’a traduire ce résultat en temps discret via la connexion (B.3)), et ainsi
démontrer le Théoreme (.2.3] dans son intégralité.

Proposition 5.2.14
Asymptotiquement quand n tend vers +o0,

1
1Pnk — Prllo = O (—> .

Inn

La démonstration de cette proposition s’appuie sur le résultat suivant, démontré par exemple
dans le livre d’Athreya et Ney [ANT2].

Proposition 5.2.15 ([ANT72])

Pour tout n > 1, pour tout t > 0, les temps de saut du processus de l'arbre de Yule (cf.
Définition [5.2.10) vérifient

P(r, <t) = P(n(t) = n) = (1 — )",

ott n(t) est le nombre de feuille de I'arbre bourgeonnant au temps t.

Démonstration de la Proposition [5.2.14]: Pour tout ¢ > 0, nous noterons 7; la fonction booléenne
aléatoire calculée par 'arbre de Yule étiqueté ), ;. Rappelons par ailleurs que I'on note f;, la fonction
booléenne aléatoire calculée par ’arbre bourgeonnant de taille n.

Rappelons que n(t) est le nombre de noeuds internes de larbre )y, sa loi est décrite par la
Proposition Pour tout choix de a,b € {0,1}*,

pik(a,b) = D P(ni(a) = 1 et my(b) = 0|n(t) = n)P(n(t) = n)

n=0

>, B, (a) = Let n, (b) = 0| n(t) = n)P(n(t) = n).

n=0

Le plongement en temps continu nous assure que les variables aléatoire n(t) et 7., sont indépendantes
pour tout n = 0. Comme n(t) suit une loi géométrique de parametre e~*, nous obtenons :

Pi%(a,b) = 3 P(ir,(a) = L et 7., (b) = 0)e (1 —e~*)"

n=0
=" Y P(fula) = Let fu(b) =0)(1 —e™)"
n=0
=e ' Y P(a,b)(1—e )"
n=0

Pour tout ¢ > 0, au vu de la Proposition [(.2.13],

B 1
t+ ta,b'

e ' Y P0a,b)(1—e )"

n=0
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Soit z =1—e" : pour tout z € [0, 1[, on note v, u(2) = >;,50 Pr(a,b)z". Dés lors,
1
(1=2) (tas +1n 1)

Pap(z) = (5.7)

Gréace & un théoréme taubérien (voir par exemple [FS09, page 435]), nous en déduisons que,
asymptotiquement quand n tend vers +o00, la somme partielle des n premiers coefficients de la série
génératrice @,y est d’ordre - : pour tout a # b € {0, 1}*, asymptotiquement quand n tend vers

+00,
n
Z]P’loab ~L

Inn
Des lors, pour tout n assez grand,
P(a, b z
mzz (a,b) < 1nn7
et N N
3 punl(f ¢ (Vrai,Faux)) < D) D) PN(a,b) <2628 — 1) 2&.

m=0 a#be{0,1}k m=0
Nous en déduisons

n

n
Z pm,k Vral = Z

m=0 m=0

3

(1 = pmi(f ¢ {Vrai,Faux})) > - — 2k(2k _ 1)%

N~
[\

Finalement, au vu de 'Equation (5.I) appliquée & f = Vrai,

pn+1,k(vrai) = % Z Z —pz k pn—i,k(h) + % Z Z n+ 1p1 k pn [ k(h)

gah=Vrai i= 0 gvh=Vraii=0

1 n . .
> m Z pi,k(Vrai)p,—; ,(Vrai)
1 D0~ 4(Vead)) + 5 D paUrat)on i s(Vead)
~ Pa—ipliral 2n + 1) ik (Vrai)p, ok (Vrai
1 n
B ZPik(Vral)

Des lors,
1 1 n 1 1 1
= — por(Vrai) < - — ok — ) =0 (—),
g P +1.4(Vrai) 2 n+1 (2 ( )lnn> <lnn>
ce qui conclut la preuve de la Proposition |

Le Théoréme est donc démontré dans son intégralité, grace a cette approche en temps
continu. Cette derniere preuve s’avere étre plus efficace que 'approche par combinatoire analytique,
c’est pourquoi la méthode de plongement en temps continu sera privilégiée dans la suite de I’étude
de la distribution de l’arbre bourgeonnant (cf. Section [£.3).

5.3 Extensions dans le systéme logique et/ou

Dans cette section, nous nous intéressons exclusivement au systéme logique et/ou et nous modi-
fions I’étiquetage aléatoire de I'arbre bourgeonnant, étiquetage qui était jusqu’a maintenant uniforme
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(cf. Section [[.4]). Nous modifierons tout d’abord I'étiquetage des feuilles de I’arbre bourgeonnant :
comment se comporte la distribution de I’arbre bourgeonnant si, par exemple, la variable x1 appa-
rait plus souvent que la variable x5 7 Puis nous jouerons aussi sur la distribution des connecteurs
A and v en chaque nceud interne. Tous ces résultats, et leurs preuves, seront a regarder en miroir
avec ceux établis dans l'article de Fournier et al. [FGGQ9] sur les arbres équilibrés. La ressemblance
entre ces deux modeles sera a l'origine d’un théoréme plus général dans la Section

5.3.1 Biaiser la loi des littéraux

Définissons un nouvel étiquetage aléatoire :

Définition 5.3.1 (Etiquetage aléatoire - variables non symétriques)

Etant donné un arbre binaire planaire, étiquetons-le au hasard comme suit :
— chaque nceud interne est étiqueté par A avec probabilité 1/2 ou par v avec probabilité 1/2,
— on définit v une distribution de probabilité sur ’ensemble des littéraux {1, %1, ..., Tk, Tk}
telle que pour tout i € {1,...,k}, v(z;) = v(&;) ; chaque feuille de I’arbre est étiquetée par
un littéral choisi selon cette loi de probabilité;
— chaque nceud, interne ou externe, est étiqueté indépendamment des autres.

Considérons 'arbre bourgeonnant étiqueté selon ce nouvel étiquetage aléatoire. Ce nouvel arbre
booléen aléatoire induit une distribution sur I’ensemble des fonctions booléennes, distribution que
nous noterons aussi py, 1, méme si ce n’est pas la méme que celle étudiée précédemment. Cependant,
il est facile de voir, via les preuves développées ci-dessus, que cette nouvelle distribution p,, ;, converge
elle aussi vers la distribution asymptotique py = %&,mi + %(&aux. Cela vient du fait que la symétrie
entre une fonction et sa négation est conservée puisque la symétrie entre A et v 'est, ainsi que
celle entre tout littéral et sa négation. Plus précisément, dans la preuve par plongement en temps
continu (cf. Sous-section [£.23), seule la constante ¢, est modifiée dans 'Equation (53H), constante
qui disparait ensuite par dérivation, et qui n’influe donc pas sur le résultat final. Cette nouvelle loi
vérifie donc aussi le Théoreme [5.2.3]

5.3.2 Biaiser la loi des connecteurs

En plus du biais introduit sur la distribution des littéraux sur les feuilles de I’arbre, biaisons la
distribution des connecteurs logiques :

Définition 5.3.2 (Etiquetage aléatoire - variables et connecteurs non symétriques)

Etant donné un arbre binaire planaire, étiquetons-le au hasard comme suit :
— chaque nceud interne est étiqueté par A avec probabilité w ou par v avec probabilité

11—,
— on définit v une distribution de probabilité sur ’ensemble des littéraux {1, %1, ..., Tk, Tk}
telle que pour tout i € {1,...,k}, v(z;) = v(&;) ; chaque feuille de I’arbre est étiquetée par

un littéral choisi selon cette loi de probabilité ;
— chaque noeud, interne ou externe, est étiqueté indépendamment des autres.

L’arbre bourgeonnant étiqueté aléatoirement selon ce nouvel étiquetage induit donc une nouvelle
loi sur 'ensemble des fonctions booléennes, toujours notée py, ,, pour plus de clarté. Le cas w = 1/2
est déja traité dans la Sous-section B.3.T], et le résultat suivant généralise le Théoreme [5.2.3] au cas
w # 12
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Théoréme 5.3.3

La suite de distribution (py k)n>0 définie via I’arbre bourgeonnant étiqueté aléatoirement selon
la Définition vérifie :

— si w > 1/2, alors py, 1, — Opaux quand n tend vers 400 ;

— si w < 12, alors p;, j; = dyrai quand n tend vers +00.

De plus, la vitesse de convergence est d’ordre O (ﬁ) dans les deux cas.

Quelle que soit la valeur du parametre w, la distribution asymptotique ne charge que les fonctions
constantes. Si la proportion de A (resp. de v) est plus grande, alors la seule fonction chargée est
la fonction constante égale a Faux (resp. Vrai). Le cas w = 1/2 s’avére donc étre un cas critique.
Il est d’ailleurs intéressant de noter que la vitesse de convergence est bien plus lente (logarith-
mique) lorsque nous sommes dans le cas critique w = 1/2 (cf. Théoréme (23] alors qu’elle devient
polynomiale dans les cas non critiques w # 1/2.
Démonstration: Les cas w < 12 et @w > 1/2 sont symétriques et donnent donc lieu a deux preuves
presque identiques. C’est pourquoi nous ne traitons ici que le cas w > 1/2, donc le cas ot la proportion
de connecteurs A est plus importante que celle de v. Nous développons ici la preuve par plongement
en temps continu.
Pour tout ¢t > 0, étiquetons I'arbre de Yule ), selon I'étiquetage aléatoire décrit en Défini-
tion 53220 : cet arbre booléen aléatoire induit donc une distribution de probabilité sur Fj, notée py j.
Tout comme précédemment, nous allons montrer que cette distribution converge vers la distribution
asymptotique dpany avant de traduire ce résultat en temps discret via la connexion (&.3]). Pour cela,
fixons a = (ay,...,ax) € {0,1}* une affectation des k variables. Nous allons montrer que la probabilité
que la fonction booléenne calculée par Y, i vaille 1 en a tend vers 0 quand ¢ tend vers +00. Notons
Ta(t) = pes(f(a) = 1).
Si 'on calcule cette probabilité selon que I’horloge de la racine a sonné avant ou apres la date ¢,
on obtient :

k ¢
Ta(t) =e”" Z(V($i)ﬂ{ai=1}+V(ﬂfi)ﬂ{ai=o})+L [@ma(t —5)* + (1 — @) (27 (t — 5) — Ta(t — 5)°)| e~ %ds,

i=1
qui implique

1 t

elm,(t) = 5t J (2w — D)ma(s)? + 2(1 — @)ma(s)) *ds.
0

Dérivons par rapport a t. On a 7, + 7, = (2w — 1)72 + 2(1 — @)m,, ce qui implique 7!/ = (2w —

1)(w2 — 7). La fonction 7, vérifie donc m,(t) = car m,(0) = 1/2. Nous pouvons donc en

déduire

-1
e(2mw—1)t +1

1
pe.k(Fr\{Faux}) < Za]%(ﬂ <2 (m) '

Comme w > /2, on a limy_, 4o, pr ,(Fi\{Faux}) = 0 et via des arguments similaires & ceux développés
dans la démonstration du Théoréme 523 (cf. Proposition [F.22.T4]), nous pouvons traduire ce résultat
en temps discret :

1
|Pn.k = OFaux]|c = O (W) : |

5.3.3 Autoriser seulement les littéraux positifs

Ce dernier modele d’étiquetage est inspiré de l’article de Fournier et al. [FGG09] concernant les
arbres équilibrés. Il s’agit de n’autoriser que les littéraux positifs dans 1’étiquetage des feuilles. Bien
entendu, le systéme logique constitués des connecteurs A et v et des seuls littéraux positifs n’est plus
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complet : par exemple, ni la fonction Vrai ni la fonction Faux ne peuvent étre représentées dans ce
systeme. Dans les précédents systemes logiques, seules les fonctions constantes étaient chargées par
la distribution de I’arbre bourgeonnant : il est donc difficile de conjecturer comment la distribution
se comportera dans un systéeme logique qui ne calcule pas les fonctions constantes.

Définition 5.3.4 (Etiquetage aléatoire - littéraux positifs)

Etant donné un arbre binaire planaire, étiquetons-le au hasard comme suit :
— chaque nceud interne est étiqueté par A avec probabilité w ou par v avec probabilité
11—,
— on définit v une distribution de probabilité sur I’ensemble des littéraux positifs {x1, ...z} ;
chaque feuille de I'arbre est étiquetée par un littéral choisi selon cette loi de probabilité ;
— chaque noeud, interne ou externe, est étiqueté indépendamment des autres.

L’arbre bourgeonnant de taille n étiqueté aléatoirement selon ce procédé induit donc une nouvelle
loi, toujours notée py, ., sur 'ensemble des fonctions booléennes a k variables Fj,. Nous allons établir
le résultat asymptotique suivant :

Théoréme 5.3.5
La suite des distributions de probabilité (py )n>0 vérifie :

— siw > 1/2, alors py k= Oz n.nay ;
— si w < 1/2, alors Pnk — Ozyv.v

T

Dans les deux cas, la vitesse de convergence est d’ordre O (ﬁ)

Encore une fois, la distribution de ’arbre bourgeonnant se concentre sur une seule fonction booléenne
et la vitesse de convergence est la méme que dans le Théoreme .33l Le cas critique w = 1/2 n’est pas
traité dans ce théoréme : son comportement est plus compliqué et sera traité dans le Théoreme[5.3.8l
Démonstration: Supposons par exemple que w > 1/2. Nous développons encore une fois une approche
par plongement en temps continu, et considérons la distribution p;j induite sur Fj par 'arbre de
Yule au temps t étiqueté selon la Définition [5.34l Soit a = (a1, ..., ax) une affectation des k variables,
on définit 7, (t) = per(f(a) =1).
Sia=(1,...,1) alors m,(0) = Zle v(2i)ljq,—1y = 1 et ma(t) = 1. Donc py x(f(1,...,1) =1) = 1.
Sia = (0,...,0), m,(t) = 0 pour tout ¢ = 0. Enfin, si a # (1,...,1) et a # (0,...,0), par un calcul
similaire & celui de la preuve du Théoréme [5.3.3] nous obtenons

1
ceew—1t 11

Ta(t) = pei(fla) = 1) =

pour tout ¢ = 0,

oll ¢, est une constante non nulle car 7,(0) # 1. Comme @ > %, on a limy—4o pei(f(a) = 1) =

0. Nous pouvons désormais, via des arguments similaires a ceux développés dans la preuve de la
Proposition[5.2.14] traduire ce résultat en temps discret : la suite des distributions (py, k)n>0 converge
quand n tend vers +o0 existe et donne probabilité 1 & la fonction ((z1,...,25) = 1 A ... A Zf). |

Afin de compléter ’étude de ce dernier étiquetage aléatoire, nous devons examiner le cas critique
w = 1/2. Il s’avere que ce dernier cas sera le plus complexe de tous, puisqu’il fera intervenir des
fonctions un peu plus variées que les fonctions constantes ou les unions et conjonctions du Théo-
reme : les fonctions seuil. Ces fonctions, introduites par exemple dans [Ser04], apparaissent
aussi dans I’étude des arbres booléens équilibrés [FGGO09]. Voici leur définition :

Définition 5.3.6 ([FGG09])

Soit a = (ay,...,a;) € {0,1}* une affectation des variables. Le poids de a relativement a la
distribution v sur les variables booléennes {1, ...z} est le scalaire w,(a) = v(z1)a; + ... +
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v(zg)ag.

Définition 5.3.7 ([FGGO09])

Quel que soit 0 > 0, on définit la fonction seuil f, ¢ associée au réel 8, relativement a v comme
suit : V(ay,...,a) € {0,1}%,

flar,...;ax) =1 < w,(a) > 0.

Théoréme 5.3.8
Trions les éléments de {0,1}* par ordre de poids croissant (cf. Définition [5.3.6) :

wy(aM) <w,(@®) <... < wy(a(zk)).

Alors,
2k

Prsc— Y (@) —w,(aTD)) 5

o (a0 quand n — +00.
j=2

Autrement dit, p, , tend vers la distribution aléatoire py telle que

Pi(Fy oy (o)) = i (a¥)) = wy, (a¥ D) pour tout j e {2,...,2°}.

Si f ¢ {fow, (@0)}j=2.2x, alors pp(f) = 0. Cette nouvelle distribution de I’arbre bourgeonnant ne

charge que 2 — 1 fonctions seuils. On peut donc dire que cette distribution est encore dégénérée
au sens ou elle ne charge qu’un petit nombre de fonctions parmi les 22 fonctions booléennes & k
variables. Ce comportement est toujours tres éloigné de ce que 'on observait dans le cas des arbres
de Catalan ou de Galton-Watson (cf. Théorémes [[3.1] et [L3.8)).
Démonstration: Nous développons encore une fois une approche par plongement en temps continu.

Il est intéressant de lire cette preuve en parallele de celle de la [FGGQ9, Proposition 7] car les

ressemblances sont flagrantes.

Soient a = (a1,...,ax) et b = (by,...,b) deux affectations des k variables, et soient a, 8 € {0, 1}.
Pour tout ¢ > 0, soit
Tap(t) = pri(fla) = aet f(b) = B).
Calculons 71¢(t) selon que le premier temps de saut (cf. Définition B2T0) soit plus grand ou plus
petit que ¢ :

k t
1
7T10(t) =gt Z al(l — bZ)I/(xz)-I-J- 5 [7T11(t — S)?Tlo(t — S) + 7T10(t — S)(ﬂ'lo(t — S) + 7T11(t — S))
i=1 0

+m10(t — s)(m10(t — $) + oo (t — 5)) + m10(t — $)meo (t — $)] e °ds.
Apres simplifications, nous obtenons

t

k
Wlo(t)et = Z ai(l — bi)u(xi) +JO (7T10(S)2 + 7T10(S)7T11(S) + 7T10(S)7T00(S)) e’ds,
1=1

qui, d’apres w11 +m10+mo1+mo0 = 1, et apres dérivation, donne I'équation différentielle 7}, = —mi0mo1.
Le méme calcul peut étre fait pour les trois autres fonctions mgg, w1 et w11, établissant ainsi le systeme

’ .
Ti9o = —T10701;
/
T, = —T10701 5
01 107101,
;o . (5.8)
™M = 710701 5

/
7T00 = 10701 -
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Au vu de (B3]), nous pouvons affirmer que mio(t) et mo1(t) sont deux fonctions décroissantes, et
donc convergentes quand ¢ tend vers 400, comme elles sont aussi positives. De méme, w11 et mgo sont
croissantes et bornées supérieurement par 1, donc convergentes. On notera donc log = limy—, 4o mo3(1)
pour tout choix de «, 8 € {0, 1}.

Comme, pour tout «, 5 € {0,1} la fonction 7,5 est monotone et converge quand ¢ — +00, sa
dérivée tend vers 0 quand ¢ tend vers +00. Ainsi, nous pouvouns passer a la limite dans le Systeme ([G5.8))
et obtenir :

l10lor = 0. (5.9)

De plus, d’aprés le Systéme (B8], la fonction w19 — 71 est constante, et donc,
llO — lOl = 7T10(0) — To1 (O) = w,,(a) — w,j(b). (510)

Ainsi, siw, (a) = w,(b), alors, au vu des Equations (53) and (EI0), lo; = 0. Autrement dit, p; 1 (f(a) =
0 and f(b) = 1) converge vers 0 quand ¢ tend vers +o0. Cela veut dire que, s'il existe a et b tels que
wy(a) = wy(b), fla) = 0 et f(b) = 1, alors p, x(f) tend vers 0 quand n tend vers +oo. Ainsi, les
seules fonctions booléennes chargées par p, r quand n tend vers 400 sont les fonctions telles que :
pour tout a,b tels que w,(a) = w,(b), on a f(a) = f(b). Ces fonctions sont donc des fonctions seuil :
si la distribution asymptotique des p, ; existe quand n tend vers 400, alors son support est inclus
dans ’ensemble des fonctions seuil relativement a la distribution v.

Les calculs effectués dans la preuve du Théoréme (3.5 peuvent étre refaits pour le cas w = 1/2, et
ils permettent de montrer que p; x(f(a) = 1) est une fonction constante pour tout a € {0, 1}*. Ainsi

per(f(a) = 1) = w,(a) et, pour tout j € {2,..., 2%},
Pk (Fron @) + -+ + Pk (Frw, (@) = wo(a?),

et Prk(fo o (@) = wi(@?) —wy(aU=Y) quand n — +o0. Finalement, I'égalité Z?; wy(a?)) —
wy, (a=1) =1 permet de conclure la preuve du Théoreme F.3.8l |

Les Théoremes [5.3.3] et (3.8 vérifiés par le modele de ’arbre bourgeonnant, mais aussi par
le modele des arbres équilibrés (cf. [FGG09]) ouvrent donc la porte & une réflexion plus générale :
pourquoi ces deux modeles d’arbres induisent-ils une distribution dégénérée sur Fy, alors que les
arbres de Catalan et de Galton-Watson induisent un comportement tout a fait différent de leurs
distributions induites 7 C’est a cette question que nous répondrons dans la Section Avant de
s’intéresser a cette question, nous allons recentrer notre étude sur le modele de 'implication, toujours
en vue d’une comparaison plus compléte entre les différents modeles arborescents cités.

5.4 Etude des tautologies dans le systeme de 'implication

Dans cette Section, nous nous intéressons uniquement au modele de 'implication : les nceuds
internes des arbres considérés sont tous étiquetés par le connecteur —. Le premieére sous-section
concerne le modele de Iimplication classique (tel qu’il est défini en Section [[3.2)), alors que la
seconde sous-section concerne une généralisation ou les littéraux positifs et négatifs sont autorisés
pour 'étiquetage des feuilles.

Nous nous intéressons dans cette partie aux tautologies. Pour cette étude, la distribution qui
nous intéresse n’est donc plus la distribution induite sur les fonctions booléennes p, j (cf. Défi-
nition [.I.2), mais directement la distribution sur les arbres booléens P, ;, (cf. Définition B.I.T]).
Dans les modeles des arbres de Catalan, et des arbres de Galton-Watson, presque toute tautologie
est simple, asymptotiquement quand n (la taille des arbres) tend vers +oo (cf. [FGGZ0T]). Cette
propriété est-elle vraie pour 'arbre bourgeonnant ?
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5.4.1 Tautologies simples

Rappelons la définition d’une tautologie simple :
Définition 5.4.1 ([FGGZO07])

Dans le modele de I'implication, toute expression booléenne s’écrit sous la forme A; — (Ag —
...(Ap — a)), ot les (A;)i=1,.. p sont des expressions booléennes. Les sous-arbres représentant
A1, ..., Ay sont appelés prémisses de 'arbre booléen, et « est son but. Une tautologie simple
est un arbre booléen dont au moins I'une des prémisses est réduite a une feuille étiquetée par le
littéral o (cf. Figure[5.2).

On notera ST, j, I'ensemble des tautologies simples de taille n sur k variables.

FIGURE 5.2 — Une tautologie simple dans le systéme de limplication.

Rappelons que la distribution des arbres de Catalan ainsi que celle de 'arbre de Galton-Watson
vérifient les Théoréemes [[3.17] et : en est-il de méme pour la distribution de ’arbre bourgeon-
nant 7 Le théoréme suivant affirme que, du point de vue des tautologies, le comportement de ’arbre
bourgeonnant differe encore de celui des arbres de Catalan ou de ’arbre de Galton-Watson :

Théoréme 5.4.2

Poi(SThi) 22551 — 67 /% ~ U,

asymptotiquement quand k tend vers +co.

Comme la probabilité de Vrai est 1 sous la distribution de ’arbre bourgeonnant (cf. Théoreme [5.2.4)),
le Théoreme nous permet donc de conclure qu’asymptotiquement quand k tend vers o0,
presqu’aucune tautologie n’est simple. Nous avons donc la aussi un comportement tres différent de
celui observé pour les distributions des arbres de Catalan et de Galton-Watson.

La preuve de ce théoréeme s’appuie ’étude d’une urne de Pélya. Une introduction aux urnes
de Pélya peut étre lue en deuxiéme partie de ce mémoire (cf. Partie [I)) : nous utiliserons ici une
approche par combinatoire analytique (cf. [FGP05] pour une introduction a cette méthode qui ne
sera pas développées dans la Partie [Il du mémoire).

Démonstration: La preuve est faite en deux étapes : calculons tout d’abord la distribution du nombre

£, de prémisses de I’arbre bourgeonnant de taille n qui sont réduites a une feuille : nous appellerons ces

prémisses des feuilles sympas. Calculons la probabilité qu’au moins une prémisse sympa soit étiquetée

par le méme littéral que le but de 'arbre bourgeonnant. Nous séparons le calcul en deux phases : une
étude de la forme de I'arbre bourgeonnant, puis une étude de ’étiquetage.
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FIGURE 5.3 — L’arbre binaire ci dessous est colorié en accord avec l'urne décrivant
les feuilles sympas : les feuilles blanches sont les feuilles sympas et la feuille rouge
est la feuille but.

C’est la premiere étape, celle de 'étude de la forme de l'arbre qui peut étre modélisée via une
urne de Pdlya a trois couleurs. Nous définirons 'urne de telle sorte qu’elle contienne n boules a
I’étape n. Ces n boules représenteront les n feuilles de ’arbre bourgeonnant 7,,. Les boules blanches
représenteront les feuilles sympas, il n’y aura qu’une seule boule rouge dans 1'urne, qui représentera
la feuille but de I'arbre, et les boules noires représenterons les autres feuilles (cf. Figurds.3]). A I’étape
0, 'urne contient une unique boule rouge. A ’étape n, nous tirons au hasard une boule dans 'urne
(donc une feuille dans 7y,) :

— si cette boule est rouge, alors, on la remet dans I'urne et on y ajoute une boule blanche (i.e.
une feuille sympa) ;

— si cette boule est blanche, alors on la retire de I'urne et on ajoute deux boules noires dans
I'urne;

— si cette boule est noire, alors on la remet dans I'urne et on y ajoute une seconde boule noire.

La matrice de remplacement de I'urne (cf Partie[[) est donc donnée par :

0 1 0
0 -1 2
0 0 1

Cette urne a été étudiée par Morcrette [Morl3] qui a prouvé que le nombre de boules blanches
dans l'urne a I’étape n a par ailleurs la méme distribution que le nombre de points fixes dans une
permutation uniforme de &,,, et vérifie : pour tout n > 1, pour tout m <n+1:

P, o (6n = m) = % <e—1 _— ﬂ) _ i ﬂ (5.11)

Passons maintenant a I’étude de Iétiquetage : calculons Py, (ST, %) en conditionnant par le
nombre de feuilles sympas de 7,,. Comme (1 — (1 — %)m) est la probabilité qu’au moins 'une des m
feuilles sympas soit étiquetée par la méme étiquette que le but de 7y, , on a :

Pr i (SThi) = i Py, (= m) (1 - (1 - %>m> .

m=1
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Soit ¢ = (1 —

=
N

Py (ST s) = Zn: (1—c™) nim (_'1)3’ (1=

Cette série converge vers

Puis, comme ¢ = (1 — %), le Théoreme [5.4.2] est démontré. |

5.4.2 Autoriser les littéraux positifs et négatifs

Dauns la littérature (cf. [FGGZ10]), nous pouvons trouver une étude des tautologies simples dans
un modele de 'implication modifié : ou les littéraux négatifs sont autorisés dans I'étiquetage des
feuilles. Dans cette sous-section, nous étudions les tautologies dans ce nouveau systéme logique
selon la distribution de I’arbre bourgeonnant. Dans ce modele, 'arbre bourgeonnant 7, est étiqueté
uniformément au hasard avec le connecteur — et les littéraux {x1,z1,...,xk, Tx} (cf. Section [[4]).
L’arbre étiqueté obtenu est noté 7y, i, sa loi est de nouveau notée P, 1, et la distribution induite sur
I'espace des fonctions booléennes Fj, est notée py, j.

Tout comme cela a été fait dans la Section [(.2] nous pouvons montrer que la distribution p,, 1,
converge vers la distribution limite dyya; quand n tend vers 4+o00. La preuve est omise car elle est
trés similaire a la preuve développée dans la Section (.2

Dans ce systeme logique, pour les modeles de Catalan et de Galton-Watson, asymptotiquement
quand k tend vers +00, presque toute tautologie est simple. Mais dans ce cas, les tautologies simples
peuvent étre de deux types : les tautologies de premier type sont celles définies en Définition
et en Figure 5.2 et celle de second type sont définies comme suit :

Définition 5.4.3 ([FGGZ10])

Une tautologie simple de second type est une expression booléenne dans laquelle deux
feuilles sympas sont étiquetées par un littéral et sa négation (cf. Figure [5.4). On notera STT}’,C

(resp. ST%k) l'ensemble des tautologies de premier type (resp. de second type).

Encore une fois, dans le modele de ’arbre bourgeonnant, presqu’aucune tautologie n’est simple
quand k tend vers +00. Plus que pour le résultat, 'introduction de ce systeme logique de 'implication
avec littéraux négatifs est intéressante pour la preuve qui met en ceuvre des méthodes d’allocation
aléatoire.

Théoréme 5.4.4

Asymptotiquement quand k tend vers +o0,

_ ]P’n,k(STﬁ,k) noFO 1 gk ﬁ7 et

— Pog(ST2,) 25 1= 122 — 1)k ~ L

Comme la probabilité de Vrai est 1 selon la distribution de larbre bourgeonnant (cf. Théo-
reme [0.2.4), on a bien que presqu’aucune tautologie n’est simple quand k tend vers +oo. Comme
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FIGURE 5.4 — Tautologie simple de second type

o —
indiqué précédemment, la preuve de ce résultat repose sur une modélisation via un probleme d’al-
location aléatoire. Cette preuve, ainsi que celle du Théoréme [£.4.2] montrent que I’étude de I'arbre
bourgeonnant est liée & des problémes de combinatoire tres variés. Les probléemes d’allocation sont

introduits par exemple dans le livre de Johnson et Kotz [JK97] : nous utiliserons ici une approche
par combinatoire analytique (cf [Gar02] pour une revue de littérature sur cette approche).

Démonstration: La premiére affirmation du Théoréme [5.4.4] peut étre prouvée de la méme facon que
dans la preuve du Théoreme : nous ne détaillons pas cette preuve. Par ailleurs, la preuve de la
seconde affirmation peut étre démontrée en deux étapes comme dans la preuve du Théoreme
Comme Equation (EII) ne dépend que de la forme de ’arbre bourgeonnant, elle est encore valable
dans ce nouveau modele de I'implication. Supposons que 7, , a m feuilles sympas. Nous n’avons donc
plus qu’a calculer la probabilité que deux feuilles sympas au moins parmi m soient étiquetées par un
littéral et sa négation. Modélisons ce probléeme par un probleme d’allocation aléatoire. Nous devons
distribuer m boules (i.e. m feuilles sympas) dans k urnes (i.e. k variables booléennes). Les boules
peuvent étre noires ou blanches (littéral négatif ou positif) avec probabilité 1/2, indépendamment les
unes des autres. Le probabilité qu’au moins une urne contienne au moins une boule blanche et une
boule noire est égale & la probabilité que Ty, i soit une tautologie de second type (cf. Figure (5.

FIGURE 5.5 — Probléme d’allocation associé a l’étude des tautologies de second type.

m balles

Nous allons résoudre ce probléme par combinatoire analytique (cf. [Gar02] pour une revue des
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ces méthodes). Considérons une urne isolée parmi les k urnes du probléme. La fonction génératrice
e”*¥ énumere le nombre de compositions de I'urne, olt  marque le nombre de boules blanches (resp.
d’occurences positives de la variable booléenne associée a I'urne considérée) et y le nombre de boules
noires (resp. le nombre d’occurences négatives de la variable). On peut décomposer cette fonction
génératrice comme suit :

e =(e"—1)(e¥—1)+ (" = 1)+ (e¥ — 1) + 1,

ou le premier terme représente les compositions de 'urne faisant intervenir au moins une boule
blanche et une boule noire, le second terme (resp. le troisiéme terme) représente les compositions
ne faisant intervenir que des boules blanches (resp. noires) et le quatriéme terme représente I'urne
vide. Introduisons une nouvelle variable complexe z qui marquera les allocations qui réalisent une
tautologie simple. La fonction génératrice des différentes compositions de I'urne devient

z(e® —1)(e¥ —1)+ (e —1)+(e¥ — 1) + 1.

Oublions maintenant la différence entre les variables = et y, et notons-les ¢. La description des diffé-
rentes compositions d’une urne isolée devient donc

z(e! —1)% + 2" — 1.

Des lors, si au. m, est le nombre de facons de distribuer m boules dans k urnes de fagon a réaliser r fois
une tautologie simple de second type (i.e. la tautologie simple est réalisée pour r couples de feuilles
sympas), alors

Ttm
= 2 rm2" = (z(e' = 1)% +2¢" — 1)~

Comme ®(¢,0) est la fonction génératrice des allocations de m boules dans les k urnes qui ne réalisent
pas une tautologie de second type (mais qui peuvent en réaliser une de premier type), on a :

[:nﬁ]q)(ta 0) Qo,m
ce qui, au vu de I'Equation (5.11), donne
n _1)47'
n ST2 R | Qo,m Qo,m ( ]
£S5 ) Z m! (2k)™ Z_:Om! (2k)™ Z 4!
= jzn+l-m
Qu R,

11 est facile de voir que R,, tend vers 0 quand n tend vers +0o0, et que
1 1
Qn — <I> —,0 ] quand n — +o0.

Donc

)

e 2k 4k’
quand k tend vers +0o0. |

—— noam 1 1 1 1
£ 5T = L (L 0) = Lt e L
’ e

5.5 Généralisation : arbres saturés

L’étude de la distribution de ’arbre bourgeonnant réalisée dans ce chapitre montre comment ce
nouveau modele est trés différent des modeles de Catalan et de Galton-Watson : en effet, la distribu-
tion obtenue est dégénérée, aussi bien dans le systéme logique et/ou que dans celui de 'implication ;
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et, si nous nous concentrons sur les tautologies simples dans le modele de 'implication, nous avons
montré que, asymptotiquement quand k tend vers +o0, il existe une proportion non négligeable
de tautologies non simples parmi les tautologies. Nous avons méme montré qu’asymptotiquement
quand k tend vers 400, presqu’aucune tautologie n’est simple. A contrario, la distribution de I’arbre
bourgeonnant semble trés proche de celle des arbres équilibrés : pouvons-nous montrer un méta-
théoreme nous assurant que tout arbre aléatoire de la “méme forme” qu’un arbre équilibré induit
une distribution dégénérée sur Fi, 7 Quelle est la bonne notion de “forme” a considérer ?

L’objet de cette Section est d’énoncer et de démontrer le méta-théoreme annoncé ci-dessus. Il
s’avere que la bonne notion de forme est le niveau de saturation d’un arbre aléatoire, et que la
condition nécessaire et suffisante pour que la distribution induite sur Fj soit dégénérée est que le
niveau de saturation tende vers 400 en probabilité quand la taille de ’arbre aléatoire tend vers +co.
La démonstration de ce méta-théoréme met en ceuvre les idées de la preuve par plogement en temps
continu du Théoréme

Définition 5.5.1

On appelle niveau de saturation d’un arbre la hauteur de sa feuille la plus proche de sa racine.

Introduisons tout d’abord une nouvelle notation : étant donné un arbre booléen 7, nous noterons
fr la fonction booléenne représentée par .

Rappelons que T est I’ensemble des arbres binaires plans, et soit 7, I’ensemble de ces arbres
ayant un niveau de saturation supérieur ou égal a o, pour tout o > 0. Remarquons que 75 = 7.

Etant donné un arbre ¢, étiquetons-le uniformément au hasard dans le systéme et/ou (cf. Défi-
nition [[.2.6]), et notons t Parbre booléen aléatoire obtenu, et f; la fonction booléenne aléatoire qu’il
calcule : c’est une fonction booléenne de Fy.

Soient a et b deux éléments distincts de {0, 1}*, et soient a, 3 € {0, 1}. Notons, pour tout arbre ¢,

P;?(a,b) = B(f;(a) = a and f;(b) = §),

et
598 (a,b) = sup{P*’(a,b),t € To}.

Si cet abus de notation est sans ambiguité, nous écrirons IP’?B au lieu de IP’?B (a,b) et S8 au lieu de
S9B(a,b).

Jusqu’a maintenant, ’aléa du modele vient de 1’étiquetage des arbres : la structure est pour
I'instant déterministe. Nous souhaitons désormais rendre aléatoire cette structure. Nous aurons
dans la suite deux niveaux d’aléa, celui sur la structure, et celui sur I’étiquetage. Soit (T},),>0 une
suite d’arbres binaires plans aléatoires : nous nous intéressons au comportement de an, et notre
objectif est de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 5.5.2

Soit (T},)n=0 une suite d’arbre binaires plans aléatoires (non étiquetés). Asymptotiquement
quand n tend vers +0,

1
P(f+# =Vrai)=P(f+ =F — 5.12
(an rai) (an aux) — 9’ ( )
si, et seulement si, le niveau de saturation s,, de T,, vérifie

lim s, = 400 en probabilité.
n—-+0o0

Des cas particuliers de ce théoréeme ont déja été cités dans ce mémoire :
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— Si, pour tout n > 0, T,, est presque stirement égal & l'arbre équilibré de hauteur n (i.e.
l'unique arbre ayant toutes ses feuilles & hauteur n), alors, il est démontré dans [FGG09] que
I'Equation (5.12) est bien vérifiée.

— Si la suite (1}, )n>0 est arbre bourgeonnant (non étiqueté), alors, il est montré dans ce chapitre
que PEquation (5.12) est bien vérifiée (cf. Théoreme [5.2.3).

— Si, pour tout n = 0, I’arbre T,, suit la loi uniforme parmi les arbres de taille n, c’est alors le
modele de Catalan (cf. Section [L31) et il est démontré dans [CFGG04, [Koz0S| que 'Equa-
tion (5.I12) n’est pas vérifiée.

— Si la suite (T},)n>0 est le processus de Galton-Watson critique (remarquons que, presque
slirement, pour n assez grand, T,,+1 = T}, car le processus de Galton-Watson critique s’éteint
presque siirement), alors, c’est le modeéle de Galton-Watson (cf. Section [[L4) et il est démontré
que IEquation (5.IZ) n’est pas vérifiée.

Pour démontrer I’équivalence énoncée dans le Théoréme [5.5.2] nous montrons séparément les
deux implications dans les Propositions [£.5.4] et Il nous faut aussi séparer ’étude des deux
niveaux d’aléa, c’est pourquoi nous établirons tout d’abord deux lemmes qui ne traiteront que I'aléa
provenant de I’étiquetage aléatoire.

Lemme 5.5.3

Pour tout a # b € {0,1}*, asymptotiquement quand o tend vers +o0,
1
12 = S5 (a,b) = 12 — 5%(a, b) ~ —,
o

et, pour tout € > 0,
S19(a,b) = 8% (a,b) = O(Yo1 ).

Démonstration: Remarquons tout d’abord que les symétries de notre modele d’étiquetage aléatoire
impliquent P}0 = PY! et P}! = PY° pour tout arbre ¢ : les probabilités de A et v sont en effet égales,
ainsi que les probabilités d’une variable et de sa négation. Nous pouvons donc conclure que, pour
tout arbre ¢, et pour tout fonction booléenne f,

P(fi=f)=P(fi = 1)
1

De plus, pour tout arbre ¢, P{ + Pt = 2.
Soit t un arbre de 7,. Son sous-arbre gauche t; et son sous-arbre droit ¢, sont tous deux des

éléments de T,_1, ce qui implique :

1 1
PO = = (PP + ;1) + PLPY) + 5 (B (P + PY0) + PLP,0)

2 2
1 1
= 5Py, + 5P — PPy (5.13)

En effet, le facteur % est égal a la probabilité que la racine de t soit étiquetée par A ou par v, le

premier terme de la somme suppose que la racine est étiquetée par A et le second terme par v ; il
suffit de remarquer que les étiquettes des deux sous-arbres sont indépendantes pour établir les égalités

ci-dessus. Comme P}? < S1° et P;% < 52%,, nous avons

1 1
SUO<SO

o—1»
ce qui implique que (S2Y),>0 est convergente quand o tend vers +oo. Un calcul similaire donne
1 1
Pl = LU 4 S 4 ISR+ P+ PNEID 4 B2 4 PIOBLY)
1

11pll
1+ PP
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ce qui implique
1 11 42 11
Z + (5071) = SO’ .

Posons v, = 3 — St Des lors, pour tout o > 0, vo41 = f(vs) ot f(z) = x — z*. Notons que 0

est I'unique point fixe de f et que [0,1] est stable par f. De plus, f(0) =1 et f”(0) = —2. Par un
résultat standard sur les suites récursives : asymptotiquement quand o tend vers +00,

2 1

Vg ~ ————— = —.

o

o f"(0)

Des lors, la suite (S

1) e>0 converge vers 3 quand o tend vers 400, et

1 1
— —SM <~ — quand o — +oo0.
o

2
1 1 1
spo-Lio(h).
2 o o

En particulier, pour tout € > 0, il existe o. = 0 tel que, pour tout ¢ = o,

Nous en déduisons

1—c¢

1
5’11<—
7 2 o

i :
Au vu de 'Equation (5I3]), nous avons

1 1
P10 — GBI+ P10 — BLEY

Lo, Towo 1 11 1 11
= Q]P)tz +§]P’tT — §—Pte i_Ptr
1
= 5Py, + PPy
1 1 1-—¢
< _SIO - SIO
2 a’—1+<2 U—l) o—1>
pour tout ¢ = o.. Dés lors, pour tout ¢ = o,

S10 < 510 (1— 1_5)

oc—1

Via la formule de Stirling | [}'_, (1 — E) ~ % quand n tend vers 400, il existe une constante

ce > 0 telle que

o—1
1—¢ c
S10 < g10 | | 1— < 2 '
v Te k (o —1)l—=

Nous avons donc montré que, pour tout € > 0, pour tout choix de a # b,

S0(a,b) =<9< ! )

ogl—¢

Nous sommes désormais préts a démontrer la premiere implication du Théoréme [5.5.2 : si la
suite des niveaux de saturation des (7},),>0 tend vers +00 en probabilité, alors la loi induite sur F,
est dégénérée, au sens ou elle ne charge que les deux fonctions constantes Vrai et Faux.

Proposition 5.5.4

| Soit (1y,)n=0 une suite d’arbres binaires plans aléatoires (non étiquetés) dont la suite (sp)n>0
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des niveaux de saturation tend vers +o0 en probabilité. Dés lors, pour tout choix de a,b € {0, 1}*
tels que a # b,
P (a,b) — 0

presque siirement quand n tend vers +o0, ce qui implique
. 1
P(an = Vrai) = P(an = Faux) — 3 quand n — 0.

De plus, asymptotiquement quand n tend vers +o0,

P(f7 ¢ {Vrai,Faux}) —

Démonstration: Par hypothese, pour tout o > 0, asymptotiquement quand n tend vers +oo0,
P(s, = 0) — 1.
Autrement dit, asymptotiquement quand n tend vers +o0,
P(T ¢ 75) —
Donc, pour tout o > 0, au vu du Lemme [5.5.3]
P(f; ¢ {Vrai Faux}) = P(3a,b e {0,1}"|f; (a) # f7 (b))
< L P(fy, (a) # f7, (b))

a;ﬁb

> (B(f7, (@) # f7. (b) et Ty € To) + P(Th ¢ 7))

a;éb
( #ft()etTn=t)+P(Tn¢7})>,
a#b \teT,
car T, est dénombrable. De plus, comme la suite (7},),>0 est indépendante de son étiquetage,
P(f, ¢ {Vrai,Faux}) = ) ( ) # fi(D)P(T, € To) + P(Ty ¢ 73))
a#zb \teT,
< 2 ((85°(a,0) + 534 (a, b)P(T € Tp) + P(T ¢ 7))
a#b
<Y (28)(a,b) +P(Tn ¢ 7)) -
a#b

Le Lemme B5.3] appliqué a € = % nous assure qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout

n =0,

P(fs, ¢ {Vrai,Faux}) < Z ( 1/2 —HP’(T ¢ Ts ))

a#b
st

< 2k(2F —1)( 7+ P(Tn ¢7’)>

Comme P(T,, ¢ 7,) tend vers 0 quand n tend vers +00, nous obtenons que, pour tout o > 0, il existe
m = 0, tel que, pour tout n = m,

PTh¢T5) < —=
\/—
ce qui implique
. 2cst
P(f7, ¢ {Vrai,Faux}) < i -
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Il nous reste & montrer la seconde implication du Théoreme [5.5.2 : si la suite (s, )n>0 des niveaux
de saturation des (7,),>0 ne tend pas vers +o0 en probabilité, alors, la distribution induite sur Fy
n’est pas dégénérée. Etudions tout d’abord I'influence de I'aléa de ’étiquetage via le lemme suivant :

Lemme 5.5.5

Soit A, I’ensemble des arbres binaires plans (non étiquetés) de niveau de saturation o, et soit

I, = tIEI}E, P(f; ¢ {Vrai,Faux}).

Pour tout o > 0,
1
I, > —.
20’

Démonstration: Soit t un arbre de A, et  sa version aprés étiquetage aléatoire. On note z 'étiquette
de ¢, 'une de ses feuilles de hauteur o, ¢1, ..., ¢, les connecteurs étiquetant les ancétres de £ (o1 sera
Pétiquette de la racine et o, ’étiquette du parent de £), et par g, . . ., g les fonctions booléennes aléa-
toires calculées par les sous-arbres composés des descendants respectifs des ancétres de £ (numérotés
de haut en bas). Dés lors, la fonction calculée par { est donnée par

fi= (9101 (9202 (.- (9o 05 7))))-

Soit j le minimum des k € {1,...,0} tels que g, admette  comme variable essentielle. Si un tel
k n’existe pas, on posera j = 0. Soit p = gj1+1 ¢j+1 (... (gs ©» x)). Notons que I'on peut choisir ¢,
tel que g; ¢; p admette x pour variable essentielle : si g; # 0, alors A g; admet 2 comme variable
essentielle et si g; = 0, alors x v g; = = admet 2 comme variable essentielle. Par induction, nous
pouvons ainsi choisir ¢;_1,...,01 tels que f; admet x comme variable essentielle, et la probabilité,
conditionnellement au reste des étiquettes de ’arbres (et ce pour tout conditionnement), que <1, ..., o;
soient en effet égaux a ce choix est égale a 2%

En conclusion, si 'on note f;(x = 1) (resp. fi(x = 0)) la restriction de f; au sous-ensemble de
{0,1}* ot 2 = 1 (resp. = = 0),

)

P(fi(e = 1) # fi(e = 0) > o5

ce qui implique

1
P(f; # Vrai et f; # Faux) > 7

Cette derniere inégalité est valable pour tout arbre ¢t € A, : il ne reste plus qu’a prendre I'infimum
pour montrer le Lemme [5.5.5] |

Proposition 5.5.6

Supposons que la suite (sy)n>0 des niveaux de saturation des (T},),>0 ne tende pas vers +o0
en probabilité. Alors, il existe o > 0 tel que, pour tout m = 0, il existe n > m tel que,

P(fs =Vrai) =P(f; =Faux) < % —a.

Démonstration: Par hypothese, il existe 0 > 0 et € > 0 tels que, pour tout m € N, il existe n = m tel
que

P(s, =>0) <1—e¢.
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Des lors, au vu du Lemme [5.5.5]

P(f; ¢ {Vrai,Faux}) > P(f; ¢ {Vrai,Faux} et s, <o)

o—1

= P(f7, ¢ {Vrai,Faux} et s, = m)
m=0
o—1

= >0 D P(f3, ¢ {Vrai,Faux} et T, =t).
m=0teA,

Via l'indépendance entre la suite des arbres aléatoires (T},)n>0 et leur étiquetage aléatoire, nous
obtenons :

o—1
]P)(an ¢ {Vrai,Faux}) = Z Z P(f; ¢ {Vrai,Faux})P(T, =t)
m=0teA,,

o—1

> ) I.P(T, =t),

m=0teA,,

car I, = infyca,, P(f; ¢ {Vrai, Faux}). Nous en déduisons

P(f:,:n ¢ {True, False}) > 2

par hypothese. En posant a = 5=, nous concluons la preuve de la Proposition £.5.6] et donc celle du

Théoreme [5.5.2] [

5.6 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre le lien étroit qui relie le niveau de saturation d’une famille
d’arbres booléens aléatoires a la distribution qu’elle induit sur I’ensemble des fonction booléennes
a k variables. Ce résultat a été conjecturé suite a 1’étude de la nouvelle distribution sur Fj, dite de
I’arbre bourgeonnant, distribution qui s’avere treés similaire a celle induite par les arbres équilibrés.

Il est important d’insister sur les méthodes utilisées pour I’étude du modele de I’arbre bour-
geonnant : nous avons présenté une approche par combinatoire analytique qui était plus naturelle
au vu de la littérature sur les arbres booléens aléatoires, et une approche par plongement en temps
continu, spécifique & ’arbre bourgeonnant dont le plongement en temps continu, 'arbre de Yule,
est standard.

L’idée clef de la preuve du méta-théoreme reliant niveau de saturation d’une suite d’arbres
aléatoires et dégénérescence de la distribution qu’elle induit sur Fj est de séparer l'aléa sur la
forme des arbres aléatoires de 1'aléa sur leur étiquetage. Il est intéressant de noter que, une fois
cette séparation faite, la démonstration met en ceuvre des idées similaires a celles de la preuve par
plongement en temps continu pour I’arbre bourgeonnant.

Pour compléter ce résultat général sur les distributions induites sur F; par des modeles d’arbres
booléens, il faudrait étudier plus en détail le cas non dégénéré : avons-nous toujours dans ce cas une
probabilité favorisant les fonctions de faible complexité, avec un comportement en ﬁ, asympto-
tiquement quand k tend vers 400 7
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Par ailleurs, pouvons-nous trouver une approche générale qui incluerait aussi les modeles d’arbres
non binaires (par exemple ceux du Chapitre ) ? Par exemple, que dire des généralisations non
binaires de I'arbre binaire de recherche tels les arbres croissants [BES92] ou le balanced probability
model [CDM93]? A priori, ces arbres “équilibrés” devraient induire des distributions dégénérées,
tout comme le modele de I'arbre bourgeonnant étudié dans le présent chapitre. Est-il possible
montrer un tel résultat en toute généralité ?
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Chapitre 6

Arbres aléatoires étiquetés par un
ensemble non borné de variables

6.1 Introduction

Dans tous les chapitres de la premiére sous-partie Arbres booléens généraux (cf. Cha-
pitres 2] B et M), ainsi que dans le modele des arbres de Catalan étudié dans la littérature, une
double limite est opérée. La taille n des arbres considérés tend vers +o0 afin de définir la distribution
asymptotique longuement étudiée ensuite. Cette distribution, asymptotique, généralement notée puy
dépend du nombre k de variables utilisées pour I'étiquetage des arbres booléens. Les seuls résultats
décrits dans la littérature sont ensuite obtenus asymptotiquement quand k tend vers l'infini. Mais
cette double-limite, ordonnée (on ne peut, a priori échanger les deux limites), ne biaise-t-elle pas
les résultats obtenus ?

L’ambition de ce chapitre est d’échanger les deux limites, voire de laisser n et k tendre vers +o0
ensemble, en exprimant k£ comme fonction de n.

Une premiéere idée due a Genitrini et al. [GKZ07, [GK12)], afin d’échanger les deux limites est
de considérer des arbres booléens dont les étiquettes sont prises dans un ensemble infini {x;};>1 de
variables (et leurs négations). La famille de ces arbres booléens n’est plus une classe combinatoire :
il y a une nombre infini de tels arbres de taille n (dans ce chapitre, la taille des arbres sera le nombre
de feuilles). Nous définissons donc une relation d’équivalence sur les arbres booléens de fagon a ce
qu’il y ait un nombre fini de classes d’équivalences d’arbres de taille n. Cette notion d’équivalence
induit une notion d’équivalence sur I'espace des fonctions booléennes.

Nous définissons P,{f), la probabilité d’une classe d’équivalence de fonctions (f) (ou f est
une fonction booléenne), comme la proportion de classes d’équivalence d’arbres de taille de taille
n calculant une fonction de (f) parmi les classes d’équivalence d’arbres de taille n. Quel est le
comportement de P,{f) quand n tend vers +o0?

Nous remarquerons que ce modele ot les deux limites (sur & puis sur n) ont été échangées est en
fait équivalent a un modele ou k = n, et nous généraliserons nos résultats pour toute suite (ky,)p>1 :
nous supposerons qu’un arbre peut étre étiquetée par au plus k, variables différentes ou (ky)n>1
sera une suite croissante et tendant vers +o0 quand n tend vers +00. Il est intéressant de remarquer
que comme un arbre de taille n a n feuilles, 1 < k, < n, pour tout entier n > 1. Ce nouveau modele
nous permet donc de laisser n et k tendre vers 400 simultanément et nous verrons comment le
comportement de la distribution P,, dépend de la dynamique de k,, en fonction de n.

Dans la Section [6.2] nous définirons notre nouveau modeéle, et notamment la notion de classe
d’équivalence d’arbres et de fonctions booléennes, et nous énoncerons notre résultat principal. Les
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Sections [6.3] et [6.4] sont le coeur technique de notre étude. Dans un premier temps (Section 6.3]),
nous étudions en détails le nombre de classes d’équivalences d’arbres de taille n, et nous y voyons
clairement le role de la suite k,. Nous remarquons un phénomene de saturation si la suite (ky)n>1
vérifie k, > - pour tout n assez grand. Dans un second temps (Section [6.4), nous généralisons
la théorie des motifs de Kozik [Koz08] & ce nouveau modeéle de classes d’équivalence. Enfin, la
Section applique ces résultats techniques a I’étude de la distribution de probabilité induite sur
I’ensemble des classes d’équivalence de fonctions booléennes : nous démontrons ici notre résultat
principal.

6.2 Définition du modeéle

6.2.1 Relations d’équivalence

Dans ce chapitre, les arbres et/ou sont des arbres binaires plans dont les noeuds internes sont
étiquetés par A ou v, et dont les feuilles sont étiquetées par une variable de {z;};eny ou sa négation.
La taille d’un arbre est le nombre de ses feuilles : bien entendu, il existe un nombre infini de tels
arbres de taille n. II est donc impossible de définir la distribution uniforme sur l’ensemble des
arbres de taille n comme dans le cas classique. Pour remédier a ce caractere infini, nous définissons
des classes d’équivalence : nous dirons que deux arbres sont équivalents s’ils sont identiques d re-
numérotation des variables prés. En plus de pouvoir ainsi définir un analogue de la distribution des
arbres de Catalan sur I’ensemble des fonctions booléennes & un nombre non borné de variables, la
famille des classes d’équivalence d’arbres et/ou formera une classe combinatoire, sur laquelle nous
pourrons donc appliquer les méthodes de combinatoire analytique.

Une telle notion d’équivalence d’arbres est déja définie dans Genitrini et al. |[GKZ07, [GK12],
dans un cadre légerement différent car le systéme logique étudié dans ces deux articles ne prend
pas en compte les littéraux négatifs. Rappelons que nous appelons squelette un arbre binaire plan
dont les noeuds internes sont étiquetés par des connecteurs et dont les feuilles sont non-étiquetées
(cf. Définition [[33:3)). Rappelons aussi qu’une variable est un élément de {x;};>1 alors qu’un littéral
est une variable ou sa négation, donc un élément de {x;, Z;};>1. On dit qu'un nceud est étiqueté par
la variable z; s’il est étiqueté par le littéral x; ou par le littéral ;. Ainsi, deux noeuds peuvent étre
étiquetés par la méme variable mais par deux littéraux différents.

Définition 6.2.1 (cf. Figure [6.1])

Deux arbres et/ou t; et ty sont équivalents si, et seulement si,

(i) leurs squelettes sont égaux,

(ii) deux feuilles sont étiquetées par la méme variable dans t1 si, et seulement si, elles sont
étiquetées par la méme variable dans ts, et

(iii) deux feuilles sont étiquetées par le méme littéral dans t si, et seulement si, elles sont
étiquetées par le méme littéral dans ts.

Remarque : Cette remarque n’est pas redondante. Imaginons que nous supprimions la condition
(73). Des lors, Pexpression 1 A Z1 devient équivalente & lexpression 1 A x2, ce qui n’est pas le cas.
Par ailleurs, imaginions que nous supprimions la condition (ii7), alors, I’expression x1 A Z; devient
équivalente a x1 A x1, ce qui n’est pas le cas non-plus. Les conditions (i7) et (ii7) ne sont donc pas
identiques.

Cette relation d’équivalence induit (via ®, cf. Définition [L2.5) une relation d’équivalence sur
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FIGURE 6.1 — Les deuz arbres de gauche sont équivalents alors que les deuzr arbres de
droite ne le sont pas.
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Iensemble Fy, des fonctions booléennes (cf. Définition [[L2.1]). Par exemple, la fonction Vrai tout
comme la fonction Faux sont les uniques éléments de leurs classes d’équivalence respectives et toutes
les fonctions littéral sont équivalentes. Il est important de remarquer que les fonctions booléennes
d’une méme classe d’équivalence ont la méme complexité et le méme nombre de variables essentielles.
On note (f) la classe d’équivalence de la fonction booléenne f.

6.2.2 Distribution de probabilité sur ’ensemble des classes d’équivalence de
fonctions booléennes

Soit (kp)n>1 une suite d’entiers croissante et tendant vers +o quand n tend vers +oo.
Par la suite, nous supposerons qu’un arbre et/ou de taille n ne peut contenir comme étiquettes plus
de k,, variables deux a deux distinctes, c’est a dire que, pour tout arbre ¢ de taille n, il existe un
ensemble I' de variables de cardinal inférieur ou égal a k,, tel que toute feuille de t est étiquetée par
une variable de I' ou par sa négation. Bien entendu, nous pouvons supposer 1 < k, < n, et ce pour
tout entier n > 1.

Définition 6.2.2

On note T, le nombre de classes d’équivalence d’arbres de taille n (et tels qu’au plus k,, variables
différentes apparaissent comme étiquettes des feuilles). Soit T(z) la série génératrice T(z) =

Do T2

Pour tout entier 7, on note Cat,, le n*®™ nombre de Catalan (cf. Equation (1)), et pour tout
couple d’entiers (p,n), on note {;‘} le nombre de Stirling de seconde espéce associé a n et p (i.e. le
nombre de partitions d’un ensemble & n éléments en p parties non-vides, voir par exemple [FS09,
pages 735-737]).

Proposition 6.2.3

Le nombre de classes d’équivalence d’arbres de taille n vérifie :

kn
SR Y (ER

p=1

Démonstration: Le facteur 27 !Cat,,_; compte le nombre de squelettes différents & n feuilles : le terme
Cat,_; compte le nombre d’arbres non-étiquetés et le facteur 2”~! compte le nombre d’étiquetages
des nceuds internes. Il ne reste plus qu’a compter le nombre de facons d’étiqueter n feuilles. Pour ce
faire, choisissons un entier p € {1, ..., k, } représentant le nombre de variables différentes apparaissant
dans I'étiquetage des feuilles, puis partitionnons les n feuilles en p parties, signifiant que deux feuilles
sont étiquetées par la méme variable si, et seulement si, elles sont dans la méme partie de la partition :
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cela nous donne le facteur {Z} Il ne reste plus qu’a choisir le signe de chaque étiquette de feuille : est-

ce la variable elle-méme ou sa négation ? Cela rajoute un terme 2™ que nous devons corriger par 277
car I’arbre obtenu en changeant tous les signes des feuilles d’une partie de la partition est équivalent
a l'arbre de départ. |

Etant donné un ensemble S de classes d’équivalence d’arbres et /ou, et en notant S,, le nombre
de ces classes dont les éléments sont de taille n, on appelle proportion ou ratio de S le réel suivant

fin(S) = 22 (6.1)

Etant donnée une fonction booléenne f, on note T,,{f> le nombre de classes d’équivalences d’arbres
dont les éléments calculent une fonction de {f), et on appelle probabilité de (f) le ratio de cette
famille de classes d’équivalence :

L’objectif de ce chapitre est d’étudier la distribution an sur I’ensemble des classes d’équivalence
de fonctions booléennes, notamment asymptotiquement quand n tend vers +oo.

6.2.3 Résultats

Nous décrivons dans ce chapitre le comportement de P,{f) pour toute fonction booléenne f
firée, asymptotiquement quand n tend vers 4o0.

Définition 6.2.4

Soit {f une classe d’équivalence de fonctions booléennes. On note L{f) (resp. E{f)) la com-
plexité commune (resp. le nombre de variables essentielles commun) des fonctions de {f). La
multiplicité de (f), notée R(f), est le nombre entier L{f) — E{f) = 0 : c’est le nombre de
répétitions dans un arbre minimal d’une fonction de {f).

Théoréme 6.2.5

Soit (kn)n>1 une suite d’entiers croissante et tendant vers 400 quand n tend vers +o0. Il existe

une suite (My)n>1 telle que M, ~ - (quand n tend vers +0) et telle que, pour toute classe

d’équivalence de fonctions booléennes (f) fixée, il existe une constante strictement positive A
telle que

(i) si, pour tout n assez grand, k,, < M, alors, asymptotiquement quand n tend vers +0o0,

1 R{fy+1
Pnlf) ~ A¢py - <—1> ;

knJr
(ii) si, pour tout n assez grand, k, > M, alors, asymptotiquement quand n tend vers +00,

n

Inn R(fY+1
Pnlf) ~ Ay - ( ) :

1. Nous réutilisons ici une notation utilisée dans le Chapitre[Bl pour un objet totalement différent : aucune confusion
n’est cependant possible.



Section 6.3. Nombre de classes d’équivalence d’arbres 137

Remarquons tout d’abord que la constante Ay, est indépendante de k, (et de n, bien entendu),
résultat qui a déja été observé dans Genitrini et al. [GKZ0T7, (GK12| dans le cas particulier de la
fonction Vrai. Par ailleurs, ce théoréme ne couvre pas tous les cas possibles : la suite (k,),>1 peut
osciller entre valeurs plus petites et valeurs plus grandes que celles de la suite (M,,),>1. Ceci dit,
ce théoréme couvre tous les cas naturels de suites (k,)n>1 : l'idée est de prendre pour cette suite
une suite tres réguliere du type lnn, 1/n, n?*, ete.

Afin de pouvoir comparer nos résultats avec ceux concernant la distribution des arbres de Catalan
(cf. Section [[33]), il nous faut traduire les résultats obtenus par Kozik (cf. Théoreme [[31]) en
terme de classes d’équivalence. Il suffit pour cela de remarquer que, si, pour tout n > 0, k = k,,
ilya ( Elgf))2E(f ) fonctions booléennes dans la classe d’équivalence de f € F. Des lors, d’aprés le

Théoréme [L3T] (avec les notations de ce théoréme), asymptotiquement quand k tend vers +o0,

. 1 1
nEI}rlooun,k<f> = Z<:>Mn,k(9) =0 (W) =0 (k,R(f)ﬂ) :
g&(f

Bien entendu, il serait abusif de considérer que la suite constante (k, = k),>0 tend vers +00 quand
n tend vers +o0o. Mais le résultat de Kozik étant vrai quand k tend vers 4oo, il y a une certaine
cohérence a supposer que le cas k fini entre bien dans le cas (i) de notre Théoreme (méme si
notre preuve ne s’appliquera pas a ce cas). Nous retrouvons bien le % élevé a la puissance R(f) + 1.
Notre nouveau résultat est donc cohérent avec le modele classique des arbres de Catalan.

Par ailleurs, le modeéle étudié par Genitrini et al. [GKZ07, [GK12] correspond a priori & la suite
(kn)n=0 constante égale & +00 (méme si cette suite n’est pas autorisée dans ce chapitre). Remarquons
cependant qu’'un arbre a n feuilles ne peut étre étiqueté par plus de n variables différentes : le cas
ou (kp)n=0 est constante égale & +0o0 évoque donc le cas k, = n (pour tout entier n). Appliquer
le Théoréme a la fonction Vrai permet de retrouver les résultats établis dans Genitrini et
al |[GKZ07, I[GK12].

Notre résultat est donc cohérent avec les deux cas extrémes étudiés dans la littérature.

La preuve du Théoreme est I'objet de la suite du Chapitre. Elle se décompose en quatre
parties : (1) une partie technique qui correspond a I’étude combinatoire du nombre 7}, de classes
d’équivalence d’arbres de taille n (cf. Section [6.3), (2) la généralisation de la théorie des motifs
a notre nouveau modele de classes d’équivalences (cf. Section [6.4]), (3) I’étude de la probabilité
de la classe d’équivalence de la fonction Vrai (cf. Sous-section [6.5.1]), et (4) I’étude d’une classe
d’équivalence de fonctions générales (cf. Sous-section [6.5.2).

6.3 Nombre de classes d’équivalence d’arbres

Cette partie est consacrée a une étude technique du comportement de 7;,, asymptotiquement
quand n tend vers +00. Elle parait un peu technique, mais les résultats obtenus seront fondamentaux
pour la suite : c’est lors de cette étude que nous voyons apparaitre le seuil d’ordre - observé dans
le Théoréme

Rappelons que T}, = 22" 1Cat,_; Z;ﬁ’;l {Z} (cf. Proposition [6.2.3)). Le facteur 22"~ !Cat,_; est

trés bien connu : nous connaissons entre autres son comportement asymptotique : la difficulté de
I’étude de T,, vient donc du facteur somme. La proposition suivante, due a Comtet, et dont une
preuve simple est établie par Sibuya [Sib88|, nous permettra de borner ce facteur somme. Elle peut
étre vue comme un cas particulier des égalités de Bonferroni (cf. Comtet [Com74, Section 4.7]).
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Proposition 6.3.1 (Comtet [Com?74]|, [Sib88])

Pour tout entier n > 1, pour tout p € {1,...,n},
n _1\n n
" (p—1) g{n}gp_'
pl (p—1)! p p!
Nous nous intéressons donc a la suite & double indice
n
oM = Lo (6.2)
p!

Lorsqu’aucune confusion ne sera possible, nous omettrons 'exposant n et noterons a, au lieu de
n o
a§, ). Montrons le lemme suivant

Lemme 6.3.2

(i) La suite finie (ap)peq1,.. ny = (’;—72_7’) est unimodale. Plus précisément, pour tout n > 1,

il existe un entier M, tel que (ap)pe(1,..ny croit strictement sur {1,2,..., My} et décroit
strictement sur {M,, +1,...,n}.

(ii) La suite (My)n,>0 est asymptotiquement croissante, et, asymptotiquement quand n tend

vers +00,
n
M, ~ —.
Inn

Démonstration: (¢) Montrons que la suite (ap)i<p<n €st log-concave, i.e. que le suite (%)K o
IpsN—

est décroissante. Soit p un entier de {1,...,n — 1}. Par définition,

Gp+1 _ (p‘l‘l)n 1
ap p 2(p'l'1)7

ce qui implique, pour tout n = 0,

1
941l S 1 e nln (Zi) —In(2(p+1)) > 0.
ap P
Remarquons que la fonction (¢, : p — nln (%) — In(2(p + 1))) est strictement décroissante.

Comme ¢(1) tend vers +o et ¢(n — 1) tend vers —oo quand n tend vers 400, il existe un unique
entier M, tel que (ap)peq1,...,n} SOit strictement croissante sur {1,..., My} et strictement décroissante
sur {M, +1,...,n}.

(%) Soit x,, 'unique solution de I’équation

z+1\" 1
=1 6.3
() st (63)
alors, M,, = |x,]. Remarquons tout d’abord que la suite (2, )n>1 est croissante. En effet, nous savons
que ¢n(zn) = 0 et ¢ny1(znt1) = 0. Des lors, ¢p(znt1) = —In (1 + wnl+1) < 0, ce qui implique,

comme ¢,, est décroissante, que x,,+1 = x,, et ce pour tout entier n suffisamment grand. Des lors, la
suite (M,,),>1 est asymptotiquement croissante.
De plus, comme, asymptotiquement quand n tend vers +o0,

e A 1 Inn
nn ~— >0,
) (1) T 2

Inn Inn
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alors - < x,, ce qui implique que z,, tend vers +00 quand n tend vers +co. Par ailleurs, I'Equa-
tion ([63) évaluée en x,, est équivalente a

1
nln (1 + —) =In2+In(z, +1), (6.4)
n
ce qui implique z,Inz, ~ n quand n tend vers +00. Nous en déduisons que Inz, ~ Inn puis
que r, ~ = quand n tend vers +c0. Comme M, = |z,], nous en concluons que M, ~ "/inn
asymptotiquement quand n tend vers +0o0. |

Extrayons de 'expression de T;, le facteur dont I'analyse asymptotique semble étre centrale :
Définition 6.3.3

Pour toute suite (uy)n>1, on pose, pour tout entier n > 1,

B, = uE {2}2—1’.

p=1

Dés lors, pour tout entier n > 0, T,, = 22"*1Catn_1Bn,kn (cf. Proposition [6.2.3).

Le lemme suivant explicite le comportement asymptotique de B,, ,,, quand n et u,, tendent vers
+00 : informellement, avant le seuil, i.e. si u, < M,, By 4, est équivalent a la somme de quelques-
uns de ses derniers termes, et apres le seuil My, By ,, est équivalent a la somme de quelques
termes autour du terme d’indice M, . Il faut retenir que les termes de plus grand poids de la suite

(a;g)n))lgpgn et donc les termes de plus grand poids de la suite Z 27P sont les termes d’indices
proches de M,,.
Lemme 6.3.4

Soit (un)n>1 une suite croissante telle que u, > n pour tout entier n > 1 et wu,, tend vers +o0
quand n tend vers +o0.

(i) si, pour tout n assez grand, u, < M,, alors, pour toute suite (6, )n>1 telle que &, = o(uy,)
et Ynvinun 0(d,,), nous avons, asymptotiquement quand n tend vers +o,

Bn7u7lz(9< 3 p—,2—P> (6.5)

P=un—0n p:

(ii) si, pour tout n assez grand, u, = M,, alors, pour toute suite (0y,),>1 telle que 6, = o(uy)

2
et YoV 1Un Vrllnu” = 0(dy,), pour toute suite (n,)n>1 telle que n, = o(My,), lim,_, 4« 1\731_2 =+ et

\/Mn In(u, — M) = o(ny), nous avons, asymptotiquement quand n tend vers +0,

min{ Mn+nn,un}

Bpu, =© > —27P |, (6.6)
yUn '
p=Mp—6, P’

Démonstration du Lemme [6.3.4], assertion (6.5]) : Au vu de la Proposition[6.3.1], nous pouvons bor-
ner B,, ,,, : pour tout n = 1,

n Un

Up—1

1 n n n

LY P U B <YL (6.7)
p=1

pl 2P oy, 2un = pl 2P’
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Supposons u, < M, pour tout n assez grand et montrons que les deux bornes de 1’Equation ©1)
sont du méme ordre quand n tend vers +co.

Notons, pour tout entier N > 1, Sy = 25:1 a](on) : 'Equation (6.7) implique

1
§Sun $ Bn,un $ Sun-

On sépare la somme S, en deux : les derniers d,, termes, et les autres.
Un
Sun = Sun—s1+ D, Gy
P=Up—0n

Rappelons que par hypothese, d,, = o(uy,) : nous pouvons donc choisir n suffissamment grand de telle
sorte que u, > d,. Montrons que S, —s,—1 est négligeable devant a,,, , et donc devant ZZZUH* 5, Op-
Rappelons que (ap)p=1 est croissante sur {1,..., M,}. Cela implique que

Sun—Sn—l < Un Ay, —5,, -

Pour tout entier n suffisamment grand, via la formule de Stirling,
Ay, —s5, 5 (un — 5n>n Uy!
— =2
Qy, Up, (Up, — 0p)!

2u" On Uy — 671 n—un+08, —1/2

exp [(5,, In2—4, + dpup + (0 —up + 6, —2)In (1 - 6—") + 0(1)] :

n

- 50 ) — _dn _ O
Comme 6,, = o(uy,), nous avons In (1 — ﬁ) =3 —mEs et

2 2
%”—5”=exp[6nln2—(5n+6nun—n—6n+(5n—%+0<n—6n>]

Aoy, Un 2u121 u%
On 52 52
= exp 6nln2+6nun—n——&+o "0 ,
Uy, 2u2 u2

2 2
car, par hypothese, Inu,, = o (Z—Z), ce qui implique 7;62" = Q(Inw,). Rappelons que u,, < M,, et,

d’apres (64), 7 = In2 4+ In M,,. Dés lors,

2 2
Lun—dn o exp [5n In2+ 4§, M, — M _ 0y +o (n(S")]

ay M, 2u2 u2
nd? nd2
< exp [——Z +o (—;)] .
2u? uz
62

Comme 2 = Q(Inwu,), nous en déduisons que
un

Su s, wne o o,
n—0,—1 guna n=0n < exp [lnun—;Tg-l-o(u)] =o(1).

ay ay 2 u2

n

n n

Des lors, Sy, ~ Ziun _s,, ap, ce qui conclut la preuve. |

Démonstration du Lemme [6.3.4] assertion (6.6) : Supposons u, > M, pour tout n assez grand.
Séparons les sommes des deux bornes de I'Equation (6.7)) en trois parties : la premiére partie de
I'indice 1 a l'indice M,, — §,, — 1; la seconde partie de l'indice M, — J,, a 'indice M,, + 1, ; et la
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troisieme partie de M, + n, + 1 a u,,. Notons que, si u, < M, + n,, alors, la troisiéme somme est
vide et la deuxieme somme n’est pas complete :

My +1n Up,
Su, = SMm, —5,-1 + Z ap + Z ap.
p=My,—6p p=Mp+nn+1

Par des arguments tout a fait similaires a ceux développés dans la preuve du (i), nous pouvons

ol My, 47, N .
montrer que Sy, 5, —1 est négligeable devant ays,, et donc devant sz J\ZJ— 5, dp- Dés lors, si u, =
M, + 1y, Vassertion (ii) est prouvée. Nous supposons maintenant que u, > M, + 1, + 1 : il nous

N T My +nn
reste & montrer que Y, ap est négligeable devant aar,, et donc devant >, """ 5 a, pour
conclure la preuve.

n

U
p=MN+nn+1

Au vu du Lemme [6.32] nous avons

Unp,

2 ap < (un - Mn - nn)aMn+nn'
p=Mp+nn+1

Via la formule de Stirling,

OMptnn _ 2= (M" + 77n>n M,!
(

am, M, M, + 7771)'
oMy + )\ " [ My +m, "M
= (2T - = 1 1
( e ) M, (14 o(1))

= exp [—nn In2+n, —nIn(My, +15) + (n — M, —1/2)In (1 + ]7\7/[_11) + 0(1)] .

n

n

Comme In (1 + ](74—”) < i~ et 4~ = o(1) par hypothese, nous avons

M, +n, <exp|—naIn2+n, — 0 ].D(Mn + nn) + n_n(n - M, — 1/2) + 0(1):|
am, L My,
=€XpP [ —Tn In2 + M — Tin ].D(Mn + n") + ?Wﬂ T 0(1):|

NN
=exp |-, In2 —n, In(M, +n,) + Mi + 0(1)]

=exp|—npIn2—-1n,In M, —n,In (1 + AZ—”) + 7\4& +0(1)]

2 3

n

Comme M,, = |z,|, nous avons
1 1 1 1

1
In2+In(z, +1) =In2+ WM, +0O (M) .

et

Au vu de 'Equation (6.4)), cela implique

n n n 1 n n
mzln2+lnMn+2—W+O<m> +O<m> =1n2+1DMn+2—M%+O<W>

n
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2 3
M t1n TR W TN WO B
am, exp[ M, " <M3> o\

2 2
ol ()

2
car, par hypothese, ](74—" tend vers +00 quand n tend vers 4+00. Nous obtenons donc

ZZZM +7,+1 %P am, + 2 n
Sp=8n Tt < (uy, — M, —n,) —20 In(u, — M,) — -2 _n =o(1
- (u ) 2 exp[n<u ) Mn”(Mn)] o(1)

2
car, par hypothese, In(u,, — M,) = o (:T") Des lors, quand n tend vers +oo
Mn+nn
Sun ~ Z aP’
p=Mp—dn
ce qui conclut la preuve. |

Nous pouvons désormais en déduire le comportement de B,, j,, :
Lemme 6.3.5

Soit (ky)n>1 une suite d’entiers croissante et tendant vers +o0 quand n tend vers +00. Supposons
que k, < M, pour tout n assez grand. Alors, asymptotiquement quand n tend vers +o0,

Bn7k7L+1 — @ ( 1 )
Btk kni1 /)’

Démonstration: Supposons tout d’abord que ki1 < M,. Soit (d,)n,>1 une suite d’entiers vé-

rifiant 6, = o(kn41) et @

= 0(d,,) quand n tend vers +o0. Le Lemme [6:34] appliqué a
U, = kp41 nous donne, asymptotiquement quand n tend vers 400,

knt1
_ (n)
ankn+l =0 Z ay,
p=kn41—0n

De méme, comme k,+1 < M,11, et comme la suite (6,—1)n>1 vérifie d,—1 = o(k,), et Eninkn Vrll“k" =
0(dp—1), en appliquant le Lemme [6.3.4 & la suite u,, = k,,, nous obtenons, asymptotiquement quand
n tend vers +00,

k"l
Bue =0 3 a0
p=kn—0n_1
donc
kn+1
_ (n+1)
Bn+1)k71+1 =0 2 ap
p=kn41—0n
Des lors,
kpnt1 (n)
rat 1= ankn+1 _ Zp:k}n+176n ap
n+1l -— & —
B knt1 (n+1)
n+1,kn41 Zp=kn+1—5n ap
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Nous avons

kn 41 knt1 kn 41 kn 41 knt1
1
TR T P I T RTT  )
p=knt1—0n p=knt1—0n p=Fkn41—0n p=knt1—0n p=knt1—0n
Deés lors,
ankn+1 1
ratpy1 = ———+ =0 )
Bn+1,kn+1 k’ﬂ+1

Supposons, au contraire M, 1 > kp+1 > M,,. Soit (d,),>1 une suite d’entiers telle que

On = o(kn41) et WS ERVALLE S . 0(dy,). Soit (1, )n>1 une suite d’entiers telle que 7, = o(M,),

n+1

2
limy, 4 ](74—’; = 400 et /My In(u, — M,,) = o(n,). En appliquant le Lemme [6.34] assertion (6.6]), &

la suite u,, = k,,, nous obtenons

B

n,kny1 =

De plus, comme 4, 1 = o(ky) et —k"\/,llnT"
la suite u, = ky,

Bn+1,kn+1

Remarquons comme ci-dessus que

kn+1

(kns1 —62) > al™ < Bustgoyy <knsr

p=Fkn41—0n

min{ M, +nn,kn+1}
(n)
ap

p=My,—6n

= 0(0p_1), via le Lemme [6.37] assertion (G.35]) appliqué a

knt1
_ (n+1)
=0 DI
p:kn+175n
kn+1

az(,”"'l).

p=knt1—06n

De plus, comme k1 = M, via des arguments similaires & ceux utilisés dans la preuve du Lemmel[6.3.4]

assertion (G.6]),

5~

p=Fkn41—0n

Dés lors, comme 6,, = o(kn+1),

Bn k
ratniq i= shng1

De méme,

Bn+17kn+1

min{kn+l7Mn+7]n}

az()”) ~B

n,kn 41+
p=kn4+1—0n

1 1
—0(—)=0(—).
(knJrl - 571) (kn+1>

1
ratp+1 = Q (k ) ’
n+1

ce qui conclut la preuve.

Lemme 6.3.6

+00,

Supposons que k,, = M, pour tout n assez grand. Alors, asymptotiquement quand n tend vers

Bukni  _ g (11171)
Brt1kni n
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Démonstration: Nous avons, par hypothese, k11 = M, 41, ce qui implique ky+1 = M,,. Soit (§,)n=1
une suite d’entiers telle que 8, = o(M,,) et MevInM, V:‘M" = 0(0p). Soit (7,)n=1 une suite d’entiers telle
2
que n, = o(My,), lim, 4 IZ[—" = +o0 et \/Mn In(kp+1 — My,) = o(ny,). Nous pouvons donc appliquer
le Lemme [6.34] assertion (G.6]), & w, = kp41 : asymptotiquement quand n tend vers +oo,

min{Mn+7771;k7l+l}

B =0 2 aé")

n)kn+1
p=Mp—6n,
De plus, comme la suite (0,,),>1 vérifie o, = o(M,,) et My v/In My Vrll“M” = 0(d,,), et comme la suite (7, )n>1
2
vérifie n, = o(M,), lim,— 4o 1\7;[_" = 4w et /M, In(k, — M,) = o(n,), nous avons,

min{Mn+n71;kn}
Boy, —© S,
p=My —dn

et donc
min{ M, +1+Mn+1,kn+1}

Bty = O Z a(n+1)

p
P=Mp41—0n41

Remarquons que

min{ My +1+Mn+1,kn+1} min{ My, +1+Mn+1,kn+1}
(Mn+1 - 571) Z az()n) < Bn+1,kn+1 < (Mn+1 + 77n+1) 2 a}()n)
p=Mp4+1—06n+1 p=Mp+1—06n41

De plus, comme k1 = M, 1 = M,, via des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve du

Lemme [6.3.7] assertion (G.6]),

min{Mpn4+1+0n+1,kn41} min{Mpn+nn,knt1}
(n) Z (n)
> al al™.
p=Mp+1—06n+1 p=Mp+1—0n+1

Nous devons donc comparer
min{ My +0n ,kn+1}

R Y
P=Mp41—0n41
et
min{ My, +0n ,kn+1}
To= > e

p=My,—6bp

et montrer que ces deux sommes sont équivalentes. Décomposons S,, comme suit :

min{ My, +1+Mn+1,kn+1} Mp41—6n+1
p=min{M,, +1n,kn+1} p=M,,—d,

Le second terme est négligeable devant T,, via la preuve du Lemme [6.34] assertion (G.6]). Supposons
que le troisiéme terme n’est pas vide : My, 1 — dp 1 > M, — 0, (si ce terme est nul, alors nous avons

déja prouvé S, ~ T,). Via le Lemme [6.3.2] comme MMLT =1+ o N}n ),

Mp41—6n+1
a;(an) < (Mnt1 = 0ny1 — My + 6")a5\2—5"
p=M, —5,
= (671 - 6n+1 + 0(1))a(Mn7)1*6n
< (6 +o(1)aly) s, = o(al))

n
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au vu de la preuve du Lemme [6.3.4], assertion (G.3)). Dés lors, comme ag\}li < Ty, nous avons S, ~ T,

quand n tend vers 400, ce qui implique

1 ankn+1 < 1

— O(1) <ratpy = o(1),
M1 + Mot S 1 S

~
Bniiknyr  Mpg1 = Ony

et comme 7, = o(M,,) et §, = o(M,), nous obtenons

1 1
rath:@( ):@(ﬂ).
M1 n [}

Définition 6.3.7

On notera

Bn-1k,
Bn,kn

Le comportement de ce ratio est déterminé par les Lemmes[6.3.3 et [6.3.0 : notons en particulier
que rat, — 0 quand n tend vers +0o0.

rat, =

6.4 Généralisation de la théorie des motifs

Rappelons que 'on note Z la famille des squelettes, I, le nombre de squelettes de taille n, et
I(z) = 3,1 Inz" leur série génératrice. Par la méthode symbolique,

I(2) = 2z + 2I(2)?,

ce qui implique

La singularité dominante de I(z) est donc %.

L’objet de cette Section est de généraliser la théorie des motifs de Kozik (cf. Section [[31]) a
notre nouveau modele. Le lemme suivant est une généralisation du lemme de Kozik : il ne
prend en compte que les répétitions, et non I’ensemble des restrictions car les restrictions ne sont
plus pertinentes lorsque ’on parle de classes d’équivalence d’arbres.

Lemme 6.4.1

Soit L un langage de motifs non-ambigu et sous-critique pour la famille T des squelettes. Soit
TT[LT] (resp. Ty[?r]) le nombre de classes d’équivalence d’arbres ayant exactement (resp. au moins)
r L-répétitions. Deés lors, asymptotiquement quand n tend vers +0o0,

[r] [=7r]
Tn r Tn . r
T " O (raty,) et T~ O (raty) .

Démonstration: Le nombre de classes d’équivalence d’arbres de taille n ayant au moins r L-répétitions
est donné par

T,EZT] — Z In (d)Lab(n, kna d7 T)7
d=r+1



146 Chapitre 6. Arbres aléatoires étiquetés par un ensemble non borné de variables

ou I, (d) est le nombre de classes de squelettes ayant d L-feuilles de motif, et ot Lab(n, k,, d,r) est
le nombre de fagons (& équivalence pres) d’étiqueter les n feuilles de ces squelettes de fagon & obtenir
au moins r L-répétitions. Nous avons I'inégalité suivante :

T d .
Lab(n, ky,d,r) < 2™ - Z ( ){T —l,_]}Bn—r—jH.,kn-

ANt U

En effet, le facteur 2™ correspond au choix du signe de chaque littéral sur chaque feuille; I’indice
j représente le nombre de variables distinctes qui réalisent les r répétitions; le facteur binomial
représente le nombre de facons de choisir les feuilles de motifs qui réalisent les r répétitions; le
nombre de Stirling représente le nombre de fagons de partitionner ces r + j feuilles en j parties;
et, pour finir, le facteur B,_,_;j11,k, €étiquette les n —r — j 4+ 1 feuilles restantes. Cependant, nous
comptons plusieurs fois certains étiquetages, d’ou I'inégalité suivante, car la suite (B, g, )m>1 est

croissante en m :
s - n d
Tl <on. B, {T I } 3 In(d)< )
Jj=1 J d=r+j r+ J

Soit ¢(x,y) la fonction génératrice du langage de motifs L. Alors, pour tout p > 0,

zP oPY CE AN
St = Y n@()):

n=1d=1

ce qui implique

TvEZT] < anr,lw ZT: {T‘ + ‘7} [Zn]zr+j ((:;:'f (Z’ I(Z))
Tn S Bn,kn ] [Zn]I(Z)
ortip

Comme 2" 7S£ (2,1(z)) et I(z) ont la méme singularité car L est sous-critique pour la famille Z,
chaque terme de la somme converge vers une constante quand n tend vers +00, ce qui implique que

Jj=1

[r] [>7]
TL < Tn — O (BnT)k7l
Bn,kn

Tn T—n ) =0 (ratn) .

6.5 Comportement de la distribution de probabilité

Maintenant que nous avons généralisé le lemme de Kozik, nous pouvons commencer 1’étude de
la distribution de probabilité IP,,. Notre premiere étape est, comme pour tous les modeles d’arbres
booléens aléatoires, I’étude de la fonction constante Vrai (et donc, par symétrie celle de la fonction
Faux). Nous montrons ensuite le Théoreme

6.5.1 Tautologies

Pour étudier les tautologies, la stratégie est la méme que dans le cadre de la distribution des
arbres de Catalan : nous calculons ’équivalent de la fraction des tautologies simples (cf. Défini-
tion [[3.6) quand n tend vers +o00, puis, nous montrons que, asymptotiquement quand n tend vers
+00, presque toute tautologie est simple. Rappelons que ’on note ST I’ensemble des classes d’équi-
valence de tautologies simples, et ST;, le nombre de classes d’équivalence de tautologies simples de
taille n.

Lemme 6.5.1

La fraction (cf. Equation (621))) des tautologies simples vérifie, asymptotiquement quand n tend
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vers +oo,
ST, 3

~ —rat,.
T, 4 "

De plus, asymptotiquement quand n tend vers 4+00, presque toute tautologie est simple.

pn(ST) =

Démonstration: Calculons tout d’abord la fraction des tautologies simples. Tout comme dans le cas de
I’étude de la distribution des arbres de Catalan, ou tout comme dans le chapitre 2] ot nous utilisons
la méme approche pour les tautologies associatives et commutatives, considérons le langage de motifs
non-ambigu S = ¢|S v S| O A O. Un arbre dont deux S-feuilles de motif sont étiquetées par une
variable et sa négation est une tautologie simple.

La fonction génératrice de S est

s 9) = 51— VT =4 +42))

La singularité p = & de I(z) vérifie I(p) = 1. Soit € > 0. Supposons |z| < + +cet |y| < & +e.
Des lors, [4(z + y?)| < % + 6¢ + 4e2. 1l est donc possible de choisir € de fagon & ce que S(z,y) soit

analytique sur

+¢e}.

RN

1
@y eCllal<g+elyl<

Le langage S est donc sous-critique pour la famille Z.

La fonction génératrice I(z) = 22/ea*(s(22,1(2))|z—1 compte le nombre de squelettes dans lequels
on a pointé deux S-feuilles de motif. Des lors, DC,, = 2"*1[~an,17kn est le nombre de tautologies
simples, comptées plusieurs fois, une fois par paire de feuilles qui réalise la tautologie simple. Comme
nous faisons du double-comptage, nous notons cette famille DC, pour signifier que certaines tautologies

simples sont comptées plus d’une fois. Comme T;, = 2" "1, B, ., ,

DC, 2" '[,B,_ i,
T,  2"*,B.,

pn(DC) =

ce qui implique, via le Lemme [[L5.T]

Nous obtenons donc 5
pn(ST) < pin(DC) ~ 1t

Pour obtenir une borne inférieure, il faut se concentrer sur le double-comptage que nous avons effectué.
Dans le famille DC les tautologies réalisées par une unique paire de feuilles sont comptées exactement
une fois, celles qui sont réalisées par deux paires de feuilles sont comptées deux fois, et ainsi de
suite. Notons ST la famille des tautologies simples comptées au moins i fois dans DC. Des lors,
DCy, =3, ST,

Notre objectif est maintenant de soustraire a DC), les tautologies simples que nous avons sur-
comptées. Pour ce faire, comptons les tautologies simples réalisées par trois S-feuilles de motif étique-
tées par a/a/a oul «v est un littéral, et les tautologies réalisées par quatre feuilles de motif étiquetées
par a/a/B/B ol a et B sont deux littéraux. Pour cela, notons

103

(2, 1(2))j2=1
la série génératrice des squelettes dans lesquels trois S-feuilles de motif sont pointées, et

10t

(Izvj(z))|z=1
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la série génératrice des squelettes dans lesquels quatre S-feuilles de motif sont pointées. Des lors,
notons

DC®) =3-2"72B, o [2"]13(2),

et
DCW =6-2" 2B, o [2"]14(2).

L’entier DC,(?) compte (éventuellement plusieurs fois) les arbres dans lesquels trois S-feuilles de motif
ont été pointées, deux d’entre elles étiquetées par un littéral et autre par sa négation. Le facteur
3 vient du choix des deux feuilles ayant la méme étiquette. Nous savons que ces trois feuilles sont
étiquetées par la méme variable. L’étiquetage des feuilles de I'arbre est donc compté par By, ok, 2" 2.
L’entier DC'7(14) compte (éventuellement plusieurs fois) les arbres dans lesquels quatre S-feuilles de mo-
tif ont été pointées, deux d’entre elles étiquetées par deux littéral (associés & deux variables distinctes)
et les deux autres par leurs négations. Notons qu’un arbre ayant six feuilles de motifs étiquetées res-
pectivement par o/a/a/B/3/F est compté 2 fois par DC) et une fois par DCiy.

Notons que, pour tout entier ¢ une tautologie simple comptée au moins 7 fois par DC), est comptée
au moins (¢ — 1) fois par DC,(?) + DC’,(14). Deés lors,

ST, = DC, —(DC® + DCY).

De plus, comme le langage de motifs S est sous-critique pour la famille des squelettes Z, nous avons

DCP By ok B2k
n < . n R : n R O t2
Tn “ Bn,kn ’ Bnﬁkn (ra n)
et @
DCn Bn72 k Bn72 k 2
< . o . Rn O t ,
T, “ Bn,kn “ Bn,kn (ra n)

ou c3 et ¢4 sont des constantes strictement positives.
Ainsi, asymptotiquement quand n tend vers +oo,

pn(ST) = pn(DC) + o (raty,) ~ 3/a - rat,,.

Montrons désormais que, asymptotiquement quand n tend vers 400, presque toute tautologie est
simple : pour cela considérons le langage de motifs N = ¢|N v N|N A O. Ce langage de motifs est
non-ambigu et sa série génératrice est donnée par 1(1 —y — +/(1 —y)2 — 4z). Il est aisé de voir que
N est donc sous-critique pour la famille Z des squelettes.

Nous faisons le méme raisonnement que dans 1’étude de la distribution de Catalan (cf. [Koz08]
et Section [[L3)). Une tautologie a au moins une N-répétition, car sinon, toutes ses N-feuilles de
motif peuvent étre assignées a Faux et l'arbre total calcule Faux pour cette affectation partielle des
variables, ce qui est impossible pour une tautologie.

Nous pouvons montrer, comme dans le Chapitre [2 Section (cf. preuve du Lemme 2:32T])
que toute tautologie admet au moins une N[N]-répétition, que toute tautologie ayant exactement
une N[N]-répétition est une tautologie simple, et que la famille des arbres ayant au moins 2 N[N]-
répétitions est négligeable devant celle des tautologies simples. |

Nous avons donc montré le Théoreéme 627 pour les fonctions de complexité 0 : asymptotique-
ment quand n tend vers +00,

P, (Vrai) = P, (Faux) ~ zratn,

ou le comportement asymptotique de rat, est déterminé par les Lemmes [6.3.5] et [6.3.6] selon les
propriétés de la suite (ky)n>1 et sa position par rapport a la suite (M;,)p>1.

Remarque : Notons que la répétitivité des deux fonctions constantes Vrai est Faux est égale a
0 car leur complexité est 0 et qu’elle n’ont pas de variables essentielles.
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6.5.2 Cas général

Tout comme dans I’étude de la distribution des arbres de Catalan, nous allons montrer que,
asymptotiquement quand n tend vers +00, presque tout arbre calculant (f) est une expansion d’un
arbre minimal de (f). Les expansions que nous considérons dans ce chapitre sont les T-expansions
et les X-expansions (cf. Proposition [Z5.3)). Les preuves seront similaires a celles développées dans le
Chapitre @ : & partir du moment ou la théorie des motifs s’applique, toutes les preuves s’adaptent
sans difficulté.

Dans toute la suite, (f) sera une classe d’équivalence fixée (et f un représentant de cette classe)
de complexité r. Rappelons les définitions des langages de motifs N et P :

N =eNv NINvO
P =e|P AP|IPvO.

Si toutes les N-feuilles de motifs d’un arbre sont affectées a Faux, ’arbre complet restreint a cette
affectation partielle des variables calcule la fonction Faux, et si toutes les P-feuilles de motif d’un
arbre sont affectées a Vrai, alors ’arbre complet restreint a cette affectation partielle des variables
calcule la fonction Vrai. Nous considérons les langages de motifs L = NU+D[N @ P] and L =
NC+D[(N @ P)?], qui sont tous deux non-ambigus et sous-critiques pour la famille de squelettes Z,
car N et P le sont.

La premiere étape de la preuve du Théoreme est la proposition suivante :

Proposition 6.5.2

Soit f une fonction booléenne fixée et soit I'; I'ensemble de ses variables essentielles. Un arbre
t calculant f et ayant au moins une L-feuille de motif de niveau (r + 2), a au moins R(f) + 1
(L,T'p)-restrictions (on rappelle que r est défini par r = L(f)).

La preuve de cette proposition est identique a celle développée dans [Koz08] :

Démonstration: Supposons que ¢ calcule f, a au moins une L-feuille de motif de niveau (r + 2) et au
plus R(f) L-répétitions. Soit 4 le plus petit entier tel que le nombre de (N (), T'f)-restrictions est égal
au nombre de (N=1) T';)-restrictions. Si un tel i n’existe pas dans {1,...,r 42}, on posera i = +0o0.

Il y a au moins une restriction parmi les L-feuilles de motifs : s’il n’y en a pas, nous pouvons
affecter toutes les N-feuilles de motifs de ¢ & Faux sans changer la fonction calculée par 'arbre, ce
qui implique que f = Faux, ce qui est absurde. Dés lors, i <7 + 1.

Premier cas : Supposons que ¢ contient au plus (r — 1) (N, T #)-restrictions. Nous savons qu’il
n’y a ni répétition, ni variable essentielle parmi les L-feuilles de motif de niveau ¢. Nous pouvons
donc affecter ces feuilles a Faux et ainsi, tous les arbres greffés dans les emplacements de niveau
(i — 1) calculent Faux, et 'arbre total calcule toujours f. Affectons de plus la valeur Faux a toutes les
variables non-essentielles qui ne sont pas déja affectées. On simplifie 'arbre de fagon a faire disparaitre
les feuilles étiquetées par des constantes Vrai ou Faux. Nous obtenons un arbre noté t*, qui calcule
toujours f, dont les feuilles sont les anciennes N~-feuilles de motif qui étaient étiquetées par des
variables essentielles dans ¢. Dés lors, t* a au plus (r — 1) feuilles, ce qui est impossible car f est de
complexité r.

Second cas : Supposons que t a exactement r (N(i) ,I'¢)-restrictions. Comme i < r+1, il n’y a pas
de restriction dans les arbres greffés dans les emplacements de niveau r. Nous pouvons donc remplacer
ces emplacements par des *, signifiant ainsi que ces nouvelles feuilles étiquetées par * peuvent étre
assignées a Vrai ou Faux, indépendamment les unes des autres, et sans changer la fonction calculée par
t. Nous remplagons aussi par « les feuilles étiquetées par des variables non-essentielles et non-répétées.

Nous simplifions ces » (cf. régles de simplifications [ZI4]) et ([2I6])) : une telle simplification
supprime au moins une feuille non *. Si cette feuille est étiquetée par une variable essentielle mais
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non-répétée, alors t* ne dépend plus de cette variable de f mais calcule toujours f : c’est absurde. Des
lors, la feuille supprimée est une répétition : t* a donc au plus R(f) répétitions, ce qui est impossible. l

La généralisation du lemme de Kozik (cf. Lemme [6.4.T]) ne concerne que les répétitions, et non
les restrictions, qui ne sont pas pertinentes en terme de classes d’équivalence. Le lemme suivant est
nécessaire pour montrer le Théoréme [6.2.5] : il traite le cas des restrictions.

Lemme 6.5.3

Soit L un langage de motifs non ambigu, sous-critique pour Z. Soient f une fonction boo-
léenne, My I'ensemble de ses arbres minimaux et I'y I'ensemble des ses variables essentielles.
Soit E,(My) la famille des expansions d’arbres minimaux de f obtenus en greffant un arbre
ayant exactement p (L,I'f)-restrictions. Des lors, il existe une constante a > 0 telle que

By (M) ~ - ratli D,

Démonstration: Soit E,, le nombre d’arbres de taille n de E,(M ;). On notera ¢ le nombre de feuilles
réalisant les p (L,T'¢)-restrictions de l'expansion : p + 1 < i < 2p. L’égalité suivante n’est qu'un
équivalent car certains arbres sont double-comptés, mais ce double comptage est négligeable (ce fait
est admis ici) :

2p

o 2"B__R(f
= E n—L(f) n—p=—R(f) kn
'L=p+1 sRn

fin (Ep(My)) ~

S|

Comme L est sous-critique pour Z, il existe une constante « > 0 telle que

i [z"‘L(f)]i!g;i (U(xz,1(2))) 1521 . ) e (1>L(f) o
8

A I, I,
asymptotiquement quand n tend vers +00. Dés lors, via la Section [6.3]

1By (M) ~ a - ratFU) P,
|

Considérons la famille des T-expansions des arbres minimaux de f. Comme toute tautologie a
au moins une N-répétition, d’apreés le Lemme [6.5.3]

n

et donc,

P.(f>=Q (ratf(f)H) .

Au vu du Lemme [6.4.], nous savons que la famille des classes d’équivalence d’arbres calculant
{f) ayant au moins R(f) + 2 L-répétitions est négligeable devant ratf(f )*1 Nous savons donc que

Po(f) = © (ratiD+1),

ce qui n’est pas tout a fait suffisant pour conclure la preuve du Théoreme [6.2.5]
Montrons que presque tout arbre calculant f est une expansion d’un arbre minimal de f.
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Lemme 6.5.4

Le ratio des classes d’équivalence d’expansions d’arbres minimaux d’une fonction de (f) vérifie,
asymptotiquement quand n tend vers +00,

pinl EJM;]) = est - ratBD+L 4o (ratf(f)ﬂ) ,

ol cst est une constante strictement positive.

Ce lemme est une conséquence directe du Lemme [6.5.3] car les arbres greffés lors d’une T-expansion
ou lors d'une X-expansion admettent au moins une (N, I'f)-restriction.
Lemme 6.5.5

Soit {f une classe d’équivalence de fonctions booléennes. Asymptotiquement quand n tend vers
+00,
Pndf) ~ pn(E[My]).

Démonstration : Soit ¢ un arbre calculant f. Un tel arbre doit avoir au moins R(f)+1 L-répétitions. De
plus, au vu du Lemme 4.1}, la famille des classes d’équivalence d’arbres ayant au moins R(f) 42 L-
répétitions est négligeable. Montrons que les arbres ayant exactement une R(f) +1 L-répétitions sont
exactement les expansions d’arbres minimaux de f. Cette preuve est tres similaire a celle développée
pour les arbres associatifs plans dans le Chapitre 2] Section Z.5.11

Supposons que la taille n de ¢ est assez grande : dés lors, ¢ a au moins R(f) + 1 L-répétitions (cf.
Proposition 6.5.2)). Dés lors, les L-feuilles de niveau (r 4+ 3) n’ajoutent pas de nouvelle répétition.

Soit i le plus petit entier tel qu'il y ait autant de (N T'j)-restrictions que de (N1 Tf)-
restrictions. Comme il doit y avoir une restriction au premier niveau, et qu’il n’y a que r+1 restrictions,
1<r+1.

Premier cas : Supposons qu'une variable essentielle o apparaisse parmi les feuilles de motif de
niveau (r + 3). Dés lors, t a au plus L(f) (N®, I'f)-restrictions. Remplagons les emplacements du
niveau (i—1) par Faux et affectons toutes les variables non-essentielles non encore affectées & Faux (par
exemple). Simplifions ’arbre et notons ¢t* arbre obtenu aprés simplification. Les feuilles de ce nouvel
arbre sont les N~V -feuilles de motif de ¢ qui étaient étiquetées par des variables essentielles de f,
et ¢t* calcule toujours f. Durant la simplification, nous avons dii supprimer au moins une N ()-feuille
de motif étiquetée par une variable essentielle 5, mais comme t* calcule f, cette variable essentielle
apparailt toujours parmi les feuilles de t*, et était donc répétée dans t. De plus, la variable a est
essentielle pour f : elle apparait donc toujours parmi les feuilles de ¢t*. En supprimant son occurrence
parmi les feuilles de motif de niveau (r + 3), nous avons supprimé deux répétitions : t* a donc au plus
R(f)—1 répétitions (au vu de la Proposition[6.5.2)), ce qui est impossible (notons que ce raisonnement
reste valide si « = 3).

Second cas : Supposons qu’il n’y ait pas de variable essentielle parmi les feuilles de motif de
niveau (r 4+ 3). Comme il n’y a pas non plus de répétition & ce niveau, nous pouvons remplacer les
emplacements de niveau (r + 2) par des «, signifiant ainsi qu’ils peuvent étre affectés a Vrai ou Faux,
indépendamment les uns des autres, et sans changer la fonction calculée par I'arbre t. Remplacons
les variables non-essentielles et non-répétées restantes par . Nous pouvons ensuite simplifier les x et
obtenir un arbre simplifié ¢*. L’arbre ¢* est un arbre et/ou dont les feuilles sont les anciennes R-feuilles
de motif de t, essentielles ou répétées. Pendant I'étape de simplification, nous avons simplifié aussi
au moins une de ces L-feuilles de motif : t* a au plus r = L(f) feuilles, c’est donc un arbre minimal
de f.

Nous pouvons montrer que le dernier ancétre commun des * a été simplifié pendant le processus
de simplification : supposons qu’il ne l'ait pas été, alors deux » ont été simplifiées indépendamment,
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et, au vu des régles de simplifications (2.I4)) et ([2I6]), au moins deux N()-feuilles de motif essentielles
ou répétées ont été simplifiées, ce qui implique que t* est de taille L(f) — 1, ce qui est absurde.

Notons t. le sous-arbre enraciné en v, le dernier ancétre commun des x. Nous avons montré que,
asymptotiquement quand n tend vers 400, presque tout arbre calculant f est une expansion d’un
arbre minimal de f.

Il ne nous reste plus qu’a montrer que, asymptotiquement quand n tend vers 400, presque tout
arbre calculant f est une T-expansion ou une X-expansion d'un arbre minimal de f. Supposons
tout d’abord que t. (défini ci-dessus) n’a pas de ((N @ P),T's)-restriction. Des lors, nous pouvons
remplcer ¢, par une *, puis simplifier cette x. Cette simplification donne un arbre de taille strictement
inférieure & L(f) calculant f. C’est absurde. La famille des classes d’équivalence d’expansions d’arbres
minimaux de f telles que l'arbre greffé ¢, a au moins 2 ((IV @ P),I'f)-restrictions est négligeable au
vu du Lemme [6.5.3] Nous pouvons donc supposer que t. a exactement une ((INV @ P), I'f)-restriction.

Si cette restriction est une répétition, nous pouvons montrer que t. est alors une tautologie ou une
contradiction et si c’est une variable essentielle de f, alors, nous pouvons montrer que t est une
X-expansion d’un arbre minimal de f. |

6.6 Conclusion

Nous avons défini et étudié dans ce chapitre un nouveau modele d’arbres booléens dans lequel le
nombre de variables utilisées pour I’étiquetage de I'arbre dépend de la taille de cet arbre : nous avons
défini une suite k,,, croissante et qui tend vers +00 quand n tend vers +00, puis avons considéré la
famille des arbres de taille n et tels qu’au plus k,, variables différentes apparaissent comme étiquettes
des feuilles d’'un méme arbre.

Ces arbres, modulo une relation d’équivalence, induisent une distribution de probabilité sur Fo..
Nous avons étudié le comportement de cette distribution de probabilité quand n tend vers +o0, et
avons montré que P,(f) se comporte en Ay, - ratﬁ2 f )H, ou le comportement de rat,, quand n tend
vers +00 dépend de la suite k,. En résumé, I'idée est que, si k, < 7/lnn, alors rat, = O (V/k,), et si
kn = %, alors rat, = © (lnn/n).

Notre résultat est tres général : nous avons restreint notre étude a des suites (ky,)n>1 raisonnables
au sens ou ces suites sont croissantes et tendent vers +00 quand n tend vers +o0. Nous montrons un
théoreme global qui met en évidence un phénomene de saturation en k,, ~ ?/nn : la distribution sur
Fx obtenue pour k, = Inn/n et celle obtenue pour k,, = n ont des comportements asymptotiques
similaires. De plus, quelle que soit la suite (k,),>1 d’entiers, tendant vers 400, presque toute tau-
tologie est simple, asymptotiquement quand n tend vers 400, et ce comme dans le modele classique
des arbres de Catalan.



Conclusion et perspectives

Nous avons étudié dans cette partie différents modeles d’arbres booléens aléatoires : les arbres
non binaires, non plans, ’arbre bourgeonnant (issu de I’arbre binaire de recherche aléatoire), et les
arbres et /ou binaires plans de taille n étiquetés sur k(n) variables. Dans tous ces modéles, ainsi que
dans la littérature, nous pouvons observer une certaine universalité de la distribution induite sur
I’ensemble des fonctions booléennes. Deux comportements sont observés, manifestement caractérisés
par le niveau de saturation de ’arbre aléatoire considéré.

Nous avons montré (cf. Théoreme [5.5.2) que si le niveau de saturation de 'arbre sous-jacent
tend vers +00 en probabilité quand la taille de I’arbre n tend vers 400, alors, la distribution induite
sur I’ensemble des fonctions booléennes est dégénérée, au sens ou elle ne charge que les fonctions
constantes expressibles dans le systeme logique choisi. La réciproque de cette assertion est vraie, elle-
aussi. Plus précisément, nous n’avons montré ce théoréme que dans le cadre des arbres et /ou binaires
plans, et dans le cadre du modéle suivant : soit (7},),>0 une suite d’arbres binaires aléatoires (non
étiquetés), soit (Tn)n>0 la suite de ces arbres apres étiquetage aléatoire uniforme dans le systeme
et/ou a k variables, soit an la fonction booléenne représentée par ’arbre booléen aléatoire Tn, sile
niveau de saturation de 7,, tend vers 400 en probabilité quand n tend vers +o0, alors la distribution
de cette fonction converge vers la distribution qui donne probabilité 1/2 a la fonction constante Vrai
et a la fonction constante Faux.

Pouvons-nous étendre ce résultat a d’autres systemes logiques 7 a des familles d’arbres plus larges
(non binaires, non plans) 7 & un étiquetage aléatoire non uniforme 7 Ces généralisations semblent en
effet assez raisonnables et leur preuve semble accessible. Il serait intéressant de réussir a obtenir un
résultat le plus général possible permettant de caractériser les modeles qui induisent une distribution
de probabilité dégénérée sur I’ensemble des fonctions booléennes. Par ailleurs, nous pouvons nous
inspirer de I’étude du Chapitre [l pour essayer de montrer cette dégénérescence, si elle a lieu, dans
un modele ou I'étiquetage de l'arbre aléatoire T, est uniforme sur k(n) variables. Ce dernier modéele,
a la croisée des Chapitres [ et [0l est inexploré a ce jour : comment se comporte, asymptotiquement
quand n tend vers 400, la distribution induite sur I’ensemble des fonctions booléennes par I'arbre
bourgeonnant de taille n étiqueté uniformément au hasard avec k(n) variables ? Cette distribution
est-elle dégénérée ?

Par ailleurs, le Théoreme nous assure que si le niveau de saturation de ’arbre 7;, ne tend
pas vers +00 en probabilité quand n tend vers +oo, alors la distribution induite sur les fonctions
booléennes par T,, quand n tend vers +00, si cette limite existe, n’est pas dégénérée. Au vu des
différents modeles étudiés dans la littérature et dans ce mémoire, ces distributions non-dégénérées
ont toutes le méme comportement : elles donnent plus de poids aux fonctions de petite complexité.
Plus précisément, notons i, , la distribution induite par 'arbre 7), étiqueté uniformément au hasard
sur k variables (k indépendant de n), supposons que py = limy, 4o 1y, 1 existe. Alors, il semble
raisonnable de conjecturer qu’il existe une constante ¢ € N telle que, asymptotiquement quand k
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tend vers +o0,

1
pi(f) = © (W)v

ou L(f) désigne la complexité de la fonction f dans le modele étudié. Quelles sont les bonnes
hypotheses sur la famille d’arbres (7},),>0 nous assurant de la convergence vers une distribution
limite uy ? sous quelles hypothéses cette conjecture est-elle vraie? et comment prouver une telle
conjecture ?

Finir ’étude du modele d’arbres associatifs dont la taille est comptée en termes de nceuds
permettrait de confirmer cette conjecture, et le fait que ce modeéle semble se résoudre via des
méthodes distinctes de celles utilisées dans les autres modeles peut nous donner des indices sur la
marche & suivre en toute généralité. Par exemple, la théorie des motifs développée par Kozik pour
les arbres de Catalan et que nous avons généralisée tout au long de cette partie a différents modeles
d’arbres (non binaires, non plans, k dépendant de n) ne semble pas étre une approche universelle.

Par ailleurs, de nouveaux modeles d’arbres pourraient étre étudiés pour confirmer cette conjec-
ture. En effet, si I'on se restreint au cas binaire plan, seuls deux modeles d’arbres permettent de
confirmer notre conjecture dans le cas non dégénéré : le modele des arbres de Catalan et le modele
de Galton-Watson. L’arbre de Ford, introduit par Ford en 2005 [For05] en vue de modéliser des
arbres phylogénétiques, est un processus d’arbres aléatoires a parametre a € [0, 1] qui peut étre vu
comme une généralisation de 'algorithme de Rémy. Dans 'algorithme de Rémy, a chaque étape, on
fait bourgeonner une aréte tirée uniformément au hasard dans ’arbre. Dans le modele de Ford, le
tirage n’est plus fait uniformément au hasard, mais en pondérant par « les arétes internes et par
1—« les arétes externes. Pour o = 0, ce processus est I’arbre bourgeonnant, pour o = % c’est ’arbre
de Catalan, et pour o = 1, c’est le processus déterministe du peigne. La hauteur de cet arbre est
d’ordre n® [HMPWO0S], et il peut étre montré que son niveau de saturation est d’ordre constant des
que a > 0. Autrement dit, la distribution induite sur les fonctions booléennes, si sa limite existe
quand la taille des arbres tend vers 400, est non-dégénérée. Parvenir a étudier ce modele permettrait
de confirmer ou infirmer notre conjecture pour toute une famille, indexée par «, d’arbres aléatoires.

Enfin, la question de I'effet Shannon reste ouverte pour le plupart des modeles présentés dans ce
mémoire (cf. Chapitres2let M) : il serait intéressant de progresser dans cette étude, et de développer
une approche générale pour cette question.

Au dela de ces nombreuses perspectives en matiére de logique quantitative, un domaine voisin
est celui des expressions arithmétiques aléatoires. Au lieu d’étiqueter les noeuds internes des arbres
considérés par des connecteurs logiques, pourquoi ne pas les étiqueter par des opérations arithmé-
tiques, +, x, —, etc. Par exemple, le modéle de I'arbre bourgeonnant avec un étiquetage +, — est
abordé dans la theése de Nguyen The [Ngu04]. L’idée la plus proche de la logique quantitative serait
de considérer des arbres dont les nceuds internes sont étiquetés par min ou max, et dont les feuilles
sont étiquetées par des variables {x1,...,z;} € [0,1]* ou par leurs compléments {Z1,...,Zx} ou,
pour tout i € {1,...,k}, & = 1 — ;. Un tel arbre représente une fonction de [0,1]* dans [0,1] :
quelle est la distribution de cette fonction selon le modele d’arbres aléatoires choisi ?



Deuxiéme partie

URNES DE POLvA






Chapitre 7

Introduction

7.1 Contexte

Une urne de Pdlya est un processus aléatoire décrit comme suit : une urne contient des boules
noires et des boules rouges ; a chaque étape, nous piochons au hasard une de ces boules, regardons
sa couleur, la remettons dans I'urne et rajoutons un certain nombre de boules noires et rouges
déterminé par une regle pré-établie et par la couleur de la boule piochée. Quelle est la composition
de 'urne apres n étapes? a 'infini ?

L’urne de Pélya originelle a été introduite par Pdlya et Eggenberger pour modéliser des phé-
nomenes de contagion : a chaque étape, on rajoute S boules de la couleur de la boule piochée.
Cette urne originelle a été largement étudiée (cf. Eggenberger et Polya [EP23], Blackwell et Ken-
dall [BK64]), notamment dans son extension naturelle & d couleurs. Asymptotiquement, le vecteur
composition de l'urne a 1'étqpae n (dont la i®me coordonnée est le nombre de boules de couleur i
dans l'urne) converge en loi vers un vecteur de loi de Dirichlet dont les parameétres sont connus,
quand n tend vers +o0.

Friedman [Fri49] généralise le modele de Pdlya-Eggenberger a deux couleurs de la fagon suivante :
a chaque étape, nous ajoutons dans I'urne a boules de la couleur de la boule piochée et ¢ boules de
lautre couleur. Au dela des approches par combinatoire de Friedman, Freedman [Fre65] développe
des résultats asymptotiques concernant ce modele : si o = ¢3¢ < 1/2 (autrement dit si a < 3c¢), nous
dirons dans ce cas que l'urne est petite, le comportement asymptotique du vecteur composition est
gaussien, et la limite est indépendante de la composition initiale de I'urne.

Motivés par les applications en informatique fondamentale, notamment aux structures de don-
nées, Bagchi et Pal [BP85] montrent, via la méthode des moments, I'universalité d’un comportement
gaussien pour les petites urnes générales. Leur modeéle est le suivant : lorsque ’on pioche une boule
rouge, on rajoute a boules rouges et b boules noires a 1'urne, si ’on tire une boule noire, on ajoute
¢ boules rouges et d boules noires & I'urne. Sous I'hypotheése de balance (a + b = ¢ + d, le nombre
de boule dans 'urne est donc déterministe), le comportement de ces urnes semble universel : dés
que o = Z—;g < 1/2, le vecteur composition converge en loi vers un vecteur gaussien indépen-
dant de la composition initiale de I'urne. Ces urnes plus générales donnent lieu a une littérature
variée : Gouet |Gou97] généralise a des urnes a d couleurs, Smythe [Smy96] a des régles de rem-
placement non déterministes. Une contribution d’importance a ’étude des urnes de Pélya est celle
d’Athreya et Karlin [AKG8] qui plongent les urnes de Pélya en temps continu, obtenant ainsi des
processus de branchement multitypes. Ce plongement en temps continu leur permet d’obtenir des
théorémes limites pour petites urnes (o < 1/2) et grandes urnes (o > 1/2) de Friedman. L’article
de Janson [Jan04], basé sur le plongement en temps continu, est une des contributions essentielles
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a I’étude du comportement asymptotique des urnes a d couleurs : ce comportement est décrit en
détail aussi bien en temps continu qu’en temps discret, pour petites et grandes urnes.

Plus récemment, Flajolet et al. [FGP05] développent des méthodes alternatives de combinatoire
analytique pour ’étude des ces urnes : cette étude permet de décrire I’évolution de 'urne par un sys-
teme différentiel vérifié par des séries génératrices. Ce systéme ne peut étre résolu en toute généralité,
mais sa résolution dans certains cas particuliers précis permet d’obtenir des résultats fins comme
des théorémes de limite locale. Une derniére approche, développée par Pouyanne [Pou08] exploite
la description algébrique de I'urne a d couleurs pour en déduire des théoremes asymptotiques.

Comme évoqué précédemment, les urnes de Poélya sont des modeles pertinents en informatique
fondamentale, notamment en ce qui concerne les structures de données arborescentes telles les arbres
2-3 de recherche [FGP05], les arbres m-aires de recherche [CP04, [FK05], les AVL (arbres binaires
de recherche rééquilibrés par rotation) [Mah98g].

Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux grandes urnes dont I'asymptotique fait interve-
nir une variable aléatoire W assez méconnue pour l'instant. Il a déja été montré par Chauvin et
al. [CPS11], dans le cadre des urnes a deux couleurs en temps continu, que la variable W admet une
densité sur R, et que sa transformée de Laplace a un rayon de convergence nul. Cette étude utilise
de l’analyse de Fourier tres précise et aboutit au calcul explicite de la transformée de Fourier de W.
De nombreuses zones d’ombres persistent cependant : quel est ’ordre des moments de cette variable
aléatoire ? est-elle déterminée par ses moments ? comment se comporte sa transformée de Fourier au
voisinage de zéro? en l'infini 7 Par ailleurs, ’étude de Chauvin et al. se restreint au modele d’urne
plongé en temps continu : que pouvons-nous dire de la variable W issue du processus en temps
discret ?

Contrairement aux petites urnes, la limite du processus d’une grande urne dépend de la compo-
sition initiale de I'urne. Ainsi, nous devons étudier toute une famille W, g) de variables aléatoires
indicées par («, ), signifiant que I'urne contient initialement a boules rouges et 3 boules noires.
Nous montrerons comment la structure arborescente de I’'urne nous permet de réduire ’étude & deux
variables aléatoires : Wy o) et W(q 1), et nous montrerons que ces deux variables aléatoires sont so-
lutions d’un systeme d’équations en loi. Comme cette étude peut étre faite aussi bien en temps
discret qu’en temps continu, nous obtenons deux systémes en loi pour deux couples (W(1,0)7 W(O,l))
différents.

Notre but est d’appliquer a ce systéeme d’équations en loi des méthodes développées dans la litté-
rature pour I’étude des équations de point fixe, ou smoothing equations en anglais. Les équations de
point fixe sont 'objet d’une vaste littérature. Une revue de littérature est disponible dans 'article
d’Aldous et Bandyopadhyay [ABO5]. Des équations de points fixes apparaissent notamment dans
P’étude des processus de branchement (cf. Liu [Liu99], Biggins et Kiprianou [BK05|] et Alsmeyer et
al. [ABM12]). Il se trouve qu’une urne de Pélya en temps continu est un processus de branchement
multitype : il n’est pas étonnant que des systemes de point fixe d’équations en loi apparaissent
dans leur étude. Les équations de point fixe apparaissent aussi dans I’étude de cascades de Mandel-
brot [Man74, BM10]. Enfin, ces équations sont aussi largement utilisées dans I’étude d’algorithmes
récursifs (comme 1’étude de Quicksort par Rosler [R9s92]) et de structures de données : une re-
vue de littérature sur le sujet est disponible par Rosler et Riischendorf [RRO1], ou Neininger et
Riischendorf [NROG].

Dans ce mémoire, nous nous inspirons plus particuliérement des méthodes de Liu [Liu99], repo-
sant principalement sur 'analyse de transformées de Fourier. Ces méthodes ont déja été adaptées
par Chauvin et al. [CLP12b| [CLP12a] & une urne trés particuliére issue de 'analyse de ’arbre m-aire
de recherche. Dans ce mémoire, nous nous attacherons a décrire un cas plus général a d couleurs.
Il est intéressant de noter qu’indépendamment, Knape et Neininger [KN13|] utilisent les équations
de point fixe dans I’étude des urnes de Pélya. Leur centre d’intérét n’est pas la variable W et leurs
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conclusions sont donc différentes de celles de ce mémoire : leur étude donne une idée de preuve
alternative de certains théoreémes limites de Janson [Jan04] aussi bien dans le cas des petites urnes
que des grandes urnes.

Le Chapitre [§ concerne les urnes a deux couleurs : les résultats de ce chapitre, obtenus en
collaboration avec Brigitte Chauvin et Nicolas Pouyanne (UVSQ, France), sont a paraitre Journal
of Theoritical Probability. Nous montrons dans ce chapitre que les variables lois des variables W sont
déterminées par leurs moments, aussi bien en temps discret qu’en temps continu. Nous montrons
en outre que la série de Laplace de la variable W issue du processus d’urne en temps discret admet
un rayon de convergence infini. Nous montrons que la variable W issue du processus en temps
discret admet une densité, proposant au passage une preuve alternative de ce méme résultat en
temps continu (déja prouvé par Chauvin et al. [CPSII]). Les méthodes de point fixe et d’analyse de
transformées de Fourier que nous détaillons dans ce chapitre, en plus de montrer la détermination
par les moments, se généralisent & des urnes a d couleurs comme nous le verrons dans le Chapitre [0

Nous présentons dans la suite de cette introduction quelques résultats évoqués ci-dessus qui
seront utiles dans la suite de cette partie consacrée aux grandes urnes de Poélya : nous résumons
tout d’abord les résultats asymptotiques obtenus dans la littérature concernant les urnes a deux
couleurs, introduisons les variables aléatoires W, sujets de cette partie, puis détaillons 1’étude de
I'urne originelle de Pélya qui aura un role par la suite.

7.2 Préliminaires

Une urne de Pdlya est décrite par un vecteur composition initiale U(0), et par une matrice de

remplacement R
U(0) = (g) et R= (Z Z)

ol a, 8 = 0 sont tels que a + B # 0 et a,b, ¢, d € Z. Cela signifie que I'urne contient initialement «
boules noires et 5 boules rouges; et qu’a chaque étape, on tire uniformément au hasard une boule
dans 'urne, on regarde sa couleur, on la remet dans I'urne, et on ajoute a boules rouges et b boules
noires si elle était rouge, ou ¢ boules rouges et d boules noires si elle était noire. Notons que si, a, b, ¢
ou d sont négatifs, alors on retire —a, —b, —c ou —d boules au lieu d’en ajouter.

Nous ferons trois hypotheéses classiques dans ce mémoire :

— Les urnes considérées seront équilibrées, i.e. a +b = ¢+ d = S ou l'entier S sera appelée
balance de 'urne. Cela signifie qu’a ’étape n, il y a oo + 8 + nS boules dans 'urne.

— Nous supposerons la non-extinction de 'urne, i.e. la probabilité que 'urne finisse vide est
égale & zéro. La plupart des résultats de la littérature (cf. Janson [Jan04]) restent vrais condi-
tionnellement & la non-extinction. Pour plus de simplicité, nous nous restreindrons a considérer
des urnes pour lesquelles la probabilité d’extinction est nulle (une discussion sur les urnes dont
la probabilité d’extinction est nulle peut étre lue dans le livre de Mahmoud [Mah0§]).

— Nous supposerons que les urnes sont irréductibles, i.e. bc # 0. Les urnes triangulaires, aussi
appelées réductibles peuvent étre étudiées (cf. Gouet [Gou93| et [Jan06]), mais nécessitent un
traitement particulier que nous ne détaillons pas ici.

On note U(Z:%) (n) =t (R, By) (ot ! représente la transposée du vecteur et ol 'exposant DT
nous rappelle que le processus d’urne considéré est en temps discret) la composition de I'urne a
I’étape n, c’est a dire le nombre de boules noires B, et le nombre de boules rouges R, qu’elle
contient. Le but de ’étude d’une urne est de décrire ce vecteur composition aléatoire au temps n.

La balance S est valeur propre de la matrice R et donc de sa transposée ‘R. Notons m < S la
seconde valeur propre de ‘R. Soit v; un vecteur propre de ‘R associé & S et vo un vecteur propre
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associé a m. Nous noterons (uj,us) la base duale de (vy,v2) : u; est une projection sur l'espace
propre associé a S, et us est une projection sur ’espace propre associé a m. Plusieurs choix de
vecteurs propres sont possibles : nous faisons le choix canonique suivant

8 [c 8 1
Ul_b+c b U2_b+c -1)’

ce qui implique, pour tout (z,y) € R?

r+y
S

bx — ¢
UQ(-Z',y) = S Y

ui(x,y) =

Comme le montre le théoreme suivant, le comportement asymptotique d’une urne dépend du

rapport entre ses deux valeurs propres o = g.

Théoréme 7.2.1 (cf. Janson [Jan04] ou Pouyanne [Pou08|] par exemple)

- Sio < %, on dit que 'urne est petite, et on a le théoréme limite suivant :

U(Z:*%) (n) — nvy
\n

en loi, quand n tend vers +00, avec G un vecteur Gaussien centré, de matrice de covariance

$2 _ 1 bemn? 1 -1
T 1-20(b+c2\-1 1)

- Sio= %, on dit aussi que 'urne est petite, et on a le théoréme limite suivant :

—

U(Z:*%) (n) —nvy G
vnlnn 7

en loi, quand n tend vers +00, avec G un vecteur Gaussien centré, de matrice de covariance
$2 _ be (1 —1
4 \-1 1)

— Sio> %, on dit que I'urne est grande, et on a le théoréme limite suivant :

U@%) (n) = nvy +n? (27%)2)2 + o(n?%) (7.1)

presque stirement et dans tous les LP, p > 1, quand n tend vers I'infini.

Il est intéressant de remarquer que la limite du processus ne dépend pas des conditions initiales
dans le cas d’une petite urne, alors qu’elle en dépend, a priori, dans le cas des grandes urnes. Nous
nous intéresserons dans ce mémoire & la variable aléatoire W(g?é) : quel est son support 7 admet-elle
une densité ? quels sont ses moments 7

11 est classique depuis les travaux d’Athreya et Karlin [AK68] de plonger le processus discret de
I'urne de Pélya en temps continu. A l'instant initial, il y a « boules rouges et § boules noires dans
I'urne. Chacune de ces boules est équipée d’une horloge qui sonnera au bout d’un temps aléatoire de
loi exponentielle de parametre 1, et ce indépendamment des autres. Lorsque ’horloge d’une boule
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sonne, cette boule se divise en a + 1 boules rouges et b boules noires si elle était rouge, ou en c
boules rouges et d + 1 boules noires si elle était noire. On note U, (@, )( ) la composition de I'urne au
temps ¢.

On notera 7, la date de la n®¢ sonnerie. Comme, via les propriétés de la loi exponentielle, la
premiére horloge qui sonne parmi p (pour tout entier p > 1) horloges est tirée uniformément parmi
les p horloges, nous avons la relation suivante entre le processus en temps discret et le processus en
temps continu :

(UDT(n))n>O = (UCT(Tn))n>Oa (7.2)

presque stirement, et, de plus, la suite des temps d’arréts (7,,),>0 est indépendante de (U7 (7,,))n=0-
C’est cette relation qui nous permettra de traduire tout résultat obtenu en temps discret pour
le processus en temps continu, et vice-versa. Notons que le plongement en temps continu a déja
été appliqué dans ce mémoire a ’arbre bourgeonnant, ou arbre binaire de recherche aléatoire (cf.
Chapitre (), dont le plongement en temps continu est appelé arbre de Yule. Nous avions alors la
méme connexion entre processus en temps discret et processus en temps continu. Ce plongement en
temps continu nous avait autorisé a travailler sur le processus en temps continu, plus simple, avant
de traduire nos résultats en temps discret (cf. Section [5.2.3]).

Le processus d’urne de Pdlya en temps continu a lui aussi longuement été étudié dans la litté-
rature : nous rappelons le théoréme limite suivant, concernant les grands urnes :

Théoréme 7.2.2 (cf. Janson [Jan04])

Si o > 1/2, asymptotiquement quand t tend vers +0,

U5 (1) = v (1 + o(1)) + ™ W15 0a(1 + o(1))
presque strement et dans tous les LP, p > 1. La variable aléatoire £ est connue : elle suit une loi

Gamma(agﬁ) )

Nous nous intéressons dans ce mémoire aux variables aléatoires W(Z%) et W&%). Ces variables,
qui apparaissent dans les Théoremes [(.21] et [[(22] sont définies comme limites de martingales :

WD

( a%), est, a une constante pres, la limite de la martingale

UDT
v (@5 ™) 7
H] 1 (1 + W)
et vérifie
DT (TL;)( n)
Par ailleurs,
UCT (t)
cT (.B)
W(Oc,ﬁ) ETOO u2 ( emt . (7.4)

Via ces définitions comme limites de martingales, et via la relation (7.2), nous déduisons deux
égalités en loi, que nous appellerons connexions :

CT loz) go aﬁa (75)
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avec £ de loi Gamma(#), et & et WaDg indépendantes; et

loz)
DT 5 7 a ,8 )

avec ¢ de loi Gamma( ath ) mais ¢ et Wcﬂ non indépendantes.

En conséquence, si nous avons des informations sur W7 nous en déduirons des informations sur
WPT | et réciproquement. Comme évoqué précédemment, il est montré par Chauvin et al. [CPS11]
que la variables aléatoires W7 admet une densité quelle que soit la composition initiale de 'urne
(o, B) et que, de plus, la transformée de Laplace de WET a un rayon de convergence nul, ce qui
implique, que, pour toute constante C' > 0, pour tout entier pg il existe p = pg tel que,

E[(WCT)?]

P
CP < )

De tels résultats n’existent pas dans la littérature concernant la variable aléatoire W27,

7.3 L’urne “originelle”

L’urne originelle est une urne a d > 2 couleurs, représentée par la matrice de remplacement S1y
(ou I est la matrice identité en dimension d), et de composition initiale (aq, ..., aq). Le théoréme
limite suivant est standard : un énoncé légérement différent est prouvé par Athreya [Ath69], il est
prouvé dans la cas particulier S =1 et a3 = ... = ag = 1 par Blackwell et Kendall [BK64], et la
preuve par méthode des moments que nous présentons ici pour sa simplicité et son autonomie est
évoquée mais non développée dans le livre de Johnson et Kotz [JK97].

Théoréme 7.3.1

Si U(n) est le vecteur composition de I'urne originelle au temps n, alors,

U(n)
Il SLVANIN 4
nsS
presque sturement et dans tous les LP, p > 1, quand n tend vers linfini, ot V est un vecteur
aléatoire de Dirichlet de paramétres (%, cen a—sd)

Il est utile de rappeler que les marginales d’un vecteur aléatoire de Dirichlet de parameétres

S
Mais avant tout, détaillons la définition et quelques propriétés utiles de la loi de Dirichlet. Soit
d > 2 un entier. Soit ¥ le simplexe de dimension (d — 1) :

E={(:E1,..., ) € [0,1]¢, 2%_1}

Nous avons ’égalité suivante, généralisation de la définition de la fonction Béta d’Euler : pour tous
entiers non-nuls vy, ..., vy,

(%,...,%) sont des lois Béta de parametres respectifs (%’“,Z#k a—S]), pour tout k € {1,...,d}.

d
L [T+ dS (a1, ... 2q) = L04)... T(va) (7.6)

Dy + ... +1y)
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ou dX est la mesure positive sur le simplexe Y, définie comme suit : pour toute fonction f définie
sur X2,

d—1
flay, ... xq)dX (1, ..., 2q) = f ((:El, e, g1, 1 — 21 ajj> ]l{:ce[o,l]dfl, Do xjsl}dxl co.drg q.
J=
La distribution de Dirichlet de parameétres (v1,...,vq) est la loi qui a pour densité sur X
d
I'(1n + -I— Vq) vj—1
d¥(zq, ... .
F( H 1 , L )
]:
En particulier, si D = (Di,...,D,;) est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de parametres
(v1,...,1q), alors, pour tout p = (py,...,pq) € N% le moment joint d’ordre p de D est donné par

+p
E(DP) = E(D}' ... DPY) = ”J J
( ) ( 1 d) I/+|p| H

N d d
ouv = ZFl vj et |p| = ijlpj.
De plus, chaque variable aléatoire D;, a valeurs dans [0,1], suit la loi Béta de parametres
(vj,v —v;) et est donc de densité

1

" (1 = ) Mg gyt
Blujv—v)) =0 o4

Une description alternative de la distribution de Dirichlet est la suivante :
Proposition 7.3.2 (cf. Bertoin [Ber06l, page 63])

Si&y, ..., & sont d variables indépendantes de lois Gamma de paramétres respectifs (v1,v), ..., (vq, V),
si€ = Zi:l &i, alors € est de loi Gamma(vy + ...+ v, V), et le vecteur aléatoire %, .. % suit

la loi de Dirichlet de paramétres (v1,...,v4) et est indépendant de €.

Démonstration du Théoréme [7.3.9]: Soit o = Z;l:l a; = 1. On note F, la filtration engendrée par
le processus (U(n))n>0 jusqu’au temps n, nous avons donc

a+(n+1)S
E(U )| Fn) = ————U(n),
U+ DIF) = 20
ce qui implique que (aUJr(Z)S) est une martingale & valeur dans [0, 1]¢, convergente, et de moyenne
n=0
(%, ey ) On notera V la limite de cette martingale. Pour toute fonction f de R? dans R,
B+ DIF) = (14— ) (T M)
n n) = n)),
a+nS

ou, pour tout réel v, pour toute fonction f,
d
B(f)(v) = Y v0i(f (v + Se;) — f(v)),
j=1

. . d e
oil e; est le 7°™¢ vecteur de la base canonique de R? et ot v = 2.j=1 vjej- On peut ainsi vérifier que,

sip=(p1,...,pa) € N? et si 'on note |p| = Z?Zl pj, la fonction

ﬁ )

caIS

)

cu|k
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définie sur RY, est une fonction propre de 'opérateur ®, associée a la valeur propre |p|S. Dés lors,
par récurrence, pour tout p € N,

L(E+ntlp) _T(5)
L(g+n)  T(5+1p)

E[Lp(U(n))] = Ip(U(0)).

Via la formule de Stirling, nous en déduisons que, asymptotiquement quand n tend vers 400,

E[T,(U(n))] = nl?!- % T, (U(0)) - (1 +0 (%)) :

ar ailleurs, si nous écrivons la décomposition des polyndomes = ans la base de
P 11 , la d posit des poly Xpr X ng d la b d
fonction propres (I'p),ene, nous obtenons

XP =S, + Z ap;1'5(X)
jeNd
l71<lp|-1

ot les a, ; sont des rationnels. Des lors, asymptotiquement quand n tend vers +oo,

E <aU+(7;)s>p . é(%)'m)rp((](o)) (1 +0 (%)) :

ce qui implique que, pour tout p € N%,

d a-
O [jr
7.7
Tl +|p|H ) .7

7:1 S

E(V?) =

Nous avons donc montré que la martingale converge dans L!, pour tout ¢ > 1. Comme une loi de
Dirichlet est bornée, donc déterminée par ses moments, nous en déduisons que la loi de V' est une loi

de Dirichlet de parameétres (%, ceey %) |



Chapitre 8

Grandes urnes a deux couleurs

8.1 Motivations

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux grandes urnes & deux couleurs, et plus précisément
aux variables WPT et WCET décrivant le comportement asymptotique d’une urne équilibrée et non
triangulaire.

Ces deux variables aléatoires sont déja étudiées par Chauvin et al. [CPS11] qui montrent que
WET admet une densité sur R. Leurs travaux se fondent sur Ianalyse de la transformée de Fourier
de cette variable aléatoire. Les auteurs montrent que les transformées de Fourier des variables W7
issues des deux configurations initiales (1,0) et *(0,1) sont solutions d’un systéme différentiel non
linéaire. A partir de ce systeme, une expression explicite des transformées de Fourier de ces deux
variables aléatoires est déduite, permettant ainsi d’appliquer un théoreéme d’inversion de Fourier et
de prouver ainsi Pexistence de la densité des W7 Il est cependant & noter que ces transformées
de Fourier ne sont ni L?, ni L', ce qui contraint les auteurs & appliquer un théoréme d’inversion de
Fourier ad hoc. Cette expression permet & Chauvin et al. de montrer que la série de Laplace de W7
est de rayon de convergence nul. Par ailleurs, la forme de cette transformée de Fourier ne permet
pas de trés bien appréhender la distribution de W7 et beaucoup de questions restent ouvertes :
notamment Pordre exact des moments de W7 reste inconnu. De plus, aucune information ne peut
étre traduite pour le processus en temps discret : WPT admet-elle une densité ? quel est I'ordre de
ses moments ?

L’objectif de ce chapitre est de reprendre ab initio Pétude de ces variables WCT et WPT via
d’autres méthodes. Notre objectif est d’explorer de nouvelles méthodes, non seulement pour com-
pléter notre connaissance des WPT et WET qui est pour I'instant trés partielle, mais aussi en vue de
généraliser ces nouvelles méthodes a I’étude des urnes a d couleurs. Notre nouvelle approche utilise
la structure arborescente de I'urne de Poélya. La composition de 'urne de Pélya de composition
initiale *(cr, B) ressemble & la somme des compositions de a urnes de compositions initiales *(1,0)
et B urnes de composition initiale *(0,1) : pouvons-nous rendre cette heuristique rigoureuse ? Par
ailleurs, supposons que l'urne contienne initialement une unique boule, par exemple rouge. Alors,
la premiere pioche est déterministe, et aprés cette premiere étape, la composition de I'urne est
t(a+1,b), et une urne de composition initiale !(1,0) ressemble & la somme des compositions de a + 1
urnes de composition initiale *(1,0) et b urnes de composition initiale (0, 1).

C’est grace a des raisonnements de ce type que nous montrons dans la Section que 'on
peut en effet se réduire a ’étude de deux compositions initiales, et donc a ’étude de deux variables
aléatoires Wy oy et W 1), aussi bien en temps discret qu’en temps continu, et que ces deux variables
aléatoires sont solutions d’un systéme d’équations en loi, ou systéme de point fixe, en temps discret,
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comme en temps continu. Nous montrons dans la Section B3] que ces deux systemes de point fixe
admettent une unique solution dans un espace de mesures muni de la distance de Wasserstein, et
ce via le théoréme de point fixe de Banach. La Section [B.4] est consacrée a ’étude des moments de
VV(1 0) et I/V(0 1) * nous montrons, par récurrence sur l’ordre des moments, que ces deux variables
aléatoires vérifient le critere de Carleman et leurs lois sont donc déterminées par leurs moments.

Les connexions entre temps discret et temps continu nous permettent d’étendre ce résultat a VV(1 0)
et W(jg :f), puis & toute composition initiale au vu des résultats de la Section 8.2l Nous montrerons

en outre que, au contraire de celle de W(CT) (cf. [CPS11]), la série de Laplace de W(Z’:g) a un rayon
de convergence infini. Enfin, dans la Section [R5, nous montrons que la transformée de Fourier de

( o B) est L' et donc que W( 8) admet une densité dans R, et ce pour toute composition initiale
(a,B).

Nous reprenons dans ce Chapitre les notations introduites dans le Chapitre [l Dans tout
ce chapitre, nous supposons que la matrice R de valeurs propres S et m définit une
grande urne a deux couleurs équilibrée et non triangulaire. Nous supposons de plus
que la non-extinction de cette urne est presque siire.

8.2 Arborescence

Dans cette section, nous explorons la structure arborescente de 'urne. Dans un premier temps,
nous réduirons 'étude des variables W(, g) a I'étude des deux variables aléatoires Wy gy et W(q 1),
dans un second temps, nous montrerons que Wy gy et W 1) sont solutions d’un systéme de point
fixe en loi. Nous détaillons le raisonnement en temps discret mais pas en temps continu car 1’in-
dépendance entre les sous-arbres rend le raisonnement plus direct en temps continu. De plus, les
résultats en temps continu sont mentionnés dans [Jan04].

8.2.1 Décomposition en temps discret

Cette section ne concerne que le processus en temps discret : nous prendrons donc la liberté
d’omettre les exposants DT lorsqu’aucune ambigiiité n’est possible.

Soit (7,) le processus de foréts décrit comme suit : a I'instant initial, la forét est constituée de a
racines rouges et de [ racines noires (a, § € N tels que a + 8 > 0) : a chaque étape, nous piochons
uniformément au hasard une feuille de la forét, cette feuille devient un nceud interne ayant S + 1
enfants constitués de a + 1 feuilles rouges et b feuilles noires si la feuille piochée était rouge, et de ¢
feuilles rouges et d + 1 feuilles noires si la feuille piochée était noire.

L’ensemble des feuilles de la forét est une urne de Pélya de composition initiale !(c, 8) et de

. Ainsi, la figure suivante représente une réalisation possible de 'urne

d

. ... a
matrice de transition <
c

de composition initiale *(3,2) et de matrice de remplacement apres trois tirages :

1
2 5

NG,
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La forét est donc composée de o+ 8 arbres, o d’entre eux enracinés par une boule rouge et 5 d’entre
eux par une boule noire :

(67

& |

| | |

La composition de 'urne est donc la somme des compositions des a + 8 sous-arbres de la forét
décrite ci-dessus, et chacun de ces sous-arbres décrit une urne de Pélya de composition initiale (1,0)
u (0,1) :

o 8
loi k k
Uy @ S UE @) + ) U, (Tun),
k=1 k=a+1

oit Tj,(n) représente le temps da lintérieur du k™ sous-arbre de la forét, i.e. le nombre de pioches
effectuées parmi les feuilles du k®™° sous-arbre, et ou les processus d’urnes (U (k))ke{l,...,a+ﬁ} sont
des copies indépendantes de Uy gy et U,1), respectivement. Autrement dit, comme a chaque fois
que 'on pioche dans le k™ sous-arbre, on ajoute S feuilles dans ce sous-arbre, si 'on note D, (k)
le nombre de feuilles du k*™¢ sous-arbre, alors

Dy(n)—1
Deés lors,
B
k Dk ) k Dk(n) -1
(,8) = 2 U((I)O ( ) + ) U((o,)1) (75 : (8.1)
k=a+1

Remarquons que (D1(0),...,Da15(0)) = (1,...,1), que, a chaque étape, une feuille est choisie
uniformément au hasard parmi les feuilles de la forét, et que, si cette feuille appartient au k°™¢
sous-arbre, on ajoute S feuilles & ce sous-arbre. Cette description est la description d’une urne de
Pélya-Eggenberger & (a + () couleurs (on oublie les couleurs des feuille rouges et noires, et deux
feuilles sont de la méme couleur si et seulement si elle sont dans le méme sous-arbre de la forét),
de composition initiale t(1,...,1), et de matrice de remplacement Slyyp (ol Inip est la matrice
identité de dimension o + ). Dés lors, d’apres le Théoreme [[3.1] le vecteur (Dq(n), ..., Dqayg(n))
vérifie le théoréme limite suivant : asymptotiquement quand n tend vers +oo,

G (Di(0). o D) = (Vi Vi),

presque stirement, ot (Vi, ..., Va4 ) suit la loi de Dirichlet de parametres (é, . %)
Des lors, via 'Equation B} en utilisant le fait que, par définition de W (cf. Equation (Z3)),

presque siirement,
. Ua,)(n)
W((X?B) - nl_l,I}_lCD u2 ( nO’ ) !

nous obtenons le théoréme suivant apres renormalisation, projection selon ugsde I’'Equation (8I]) et
limite quand n tend vers 40 :
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Théoréme 8.2.1
Pour tout («, §) € N\{(0,0)},

« a+f
(log) o (k) o1y (k)
W = Z Vi W(l,O) + Z Vi W(0,1)=
k=1 k=a+1

ou V= (Vi,...,Vaip) est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de parameétres (%, ceey %),

et ou les W((lkz]) et W((lkz]) sont des copies indépendantes de W o) et W 1), respectivement,

indépendantes du vecteur V.

Grace a ce théoreme, nous pouvons nous concentrer sur les deux variables aléatoires W o) et
Wio,1) : les informations que nous obtiendrons sur ces deux variables pourront, via le théoreme
ci-dessus, se traduire pour toute la famille des W, g).

8.2.2 Dislocation en temps discret

En utilisant de nouveau la structure arborescente de I'urne de Pdlya, nous allons montrer que
les deux variables Wy gy et W 1) sont solutions d’un systeme d’équations en loi, point de départ
des travaux réalisés dans ce chapitre. Avant tout, afin d’alléger les notations, notons X = W(q ¢ et
Y = W,

Commencons par étudier la variable X, issue I'urne de composition initiale ¢(1,0). Le premier
tirage est déterministe : nous piochons la boule rouge de 'urne et le vecteur de composition a I’étape
1 est donné par !(a + 1,b). Si 'on reprend P’analogie décrite précédemment avec une forét dont les
feuilles représentent les boules de I'urne, la forét associée & I'urne de composition initiale (1,0) est
composée d’un unique arbre enraciné par un nceud interne (I’ancienne boule rouge initiale) ayant
S + 1 enfants : a + 1 feuilles rouges et b feuilles noires. Ces enfants sont racines de S + 1 sous-arbres
et la composition de 'urne est la somme des compositions de ces S + 1 sous-arbres. Ces sous-arbres
sont eux mémes associés a des processus d’urnes de composition initiale une boule unique (rouge
ou noire), et de matrice de remplacement R.

Nous avons donc

a+1 S+1

k k
Unoy(n) = 2, Uy (Th(m) + 3 UG (Th(n)),
k=1 k=a+2
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oit Tj(n) est le temps a Uintérieur du k™™ sous-arbre de la racine, i.e. le nombre de feuilles pio-
chées dans ce sous-arbre avant 1'étape n, et ou les processus (U (k)) ke{l,...,5+1} sont des copies indé-
pendantes de U o) et U(g,1), respectivement, indépendantes de (71(n),...,Ts+1(n)). Tout comme
précédemment, remarquons que

Dk (n) —1
Ti(n) = =2/~ 2
k‘(n) S Y
ot Dy(n) est le nombre de feuilles du k™ sous-arbre & I’étape n. De plus, le vecteur (Dy(n), ...,

Dg1(n)) est le vecteur composition au temps (n — 1) d’une urne de Pélya a S + 1 couleurs, de
composition initiale ¢(1,...,1) et de matrice de transition SIg 1. Dés lors, au vu du Théoréme [.3.1]
nous avons, asymptotiquement quand n tend vers +0o0,

1
%(Dl(n)y--wDSH(n)) - (V1,..., Vst1),
presque stirement, ou le vecteur (V4,..., Vs 1) est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de para-
metre (%, el %) Nous obtenons donc, via I'Equation (7.3]), le théoréme suivant :
Théoréme 8.2.2
Les variables aléatoires X = Wy o) et Y = W(q 1) vérifient le systéme suivant :
(lod) a+1 S+1
o1
X2 3 vex® 4 ey ®
k=1 k=a+2
(10f) c S+1
Y= Y vex® 4 ey ®
k=1 k=c+1
ot le vecteur V- = (V, ..., Vg41) est un vecteur aléatoire de loi Dirichlet de parameétres (%, e %),
et ot les X*) et Y(¥) sont des copies indépendantes de X et Y, respectivement, indépendantes
de V.

L’objectif de la suite de ce chapitre est d’appliquer a ce systeme de point fixe des méthodes
utilisées dans I’étude d’équations de point fixe (ou smoothing equations) dans la littérature de fagon
a en déduire un maximum d’information sur la loi de Wy gy et Wg 1.

8.2.3 Résultats analogues en temps continu et connexion

Bien entendu, le processus d’urne plongé en temps continu admet lui aussi une structure ar-
borescente sous-jacente. Les équations sont d’ailleurs plus directes qu’en temps discret grace a
I'indépendance entre les sous-arbres. Ainsi,

Ulls) () = (U (8) + (BOUGE (1),

ou la notation (n)X, pour tout entier n et toute variable aléatoire X représente la somme de
n copies indépendantes de X. Dés lors, via la définition de WET comme limite de martingale
(cf. Equation (Z.4))), nous obtenons

Wil = (WG +BWh. (8.2)

Ce résultat est 'analogue du Théoréme B.2.1] en temps continu : il permet de se ramener a 1’étude
de deux variables aléatoires, Wg%) et W(%qlﬂ), au lieu d’étudier toute une famille.
De méme qu’en temps discret, nous pouvons montrer le théoreme suivant :
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Théoréme 8.2.3 (cf. Janson [Jan04] ou [CPS11])

Si I'on pose X = WET et Y = W(gfi), alors ces deux variables aléatoires vérifient

(1,0)
loi a+1 S+1
XR@Um<Zx%u_§]yw)

k=1 k=a+2
loi) c S+1

y @) gm (Z x® 4 3 Y(k)>,
k=1 k=c+1

ott U est une variable aléatoire uniforme sur [0,1] et ot les X®) et Y(¥) sont des copies indé-
pendantes de X et Y, respectivement, et indépendantes de U.

Il est intéressant de noter que 'on peut déduire le systéme vérifié par ng) et W(((;:f) de celui
vérifié par W([lxg) et W([ffg), et ce via la connexion (7.5 :

Proposition 8.2.4

Soient X et Y solutions du systéeme du Théoréme [822 soit £ une variable aléatoire de loi
Gamma(%). Alors les variables aléatoires £°X et £°Y sont solution du systéme du Théo-
réme 823

Cette proposition, via la connexion (7.3]), nous assure que le Théoréeme[8.2:3] peut étre vu comme
une conséquence du Théoreme R.2.2l L’implication réciproque, si elle existe, n’est pas encore connue.
Cette proposition est un corollaire du lemme suivant, il suffit pour cela de remarquer que si U est
une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], U est de loi Béta(%, 1) :

Lemme 8.2.5
Considérons les deux équations en loi suivantes d’inconnues X, X1,..., Xg11 :
(toi) 551
X =Y VEX, (8.3)
k=1
ou V. = (Vi,...,Vsy1) est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de parameétre (%,,%)
indépendant des Xy,...,Xg11; et
oy . St
X = V7YX, (8.4)
k=1
ot V est une variable aléatoire de loi Béta(%, 1) indépendante des Xy,..., Xg11.
Soient V,&1,...,&s41 des variables aléatoires indépendantes telles que &1, ...,€s11 sont de

loi Gamma(%) et V est de loi Béta(%, 1). On pose

S+1
E=V >y &,
i=1
et pour tout k€ {1,...,S + 1},
33
Zi:_ll (

Deés Iors,

(i) la variable aléatoire £ est de loi Gamma(%),
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(ii) le vecteur aléatoire (Vi,...,Vg41) est indépendant de £ et de loi Dirich]et(%, el %),

(iii) si X, X1,..., X1 satisfont P'Equation 83), si X1, ..., Xs41 sont indépendants de V, &1, . ..
et si X est indépendant de , alors §7X, £7 X, ..., 2,1 Xg41 satisfont 'Equation (8.4).

Démonstration: (i) Cette affirmation se démontre par exemple par calcul des moments : les lois Béta
et Gamma sont déterminées par leurs moments, le p'®™¢ moment d’une loi Béta de parametres (o, 3)
est donné par

P(a+p)T'(a+ PB)
I'(o + B+ p)'(c)

ou I est la fonction Gamma d’Euler, et le p®™° moment d’une loi Gamma de parameétre o est donné
par
I'(o +p)
INCOR
Il faut aussi remarquer que la somme de d variables aléatoires indépendantes de lois Gamma de
parameétres respectifs aq, ..., aq est de loi Gamma(ay + ... + aq).
(ii) Cette affirmation est une conséquence directe de la Proposition

(iii) Supposons que X, X1, ..., Xg,1 soient solution de I'Equation [83) pour ces Vi,...,Vsy1.
Multiplions cette équation par £7 de chaque coté : cette multiplication dans une équation en loi est
licite car & est indépendant des deux membres de 'Equation ([83]), et remplacons les V}, par leur

valeur :
(tod) S+1 ¢ S+1
o 0t) o k __1/0 o
EX Y S X =V Y X
k=1 (Zi:l 51-) k=1
ce qui conclut la preuve. |

La suite du présent chapitre est consacrée a ’étude des systémes des Théoremes 8.2.2] et [8.2.31

8.3 Unicité des solutions

Nous montrons dans cette section I'unicité des solutions des systemes de point fixe des théo-
remes et Notons que l'unicité de la solution du systeme en temps discret peut étre
déduite du théoréme plus général de Neininger et Riishendorf [NROG]. Nous en donnons néanmoins
une courte preuve ici dans le cas particulier des urnes de Pélya : cette preuve est inspirée des travaux
de Fill et Kapur [FKO05].

Soit A un réel, et soit My(A) ensemble des mesures de probabilité de moyenne A et de carré
intégrable. Equipons cet espace de la distance de Wasserstein définie ci-aprés : cet espace est un
espace métrique complet dans lequel nous pourrons donc appliquer le théoréme de point fixe de
Banach. Tout d’abord, remarquons que si X et Y sont solution du systéme en temps discret ou du
systeme en temps continu, si EX = B et EY = (', alors ¢B + bC = 0. Nous montrerons que si B et
C sont deux réels tels que ¢B + bC = 0, alors les systémes issus des Théorémes et B.2.3 ont
chacun une unique solution dans l'espace métrique produit My(B) x My(C).

Comme le vecteur aléatoire (W1 ), W 1)) est d’espérance proportionnelle a (b, —c), en temps
discret aussi bien qu’en temps continu, ce résultat d’unicité nous assure que les systémes des Théo-
remes et caractérisent les distributions de W(?’g) et W(g’{) en temps discret, et Wgz) et

W(C(H) en temps continu.

7§S+l
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8.3.1 Distance de Wasserstein

Soit A € R. La distance de Wasserstein sur My (A) est définie comme suit :

. o\ 1/2
dw (p1, p12) ()glg{lz (E(X1 — X2)°)"",
otl le minimum est pris sur les vecteurs aléatoires (X1, X5) de R? dont les marginales sont s et
p2. Le théoréeme de Kantorovich-Rubinstein nous assure que ce minimum est atteint. Par ailleurs,
Pespace Mo(A) équipé de la distance de Wasserstein est un espace métrique complet (voir par
exemple Dudley [Dud02]).

Soit (B, C) € R2. Equipons 'espace produit My (B) x M3(C) de la distance produit, définie par
exemple comme suit :

d ((p1,v1), (2, v2)) = max{dw (i1, p2), dw (v1,v2)}.

L’espace produit Ma(B) x My(C') muni de cette distance est un espace métrique complet.

8.3.2 Meéthode de contraction en temps discret

Rappelons ci-dessous le systéme de point fixe vérifié par (XPT, Y PT) (cf. Théoréme B22) :

( (10i) a+1 S+1
X2y vx® g vy ®)
k=1 k=a+2
3 (8.5)
(10i) c 3 S+1
Y= v x® g 3 yey®)

\ k=1 k=c+1

Soit My I'espace des mesures de probabilité de carré intégrable sur R. Pour tout (B,C) € R
soit K7 la fonction définie sur Mo(B) x My(C) par

Ki: Ma(B) x Ma(C) —> My

a+1 S+1
(1, v) — L (2 vex® 4oy Vk"Y(k)>
k=1 k=a+2
ot XM .., X(@+1) gont des variables indépendantes de loi p, Y (@2 V(S+1D) sont des variables
aléatoires indépendantes de loi v et ou V' = (V1, ..., Vg41) est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet
de parametres (%, el %), les X®) V() et V étant indépendants. De méme, soit Ko la fonction
définie par

Ky : Ma(B) x Ma(C) —> Mo
c S+1
(p,v) — L (2 vex® 4 Z VkUY(k)> .

k=1 k=c+1
Un calcul direct montre que si (u,v) € Ma(B) x My(C), alors

(e +1)B +0bC

EK =

1(#7”) m+ 1 )

° B+ (d+1)C
cb + (a+

EK. = 7

2(:“77/) m+ 1 )

de telle sorte que, comme m = a — ¢ = d — b, I’équation ¢B + bC' = 0 est une condition nécessaire
et suffisante pour que la fonction produit (K7, K2) soit une fonction de Mo(B) x My(C) dans
lui-méme.
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Lemme 8.3.1
Soient B et C deux réels tels que ¢B + bC = 0. Alors, la fonction

K: MQ(B)XMQ(C) i MQ(B)XMQ(C)
(:u'al/) — (Kl(,u,y),Kg(,u,y))

S+1 . . 3 . \ _m l . 3
est 4/ 52 -Lipschitz. C'est donc une contraction dés que o = ‘g > 3, ce qui est le cas car I'urne

considérée est grande.

Théoréme 8.3.2

(i) Si B et C sont deux réels tels que ¢cB + bC = 0, alors le Systéme (8.3]) admet une unique
solution dans Ma(B) x Ma(C).

(ii) Le couple (XPT YPT) est I'unique solution du Systéme (83F) de moyenne

(rethsrish)

et de carré intégrable.

Le Théoréeme [B.3.2] est une conséquence directe du Lemme B3] et du théoréme de point fixe de
Banach.

Démonstration du Lemme [8.3.7]: Soient (u1,11) et (u2,v2) deux éléments de Ma(B) x Mao(C).

Soit V. = (V4,...,Vs41) un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de parameétre (%, cee S) Soit
X:El), - ,Xl(aH) des variables aléatoires de loi 1, Yl(a+2), . ..,Yl(SH) des variables aléatoires de
loi vy, X2(1), e ,Xl(c) des variables aléatoires de loi ug, et YQ(CH), e ,YQ(SH) des variables aléatoires

de loi v5, indépendantes entre elles et indépendantes de V. Des lors,

2

a+1 S+1
dw (K1 (p1, 1), Ki(p2, v2)) Z Vi ( 2(k)) + > W (Yl(k) - Yz(k))
k=a+2 2
a+1 S+1
— Var 2 ve (37 - xP)+ 3w (v - Y;’“))]
=1 k=a+2
a+ S+1
— EVar <Z X(’“ XQ(’”) + W (Yf’” - YQ(’“)) |V>
k=1 k=a+2
a+1
+ VarE (Z X - x{) + 2 ve (v -v) |V>
k=1 k=a+2
via la loi de la variance totale[]. Comme V = (Vi,...,Vsy41) est indépendant des Xj(k) et des Yj(k),

1. La loi de la variance totale nous assure que, pour toutes variables aléatoires X et Y, si Y est de carré intégrable,
alors, VarY = EVar(Y|X) + VarE(Y'|X).



174 Chapitre 8. Grandes urnes a deux couleurs

nous obtenons

a+1 S+1
duw (K (i1, 1), K (i, v2))? < ) BVEVar (X = X() + 3] BV27var (i —v{")
k=1 k=a+2

a+1 S+1
< Var (X{l) - X2(1)) i EV° + Var (Yl(l) - Y2(1)) i EV2
k=a+2

k=1
et -t + g I -2

B a+1
T om+1

Comme cette inégalité est vraie pour toutes variables aléatoires Xl(l), X2(1), Yl(l) et Y2(1) de lois
respectives uy, po, V1 et vo, nous en déduisons

2 a+1
<
dW(Kl(M1,V1)7K1(M27V2)) om 1

< S+1
2m + 1

dw (p1, p2)? + dw (v1,v2)?

2m + 1

d (g1, 1), (2, v2))° .

De méme, nous pouvons montrer que

S+1
dw (K (1, 11), Ka(p2,12))" < g (1, 11), (12, 2)°,
ce qui implique finalement
S+1
d (K (1, 1), K (112, 12))* < md((ulﬂ/l), (12, v2))? |

ce qui conclut la preuve. Notons que c’est I'hypothese o = 7 > % qui garantit que la constante de
Lipschitz est strictement plus petite que 1. Autrement dit, 'unicité de la solution du Systéme (&3]
n’est montrée que dans le cas d’'une grande urne. |

8.3.3 Meéthode de contraction en temps continu

En temps continu, les lois de X¢7 et Y¢7 sont solutions du systéme suivant (cf. ThéorémeB.2.3) :

loi a+1 S+1
x @ ym (2 x® 4 3 Y(k)>

k=1 k=a+2

-

A
—~~
0
(=)
S~—

loi c S+1
y ) (2 X0y y(k)),

k=1 k=c+1

\

Le théoréme suivant, qui est la version en temps continu du Théoréme R.3.2, peut étre démontré
de deux fagons différentes. Nous pouvons traduire le Théoréeme 832 valide en temps discret via
la connexion établie en Proposition B2.4] ou reprendre les arguments utilisés lors de la preuve du
Théoreme pour refaire une preuve directe. Nous omettons les détails.

Théoréme 8.3.3

(i) Soient B et C deux réels tels que cB + bC = 0, alors, le Systeme (8.6]) admet une unique
solution dans Ma(B) x Ma(C).

(i) Le couple (X1, Y “T) est I'unique solution du Systéme d’équations en loi (8.6) d’espérance
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(%, —£) et de carré intégrable.

8.4 Moments

Cette section est consacrée a I’étude des moments des variables aléatoires WPT et WET | en
temps discret tout comme en temps continu. Nous savons déja, via la convergence dans tous les LP
(p = 1) dans les Théoremes [[.2.1] et [[L2.2] que ces variables admettent des moments de tous ordres.
Par ailleurs, il est montré par Chauvin et al. [CPS11] que ces moments sont “grands” au sens ou
la série de Laplace des WT a un rayon de convergence nul. Nous montrons dans cette section que
les lois des WET vérifient le critére de Carleman et sont donc déterminées par leurs moments. Nous
étudions dans cette section le systeme en temps continu :

-

loi a+1 S+1
x @ ym (2 x® 4 3 Y(k))

k=1 k=a+2

loi c S+1
y @ gm (Z x® 4 3 Y(k)>,

\ k=1 k=c+1

ou U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], et ou X, X () et Y, Y *) sont des copies respectives
de XCT et YT indépendantes les unes des autres et indépendantes de U.
Nous savons déja que les moments de W7 sont grands :

Théoréme 8.4.1 ([CPS11])

Les séries de Laplace de X = W(Clq(;) etY = W(%Tl) sont de rayon de convergence nulle, ce qui
implique que pour toute constante C' > 0, pour tout py = 1, il existe p = pg tel que,

p p
Cﬂ’g @EXL_ Cﬂ7< EYY|'
p! P!
E|X|P

Le lemme suivant donne une borne supérieure pour = et E‘—Y!‘p : ce lemme est I’argument clef
du Théoreme 844 qui affirme que les lois de X et Y sont déterminées par leurs moments.
Lemme 8.4.2
Si X et Y sont des solutions intégrables du Systeme (86), alors elles admettent des moments
1
E|XP )5 ( E[Y|P
et

p!n? p plIn? p

1
p
de tous ordres et les suites ( ) sont bornées.

Démonstration: Soit ¢(p) := InP(p + 2) et soit

EXP E|Yp
Uy = e Vy 1= .
" ple(p) " ple(p)
NG N
Montrons par récurrence que, pour tout entier p > 1, (%) " and (%) " sont finis et définissent

deux suites bornées. Une stratégie similaire est développée par Kahane et Peyriére [KP76]. Elevons
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la premiére équation du Systéme (86) & la puissance p. Comme EU™ = —L_ et S+1=a+b+1,

mp+1’
E|X|? < ((a + 1)E|X|? + bE|Y]?
mp + 1
|
+ 3 — T E|X [P EIX P |y Pers B[y [PS+),
PL+ o PS+1=D Pit...PS+1:
py<p—1Vje{l,...,5+1}
ou encore,
|
(mp—aEIXP <WEYP+ Y T E|Xp . E[XPeE|Y P E|Y P,
p1!. .. psir!
P1+...+Ps+1=p
pj<p—1

Nous pouvons bien entendu faire le méme calcul pour la deuxiéme équation du Systéme (84]), et nous
obtenons :

-

@(p1) - p(ps+1)
Z Upy «+ Upy i1 Upgyo + - - Upgyy ( )
p1t...+Ps+1=p PP
pj<p—1

(mp — a)u, < b, +

D @(p1) - p(ps+1)

uPl e upcvpc+1 e U;Ds+1 </7(p)
p1+...+Ps+1=p
L pj<p—1

(mp — d)v, < cup +

Comme les valeurs propres de R sont S et m, et comme g > % (l'urne considérée est une grande
urne), pour tout p = 2, la matrice (mpla — R) est inversible. De plus, l'inverse de (mply — R) est
donné par :

1

el = B) ™ = o i mp—a) —be (

c mp—a

mp —d b )

Pourtout p=2, mp—a>S—a=0=20, mp—d>c=0et (mp—d)(mp—a)—bc>0, et 'inverse
de (mpl; — R) est donc & coefficients positifs. Nous pouvons réécrire le Systéme ([B7) comme

(mpIQ - R) (Zﬁ) < tpflu

ot I'inégalité se lit coefficient par coefficient, et o1 le vecteur ¢,_; a pour coordonnées les deux sommes
intervenant le Systéme (87). Deés lors, comme 'inverse de (mplz — R) est & coefficients positifs, nous
avons

(up> < (mple — R)iltpfl.
Up

Comme le vecteur ¢, ne dépend que des moments de X et Y d’ordre inférieurs ou égaux a p — 1,
par récurrence sur p, les solutions X et Y du Systéme (8.0 admettent des moments de tous ordres
des lors qu’elles sont intégrables.

Soit pg le plus petit entier tel que, pour tout p = po,

m(p—1)
(mp —a)(mp — d) — be

(1+8In(p+2)°* < 1.

Un tel pg existe car le terme de gauche tend vers 0 quand p tend vers +00. Soit

A= 12}2’;{)““057 (Uq)a}-
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Montrons par récurrence sur p = pg + 1 que, pour tout ¢ < p—1, (uq)% < Aet (vq)% < A. Supposons
que cette affirmation soit vraie pour p = py + 1. Des lors,

r

(1) - p(ps+1)
©(p)

(mp — a)u, < b, + AP Z
pP1+-+Psy1=p
pj<p—1

2 o(p1) - <P(ps+1)'

(mp — d)vp, < cup + AP

p1t-+ps+1=p gD(p)
pj<p—1
Soit (o) ( )
PP1)-. - PPs+1
B(p) := > ® 7 (8.8)
p1t-tps41=p wip
pj<p—1
Alors,
(mp — a)u, < bu, + APO(p)
(mp — d)vp, < cup + APD(p),
ce qui implique
m(p—1)
< AP
U (mp —a)(mp — d) — be Q
m(p—1)
< AP®(p),
r (mp —a)(mp —d) — be ()

Nous montrerons ultérieurement (cf. Lemme 8Z:3) que, pour tout p = 2, ®(p) < (1 + 81n(p +2))° ™.

Ce résultat implique que

m(p —1) p n S+1
Up < (mp_a)(mp_d)_bcA (1+8In(p+2))°"" .

1 U
Par définition de po, cela implique que (up)? < A : la preuve sera donc terminée dés que nous aurons
démontré le Lemme B.4.3] ]

Lemme 8.4.3

Pour tout p = 2, ®(p) < (1 +8In(p + 2))S+1 .

Démonstration: Les définitions de ¢ et ® nous assurent que

InP* (p; +2)...InP5+? +2
q)(p) Z (pl ) (pS+1 )

p
P1t..-tPs+1=p In (p+2)
pjsp—1
In (1 _ ;D—P21) P In (1 _ P—;D52+1) Ps+1
P+ P+
= l+—7 ) |1+ ——"7
2 In(p +2) In(p +2)

pP1+...+Ps+1=p
pjsp—1

Comme log(1 — u) < —u pour tout u < 1,

D —p1 P D —Ds+1 bt
we 3N (grimery) (U eianers)

p1t...+pPs+1=p
pjs<p—1

ce qui implique

B(p) < Yo oex _L%&(u&)
P Pl o+ame+2) 25 v/

p1t-tps+1=p
pj<p—1
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2

P T 2)17(1 — x)) Nous avons donc
p

Soit ¥, (z) := exp (—W

p1 Ps+1
) < % w(Z)ou ()
P1+...+Ps+1=p p p
pj<p—1
b1 DPs+1
< o B (@) (3
0<p1,...,ps+1<p—1 p p

(5 (5)"

Via un calcul élémentaire, nous obtenons
p—1 k 1
Dl (—) <1 +pf Wy (t)dt
k=0 p 0

! 4
J- exp (—ax(l —x))dt < —,
0 a

comme, pour tout o > 0

cela implique

(p +2)In(p +2)
1/)10 2 .
p
Deés lors,
S+1
2)1 2
B(p) < <1+4(p+ ) In(p + )) ’
p
ce qui, comme p%z < 2 (car p = 2) conclut la preuve du lemme. |

La borne supérieure des moments obtenue dans le Lemme [8.4.2] méne au théoréme suivant :
Théoréme 8.4.4

(i) Soient X et Y solutions intégrables du Systéme d’équations en loi (8.6)). Des lors, X et Y
admettent des moments de tous ordres et les distributions de probabilité de | X|, |Y|, X et
Y sont déterminées par leurs moments.

(ii) Soient X etY solutions intégrables du Systeme (8. Dés lors, X et Y admettent des séries
de Laplace de rayons de convergence infinis (et sont donc déterminées par leurs moments).

Démonstration: (i) Le Lemme B2 nous assure que, si X et Y sont solutions intégrables du Sys-
téme (86, alors elles admettent des moments de tous ordres, et il existe une constante C' > 0 telle
que, pour tout p assez grand,

py—1 ()~ r
(E|XP) »=C np (8.9)

Via la formule de Stirling, quand p tend vers +o0,
(p) 7 €
Inp plnp

qui est le terme général d’une série de Bertrand divergente. Le critére de CarlemanP s’applique donc
et permet de conclure que X et Y sont déterminées par leurs moments.

—2p _

2. Le critére de Carleman est le suivant : toute variable aléatoire dont les moments (mp)p>1 vérifient Zp>1 My, =

+00 est déterminée par ses moments.
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(ii) Si X et Y sont solutions intégrables de (8] et si £ est une variable aléatoire indépendante de
X et Y, de loi Gamma(%), alors, au vu de la Proposition B.2.4] £X et £Y sont solutions intégrables
de (83) et satisfont donc 'Equation (83), ce qui implique, pour tout entier p,
E|9X|P
LN < C:D lnP p.
p!
Des lors, par indépendance de X et &,
P P
E|X]| <cv In? p '
p! E[¢|oP

Comme
I (% + Up)

1 )
I (3)
il existe une constante D positive telle que
E|X|P In?
| ' " < pr P__
p! I (op+ %)
Nous pouvons en déduire que les variables X et Y, solutions intégrables du systéme (&3]), ont une
série de Laplace dont le rayon de convergence est infini. |

E|g|7P =

Corollaire 8.4.5

(i) Pour toute composition initiale («, 3), la loi de W(gTﬁ) est déterminée par ses moments.

(ii) Pour toute composition initiale («, (3), la série de Laplace de W(g:g) est de rayon de conver-
gence infini.

Démonstration: (i) Grace a 'Equation ([82]), nous avons

W&l < lIWEG)llp + BIWE -

(o3

CT CT : CT  Ghri s ; ‘4
Comme W(l,o) et W(o,l) satisfont (89)), W(a) 3) vérifie le critere de Carleman et est donc déterminée
par ses moments.

(ii) est une conséquence directe des Théorémes B.Z 4] et BZT1 |

8.5 Densité

Cette section est consacrée a ’étude des densité de WPT et WCT. Si I'existence de cette densité
est démontrée dans [CPS11] en temps continu, c¢’est un probléme ouvert en ce qui concerne whT .
il nous faudra donc, avant toute chose, prouver son existence. Nous nous attachons ici a I’étude
des variables W(?’g) et W(g’{) via le Systéme (B3], et montrons que ces deux variables admettent
chacune une densité, en généralisant des méthodes développées par Liu [Liu01] pour les équations
de point fixe. Dans les travaux de Liu, il s’agit d’étudier la solution d’une équation de point fixe,
solution dont le support est inclus dans R*. Notre probléme differe donc en deux points de celui
de Liu : nous nous intéressons a un systeme d’équations au lieu d’une équation, et nos variables
aléatoires ne sont pas, a priori, positives.

Pour montrer I'existence d’une densité pour les variables aléatoires X = W(ll)g) et Y = W(g,{),
nous allons montrer que leurs transformées de Fourier sont L', donc inversibles : leurs inverses
seront alors les densités respectives de X et Y. On notera

ox(t) = Ee™ et @y (t) = Ee™.

Nous montrons le résultat suivant :
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Théoréme 8.5.1

Rappelons que I'on pose X = W(?,Cg) etY = W(’gf{).
(i) Le support des variables aléatoires X et Y est R.
(ii) Pour tout p € ]O, %1 [, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout t € R\{0},

C
) < —.
|90X( )| |t|p
(iii) Pour tout p € ]0, % [, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout t € R\{0},
C
) < —.

(iv) Les variables aléatoires X et Y admettent chacune une densité bornée et continue sur R.

Via le Théoreme B.2.T] nous pouvons étendre ce résultat a n’importe quelle composition initiale :
Théoréme 8.5.2

Pour tout («, ) € N\{(0,0)}, la variable aléatoire W(g% admet une densité sur R.

Remarquons par ailleurs, que ce résultat, couplé a la connexion (5], permet de redémontrer I’exis-
tence d’une densité pour W&%) : nous proposons donc une preuve alternative a celle développée
dans |[CPS11].

La preuve du Théoréme 85Tl se décompose en plusieurs étapes : (1) nous montrons tout d’abord
que le support des variables X et Y est R, nous montrons ensuite que (2) les transformées de Fourier
de X et Y ne valent 1 qu'en t = 0, (3) qu’elles tendent vers 0 lorsque [t| tend vers +o00, (4) puis
qu’elles sont bornées au voisinage de 0 par une puissance de |t| suffisamment négative pour pouvoir
appliquer l'inversion de Fourier.

Le Lemme suivant est la premiére étape de cette preuve : il correspond au (i) du Théoréeme R5.1]:
Lemme 8.5.3

Le support des variables X et Y est égal a R.

Démonstration: On notera Supp(X) et Supp(Y’) les supports respectifs de X et Y. Comme EX > 0
et EY < 0 (cf. Théoreme B3.2), il existe x € Supp(X) n R* et il existe y € Supp(Y) n R™. Au vu

du Systeme (B8] dont X et Y sont solutions, pour tout v = (v1,...,vs+1),w = (wi,...,ws4+1) de
[0, 1]+ tels que Y} cpcgiq Uk = Dcpegit Wk = 1, Le. pour tout v, w dans le support d'une loi de
Dirichlet de parametres (%, cee %),
a+1 S+1 c S+1
<x Z vp +y Z v, Y Wi +y Z w,f) € Supp(X) x Supp(Y). (8.10)
k=1 k=a+2 k=1 k=c+1

Montrons tout d’abord qu’il existe € > 0 tel que [—¢, €] € Supp(X) N Supp(Y’). Pour cela, fixons
t € [0,1], et appliquons 'Equation 8I0) & v = w = (¢,0,...,0,1 —t) : cela implique que le segment
[y, ] est inclus dans Supp(X) n Supp(Y). Nous pouvons donc poser ¢ = min{z, —y} : deés lors,
[—¢, €] € Supp(X) N Supp(Y’), comme annoncé.

Montrons ensuite qu’il existe n > 0 tel que, pour tout z € Supp(X) n Supp(Y), (1 +7n)z €

Supp(X) N Supp(Y). En effet, appliquons ’'Equation 8I0) & v = (a+r1= ce a+r1707 . ,O) et w =

(0, ...,0, d+r1= e dLH) (ot le nombre de coordonnées nulles de v et w est choisi de telle sorte que ces
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deux éléments soient dans [0,1]%*1). Des lors, si z € Supp(X) nSupp(Y), alors (1+a)! =7z € Supp(X)

et (1 +d)' 72 e Supp(Y). Il nous suffit donc de prendre = min{(1 +a)' 7 —1,(1 +d)* 7 —1}.
Enfin, il nous suffit de remarquer que I'image du segment [—¢, €] par les itérées de la transforma-

tion homothétique (z — (1 +n)z) est R pour conclure la preuve. |

Lemme 8.5.4
Pour tout t # 0, |ox ()| <1 et |py(t)| < 1.

Démonstration: Pour tout réel ¢, |ox(t)] < 1. Supposons qu'il existe ¢y € R tel que |px (to)| = 1. Soit
0o € R tel que E(eX) = ¢, Alors, presque siirement, e?0X % ce qui n’est possible que si
to =0 (et Oy € 27Z) car Supp(X) = R. Le méme argument s’applique pour la variable aléatoire Y. W

= €

Lemme 8.5.5

Nous avons les limites suivantes : lim ¢x(t) =0et lim ¢y (t) =0.
[t|]—+00 [t|]—+00

Démonstration: A partir du Systéme (8.3]), nous pouvons montrer que les transformées de Fourier de
X et Y sont solutions d’un systéme d’équations. Il suffit pour cela de conditionner par rapport a V'
puis d’utiliser I'indépendance des X(¥) et Y*) du membre de droite, avant de déconditionner : nous
obtenons, pour tout réel ¢,

a+1 S+1
ex(t) =E (H ex (V) ] SDY(kaU)>
k=1

k=a
- . (8.11)
ey(t) =E <H ex(@Vi?) |1 SDY(kaU)>
k=1 k=c+1
ouV = (V1,...,Vs41) est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de parametres (%, e %) Comme
les V1, ..., Vsi1 sont non-nulles avec probabilité 1, le Systéme (8.I1]) implique via le Lemme de Fatou

que

limsup |px ()] < (limsup |<pX(t)|)a+1

|t]=>+%0 [t|>+x0

lim sup |y (t)| < (lim sup [y (¢)])
[t|] -+ [t| =+

d+1

Nous avons que, comme l'urne est grande, i.e. m = a—c = d—b > 5/2, a,d > 1. Dés lors, la
premiére inégalité du systeme ci-dessus nous assure que limsupy,_, ., lox (t)| € {0,1}. Montrons que
limsupy, 4 [ex ()] = 0.

Supposons par I'absurde que limsupy;_, ;. wx(t) =1, et reprenons les idées de [Liu01]. Soit ¢y €
10, +oo[ et € €]0, 1—[px (to)|[. Comme @ x est continue, et comme 1 = |px (0)| = lmsupy,_, ;. |¢x(t)],
il existe t; = t1(e) et to = ta(e) (pour plus de lisibilité, nous omettrons souvent le parametre ) tels
que 0 <1 <tg <ty <400, |px(t1)| = |px(t2)] =1—c et |px(t)| < 1— ¢ pour tout t € [t1,%2].

Rappelons que, pour tout t € R,

lox (O <E[lox (Vo) "]

Des lors, si A, Ay,..., A, sont p copies indépendantes de V7, pour tout p > 0,

12 = lpx(t2)] <E [[ox (A ... Aptz)| V" |
S(L—e) Pty < (A1 Apts) <o) + (1 =Pt < (A ... Apls) < t2))
=1-(1-(1- 5)(a+1)P)IP’(t1 < (Ay... Apta) < t9),
ce qui implique
1—(1—g)letD)”
1-— (1 — 5)

P(tl < (Al . ..Aptg) < tg) < 1.
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Comme lim._,o % = (a + 1)P, lime,0t1(e) = 0 et 28 < il 4 quand € tend vers 0,

nous obtenons,

(a +1)PPO< A;... Ay <1) = (a+1)? <1 pour tout n =0,
=

ce qui est impossible car a + 1 > 1, par hypothese.

Nous avons donc montré que limsup,_, . [¢x(t)| = 0. Nous pouvons montrer de la méme ma-
niére que limsup, , . |¢x(t)] = 0. Enfin, nous pouvons montrer avec les méme arguments que
lim supyy,. ¢y (¢)| = 0 et conclure ainsi la preuve. |

Lemme 8.5.6

Pour tout p €]0, %[, asymptotiquement quand |t| tend vers +o, px(t) = O(t™°) et py(t) =
O(t=r).

Démonstration: Soit ¢ > 0. Le Lemme [R50 nous assure qu’il existe T > 0 tel que |px ()] < € et
|y (t)| < € pour tout réel ¢ tel que |t| = T. Alors, au vu du Systéme (BI1]), pour tout ¢ € R,

S
lox (1) < eElpx (V1) Z (V7 [t] < T).

Comme, pour tout ke {1,...,5+1}, V7 (o) U™ ou U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1],
cela implique que

m

lox(t)] < awaaﬂwn+s(a) ,

et ce pour tout ¢ € R\{0}. Des lors, pour tout p €]0,Ym[, E(U""") < +00 et I'inégalité précédente
implique qu’il existe une constante positive C' telle que pour tout réel non nul ¢,

fex(t)] < Blox(™0]+C (71)

Dés lors, les variables aléatoires X et U satisfont les hypothéses du lemme d la Gronwall [Liu01}
Lemme 3.2, page 93]) : nous pouvons itérer I'inégalité précédente, et, pour tout entier p,

p—1
_ i
lox (1)) < e Elox (U ... UD)| + CJt| 2 Y, (SEWU ™))",
k=0
ce qui induit
N —
PXWNS T72SE (U—mr)
dés que ¢ est tel que 1 —eSE (U~™) > 0. Le méme raisonnement appliqué a ¢y permet de conclure

la preuve. |

Démonstration du Théoréme B.5.1]: Soit p €]0, 2EL[ et soit v = = 5. Le Lemme B.5.6 nous assure

qu’il existe k > 0 tel que @ x (t) < K|t| pour tout ¢ réel non nul. Via le Systeme (8I1]), nous obtenons

s 525 i)

Comme le vecteur aléatoire V' = (V4,...,Vsy1) est de loi Dirichlet de parameétres (%, cee %), ses
moments joints sont connus, et

; (ﬁ Vk_gv) T +Fg(1_+<f+) ov) (F (1% (_%;’ V)>a+1
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est finicarov < Z =Letl++—(a+1)ov>1—%2>0 (a<S=a+bcar I'urne considérée n’est

pas triangulaire). Nous avons donc prouvé I’assertion (i7). L’assertion (i4i) est prouvée de maniére
similaire.

Comme 2 = Z—J_r}: > 1, lassertion (¢¢) implique que la transformée de Fourier de px de X
est intégrable, nous assurant ainsi que X admet une densité bornée et continue. Bien entendu, un

argument similaire permet de traiter la variable aléatoire Y et de conclure la preuve. |

8.6 Conclusion

Gréce a I’étude de la structure arborescente de I'urne de Pélya, nous avons pu montrer différents
résultats sur les variables W7 et WPT. Nous avons montré que WPT admet une densité sur R,
propriété qui était déja connue pour WET [CPS11]. Remarquons au passage que la densité de wbT
est continue bornée, ce qui n’est pas le cas de celle de W7 qui est minorée, & une constante prés,
par |t|1/’”_1 au voisinage de zéro. De plus, la transformée de Fourier de WPT est L', ce qui n’est
pas le cas de celle de WCT.

Nous avons aussi montré que, aussi bien en temps discret qu’en temps continu, les variables W
sont déterminées par leurs moments. Ce résultat permet de majorer les moments de ces variables
aléatoires, méme si l'ordre exact de ces moments n’est pas encore connu : une borne inférieure est
connue pour W7 via la nullité du rayon de convergence de sa série de Laplace [CPS11]. Nous avons
aussi démontré que la série de Laplace de la variable WPT a un rayon de convergence infini.

Ces différents résultats nous permettent de mieux appréhender les variables W. Nous comprenons
mieux désormais les différences entre la loi de WPT et celle de WET. La loi de WPT semble plus
régquliére que celle de WET : sa série de Laplace est convergente, sa transformée de Fourier est L,
sa densité est continue, bornée.

De nombreux questions restent cependant ouvertes concernant ces variables aléatoires WP7T et
WET . quel est Iordre exact de leurs moments ? leurs queues sont-elles lourdes ?

Au dela de ces perspectives concernant les urnes a deux couleurs, il est tres intéressant de
pouvoir généraliser les méthodes développées dans ce chapitre a des urnes a d couleurs, ou de
telles variables aléatoires W apparaissent et sont encore plus méconnues que celles du cas a deux
couleurs. C’est 'objet du Chapitre [@, dans lequel nous présentons des travaux en cours concernant
cette généralisation naturelle.
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Chapitre 9

Urnes a d couleurs

9.1 Introduction

9.1.1 Motivations

L’objectif de ce chapitre est d’étendre les résultats du Chapitre® pour des urnes a d couleurs. Une
urne & d couleurs est décrite comme suit. Fixons aq,...,aq = 0 des entiers tels que ag +...+ag > 0
et R = (a;;) une matrice d’entiers naturels. A Dinstant initial, il v a «ay; boules de couleur ¢, pour
tout i € {1,...,d}. A chaque étape, nous piochons uniformément au hasard une boule dans 'urne,
regardons sa couleur (notons i cette couleur), la remettons dans I'urne et ajoutons dans I'urne a;;
boules de couleur j. Cette définition est la généralisation naturelle d’une urne a deux couleurs.

Les urnes a d couleurs ont été trés étudiées dans la littérature comme évoqué dans le Chapitre[7l
Il est intéressant de noter que ’approche par combinatoire analytique, tres efficace pour les urnes
a deux couleurs, ne permet pas, sauf exceptions, de traiter les urnes a d couleurs. Comme expliqué
dans les travaux de theése de Morcrette [Morl3], cette méthode repose sur la résolution d’un systeme
de d équations différentielles, qui n’est pas résoluble, en général.

Tout comme dans le chapitre précédent, nous ferons certaines hypotheses classiques sur les urnes
que nous considererons. Nous supposerons que ces urnes sont équilibrées, i.e. qu’il existe un entier
S tel que, pour tout i € {1,...,d}, Z;-lzl a;j = S. Cet entier S est appelé balance de I'urne, cela
signifie qu’a chaque étape, le nombre de boules ajoutées dans 'urne est déterministe et égal a S.
Tout comme dans le cas a deux couleurs, nous supposerons que la probabilité d’extinction de 'urne
est nulle, c’est a dire que nous n’aboutissons jamais a une situation impossible (par exemple, il nous
faut retirer une boule de couleur 1 de 'urne alors que 'urne ne contient pas de boule de couleur 1).
11 est possible de se passer de cette hypothése comme dans les travaux de Janson [Jan04], et I’étude
peut alors étre réalisée conditionnellement a la non-extinction de I'urne. Pour plus de simplicité,
nous supposerons la non-extinction presque stire de I'urne. Un travail supplémentaire, que nous
ne ferons pas, serait nécessaire pour travailler conditionnellement a la non-extinction. Enfin, nous
supposerons que 'urne est irréductible. Cette hypothese est I’équivalent de la forme non-triangulaire
de 'urne & deux couleurs (bc # 0 avec les notations du Chapitre 8] : nous supposons que, quelle que
soit la composition initiale de I'urne, pour tout i € {1,...,d}, presque slirement, il existe un entier
n tel que 'urne a I’étape n contient au moins une boule de couleur i. Cette condition de mélange
est nécessaire pour l’étude que nous ferons : 'absence de cette hypothése meéne a des résultats
différents (voir par exemple [Pou08], ou [FDP06] dans le cas particulier des urnes a trois couleurs
triangulaires).

Les urnes a d couleurs ont le méme comportement que les urnes a 2 couleurs, a ceci prés que
I’on ne peut plus parler de grande ou petite urne mais seulement de grande ou petite valeur propre
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d’une urne. En effet, une urne a 2 couleurs est définie par une matrice de remplacement R carrée de
dimension 2. Cette matrice a donc deux valeurs propres : la balance S et une seconde valeur propre
notée m dans le Chapitre[8: rappelons que I'urne a 2 couleurs est petite si g < % et grande si g > %
Dans le cas d’'une urne a d couleurs, la matrice R est une matrice carrée de dimension d; outre
S, elle admet un certain nombre d’autres valeurs propres, éventuellement complexes non réelles.
On dira qu’une valeur propre \ est grande si 1 > ¢ = RTe)‘ > %, sinon, elle sera petite. Ainsi, une
méme urne de matrice de remplacement R peut avoir différentes valeurs propres, certaines grandes
et certaines petites. La valeur propre S peut aussi étre valeur propre multiple, ce qui n’était pas

possible en dimension 2.

Le passage en dimension d apporte donc deux difficultés : la multiplicité éventuelle de la valeur
propre S, et Iapparition de plusieurs autres valeurs propres, éventuellement complexes et non
réelles. Malgré cela, des théorémes limites existent, montrés par Janson [Jan04], Pouyanne [Pou(8]
ou Gouet [Gou97], tout comme dans le cas d’urnes a 2 couleurs. Il s’agit de projeter le vecteur
composition sur un sous-espace associé a la décomposition de Jordan de la matrice R. En temps
continu, les lois limites sont gaussiennes dans le cas d’une petite valeur propre et font intervenir
une variable aléatoire méconnue W dans le cas d’une grande valeur propre. En temps discret,
les résultats sont moins précis dans le cas des petites valeurs propres. Rappelons qu’il faut aussi
traiter le cas des sous-espaces associés a la valeur propre S a part. Tout comme dans le cas des
urnes a deux couleurs, nous nous intéressons a la variable aléatoire W, en détail. Contrairement au
cas deux couleurs, W n’est a ce jour pas étudiée dans la littérature. L’intérét de notre approche
via la structure arborescente (cf. Chapitre ) de 'urne est que cette approche semble facilement
généralisable au cas de d couleurs.

Tout comme dans le cas de deux couleurs, le processus se plonge en temps continu et nous avons
donc deux variables W & étudier : celle en temps discret WPT et celle en temps continu W7, De
plus, cette variable aléatoire dépend de la composition initiale de I'urne.

Dans la Section 0.2, nous exploiterons la structure arborescente de l'urne en vue de réduire
I’étude & un nombre fini de compositions initiales, et donc & un nombre fini de variables W (plus
précisément a I’étude de d variables aléatoires), puis de montrer que ces d variables aléatoires sont
solutions d’un systéme de point fixe en loi. La suite du chapitre est consacrée a extraire un maximum
d’information de ce systéme d’équations en loi. Nous montrerons, en Section [0.3] via le théoréme de
point fixe de Banach, que la solution de ce systéme est unique dans un espace de mesures approprié.
Dans la Section 0.4 nous étudierons les moments des variables aléatoires W et montrerons que ces
variables sont déterminées par leurs moments, et que la variable aléatoire W issue du processus en
temps discret admet une série de Laplace de rayon de convergence infini. Puis, nous évoquerons en
Section quelques travaux en cours en vue de montrer que ces variables aléatoires admettent une
densité.

Avant tout, rappelons les résultats de la littérature résumant le comportement asymptotique des
urnes a d couleurs.

9.1.2 Résultats antérieurs

Soit U(n) le vecteur composition de 'urne & d couleurs de matrice de remplacement R =
(@i j)ijeq1,..qp et de composition initiale U(0) =" (a1, ..., aq). Dans toute la suite, nous sup-
poserons que cette urne est équilibrée, irréductible et quil y a non-extinction presque

slire.

La matrice R se décompose sous la forme de blocs de Jordan, i.e. elle est semblable & une matrice
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de la forme d’une matrice diagonale par blocs diag(.Ji,...,J,) ou chaque J; est de la forme
Al 0O ... 0
0o x 1
J = ol
: A1
0 0 A

avec A\ une valeur propre de R. Plusieurs blocs de Jordan peuvent étre associés & la méme valeur
propre. Dans la suite, nous choisissons un bloc de Jordan, et non une valeur propre, et étudions le
comportement de la projection du vecteur composition sur le sous-espace stable associé a ce bloc
de Jordan.

Soit E un sous-espace stable de R? associé & un bloc de Jordan J de la décomposition de Jordan
de R et a une valeur propre A de R. On note v + 1 la taille de ce bloc de Jordan et on appelle v un
vecteur propre de E associé & la valeur propre A.

Définition 9.1.1

Soit 0 = %. On dira que A\ est une grande valeur propre de R si % < o0 <1, et une petite

valeur propre si o < %

Le comportement asymptotique de la projection du vecteur composition U(n) sur le sous-espace
FE est décrit par le théoréme suivant :

Théoréme 9.1.2 (cf. [Pou08])

Si % < o < 1, alors,

- me(U() 1 pr
A T

p.s. et dans tout LP (p > 1), ou mg(U(n)) est la projection du vecteur composition au temps n
sur E (définie par la décomposition de Jordan de R).

Il s’avere que le comportement des projections du vecteur composition en temps discret sur les blocs
de Jordan associés a des petites valeurs propres n’est pas connu a ce jour en toute généralité, mais
seulement si toutes les valeurs propres (excepté S) sont petites, et dans le cas ou la plus grande
valeur propre vérifie o = %, seulement selon le plus grand bloc de Jordan associé a cette valeur
propre (cf. [Jan04, Théoremes 3.22 et 3.23]). Nous nous intéressons dans ce mémoire aux seules
grandes valeurs propres, mais montrer un Théoréme concernant tous les blocs de Jordan associés
a des petites valeurs propres en temps discret (méme quand d’autres valeurs propres de la matrice
sont grande) permettrait de compléter notre connaissance des urnes a d couleurs. Nous verrons
ultérieurement que ce comportement gaussien selon les petites valeurs propres est connu en temps
continu [Jan04].

Plongeons le processus d’urnes a d couleurs en temps continu comme dans le Chapitre 8 :
chaque boule est associée a un réveil qui sonne au bout d’un temps aléatoire de loi exponentielle de
parametre 1, indépendamment des autres réveils. Quand un réveil associé & une boule de couleur
i sonne, alors elle meurt et donne naissance a a;; + J;; boules de couleur j, et ce pour tout
je{l,...,d} (oud;; =1sii=jet0sinon). Tout comme pour les urnes a 2 couleurs, on note 7,
la date de la ni®™° sonnerie dans I'urne, et si ’'on note U7 (¢) le vecteur composition de I'urne en
temps continu au temps ¢. On a la connexion suivante : presque siirement,

(U(n)nz0 = (UT (1) )nzo0- (9-1)
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De plus, le processus (U(n)),=o est indépendant de la suite de temps d’arrét (7,,)n>0-
En temps continu, le comportement du vecteur composition projeté sur un sous-espace stable
associé a une grande valeur propre de R vérifie, avec les mémes notations que précédemment,

Théoréme 9.1.3 (cf. [Jan04])

Si % < o < 1, alors, presque siirement,

e (U(t 1
i TEU@) _ 1 or
t—+oo el v!
oll T est la projection sur le sous-espace E. De plus, la variable aléatoire WCT admet des
moments de tous ordres.

Nous nous intéressons dans la suite de ce chapitre & I’étude des variables aléatoires WPT' et
WET définies dans les théorémes limites et Ces variables aléatoires dépendent en fait de
la composition initiale de I'urne a = (av, . .., ag). Nous noterons donc W2T (resp. WET) la variable
W associée a la composition initiale a.

La connexion (O.I) permet de montrer des relations entre les variables aléatoires W issues du
processus en temps discret et du processus en temps continu. Pour cela nous avons besoin du résultat
suivant :

Jim ne” T = ¢, (9.2)
presque stirement, ou £ est une variable aléatoire de distribution Gamma(%). Ce résultat est

en fait démontré pour une urne a 2 couleurs dans [CPS11], mais la preuve reste la méme pour une
urne a d couleurs car le seul parametre important est la balance S.
Nous avons
TR (UCT(Tn)) 7B (UDT(n)) nY$1n¥ n

TV A n ~ nYsIn¥n TV @ n

De plus, au vu de ’Equation @2) qui implique th—n" — S quand n tend vers +00,
A/S 1 v l v
n n-n (ﬂ) (ne—STn)k/S N SVgA/S’

Tn

V QAT
T

Ce qui implique [Jan04] que, pour toute composition initiale a, nous avons la connexion suivante :

w2 srewpT, (9.3)

ou £ est une variable aléatoire de loi Gamma(%), et ou & et WPT sont indépendantes.

Par ailleurs, (UPT (n(t)))i=0 = (U (t))i=0 presque siirement, ot n(t) est le nombre de boules
dans 'urne au temps ¢t. Nous pouvons donc en déduire que, pour toute composition initiale o,

wor ) g v W, (9.4)

%) mais ot1 £ et WET ne sont pas indépendantes,

ou £ est une variable aléatoire de loi Gamma(
ce qui peut étre constaté via un calcul de covariance.

Dans la Section suivante, nous allons montrer que, grace a la structure arborescente de 1'urne,
nous pouvons nous ramener a ’étude de seulement d compositions initiales au lieu d’une infinité.
11 nous suffira de considérer We,, ..., W, ol, pour tout i € {1,...,d}, e; est le vecteur dont toutes
les coordonnées sont 0 sauf la ™ qui vaut 1. Il nous suffit donc de considérer les d compositions
initiales différentes composées d’une seule boule. Nous montrerons ensuite que ces d variables aléa-
toires We,, ..., We, vérifient un systeme de d équations en loi. Ce cheminement est similaire a celui
du Chapitre Bl
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9.2 Arborescence de 'urne

9.2.1 Décomposition

Le raisonnement étant le méme que dans le Chapitre [§, nous serons plus rapides.

Tout comme dans le cas d’une urne a 2 couleurs, le processus d’urne en temps discret peut étre
vu comme une forét dont les feuilles peuvent étre de d couleurs différentes. A ’étape initiale, la
forét est composée de «; racines de couleur i, pour tout ¢ € {1,...,d}. A chaque étape, on pioche
une feuille de la forét uniformément au hasard (n.b. une racine est aussi une feuille). Cette feuille
devient alors un nceud interne qui a S + 1 enfants, dont a;; + d; ; sont de couleur j pour tout
je{l,...,d} oui est la couleur de la feuille piochée au hasard.

La composition de I'urne est décrite par I’ensemble des feuilles de la forét. Des lors, si 'on note
D,(n) le nombre de feuilles dans le pme sous-arbre de la forét, alors, le p'®™ sous-arbre de la forét
au tempSD n( (;St une forét qui était initialement réduite a une seule racine, et qui est prise au temps

p(n)—1

S

interne . Nous obtenons donc

4 B oy
Ua(n) (loi) Z 2 Uéf) (%)7 (9.5)

c=1lp=F._1+1

ol By = 0, et, pour tout ¢ > 1, B = D7 | a; et o les processus d’urnes Uéf) sont des copies

indépendantes des processus Uk, .

Rappelons aussi que le vecteur (D1(n),..., Do, +..+a,(n)) est de méme loi que le vecteur com-
position d’une urne de Pdlya-Eggenberger de composition initiale (1,...,1) et de matrice de rem-
placement SI,, + . 1q,- Rappelons que (cf. Théoreme [.31]), asymptotiquement quand n tend vers
+00, presque slirement,

1
s (Di(n),...,Dg,(n)) = Z = (Z1,..., Zar+..40ay)
ou Z est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet(%, cen %)

Dés lors, en divisant ’'Equation @3) par nY$1n” n et en prenant son image par la projection
g sur E, nous obtenons :

r(Ua(m) (o i 52 mp (U8 (m(g)l))

nYsIn" n nYsIn" n
c=1p=Fc_1+1

Puis, par passage a la limite, via les Théorémes [7.3.1] et [0.1.2] nous obtenons
Théoréeme 9.2.1

Pour toute composition initiale cx,

d Be
loi
S S gy,
c=1p=Fc_1+1
ou Z = (Zi,...,78,) (Ba = o1 + ...+ aq) est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de

parameétres (%, e %), et otl les We(f) sont des copies indépendantes de WelZT, indépendantes
entre elles.
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En temps continu, nous pouvons aussi faire le paralléle avec une forét, mais le raisonnement est
encore plus simple car les horloges exponentielles nous assurent que les sous-arbres de la forét sont
indépendants. Nous pouvons donc montrer que

. Be
UST(t) (12)2 Z Uéf)(t—TlFson),

c=1p=F._1+1
ou flp =0et B =D, . aj, et oules Ue(f) (t) sont des copies indépendantes de UST (t).
En divisant cette égalité en loi par t*e* puis en projetant sur E via 7, via le Théoréme O.1.3]

nous obtenons
Théoréme 9.2.2

Pour toute composition initiale cx,

. d Be
woT (lod) 17 Z Z We(f)7
c=1p=Pc._1+1

ou U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] et ou les We(f ) sont des copies indépendantes

de WeCCT, indépendantes entre elles et indépendantes de U.

Les Théorémes et permettent, aussi bien en temps discret qu’en temps continu, de se
ramener a I’étude de d variables aléatoires (We,, ..., We,) au lieu d’une infinité. Toute information
obtenue concernant ces d variables aléatoires pourra a priori étre traduite pour n’importe quelle
composition initiale .

9.2.2 Dislocation

Dans cette partie, nous réutilisons la structure arborescente de I'urne de fagon & montrer que
les d variables aléatoires We,, ..., W, sont solutions d'un systéme de d équations en loi.

Plagons-nous tout d’abord en temps discret, et considérons 'urne contenant & I’étape initiale
une unique boule, de couleur c € {1,...,d}. La premiére étape est déterministe : la premiere boule
piochée est la boule de couleur ¢ et I'urne contient donc apres cette premiere étape, S + 1 boules,
dont a.; + d.; de couleur i, pour tout i € {1,...,d}. Autrement dit, la composition de I'urne peut
étre représentée par les feuilles d’une forét initialement composée de S + 1 racines, dont a.; + 0.
de couleur i (cf. Figure [@.1]).

Si I'on note J,(n) le nombre de feuilles dans le p

. d Vi n) —
v 2 S S v (B, (5)

t=1p=7;—1+1

eme sous-arbre de la forét, alors,

oy =0ety = 22:1(a0,j+5j70) pour tout i € {1,...,d} et ou les Ué‘f)

du processus U,.
Le Théoréme [.3.1] nous assure que, presque slirement, asymptotiquement quand n tend vers
+00,

sont des copies indépendantes

1
nS

ou V est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de parameétres (%, e %)

(J1(n), ..., Js+1(n)) =V = (V1,...,Vsi1),

Nous obtenons ainsi, via le Théoréme [0.1.2] aprés renormalisation et projection de I'Equa-

tion (@.6]), le
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FIGURE 9.1 — Arborescence issue d’une boule de couleur c, dans le cas particulier ot
c#1 etc#d.

Théoréme 9.2.3

Pour toute couleur c € {1,...,d},

loi) v &
TFRD YD WA 07

1=1p="vi-1+1

ol v = 0 et v = Z;‘.:l(aw' + 0.,j) pour tout i € {1,...,d}; ou les éf) sont des copies
indépendantes de W£T, indépendantes les unes des autres; et ou le vecteur V = (V1,...,V,,)

est de loi de Dirichlet(%, ceey %) et indépendant des W.

Nous obtenons un résultat identique en temps continu, c’est le Théoreme 3.9 de [Jan04] :
Théoréme 9.2.4 ([Jan04])

Pour toute couleur c € {1,...,d},

e;

) d Vi
wor @y ) (9.8)
) i=1p=7vyi—1+1

otyp =0, 7% = X;<i(ac;j+0c;), ou U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] et ot les Wéf)

sont des copies indépendantes de WeC;T, indépendantes les unes des autres et indépendantes de
U.

9.2.3 Connexion

Tout comme dans le cas des urnes a deux couleurs, il est intéressant de noter que I’on peut déduire
le systéme vérifié par (Wec; T)ie{l,...,d} de celui vérifié par (W£ T)Z-E{L___7d}, et ce via la connexion (@.3)) :

Proposition 9.2.5

Soient X1, ..., X4 solutions du Systeme (9.7) et soit £ une variable aléatoire de loi Gamma(%).
Alors les variables aléatoires S”§§X1, e ,S”{éXd sont solutions du Systéme (O.8]).
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Cette proposition, via la connexion (3.3)), nous assure que le Théoréme [0.2.4] peut étre vu comme
une conséquence du Théoreme[0.2.3] L’implication réciproque, si elle existe, n’est pas encore connue.
Cette proposition est une conséquence du lemme suivant, que nous ne redémontrons pas tant il est
similaire au Lemme :

Lemme 9.2.6
Considérons les deux équations en loi suivantes d’inconnues X, X1,..., Xg1 :
(l0f) S+1 \
o1
x 2 N v, (9.9)
k=1
ot V. = (Vi,...,Vsy1) est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de parameéetre (%,,%)

indépendant des Xy,...,Xg.1; et

S+1

x @y 3 x, (9.10)
k=1
ot V est une variable aléatoire de loi Béta(%, 1) indépendante des X1,..., Xg11.
Soient V,&1,...,&s+1 des variables aléatoires indépendantes telles que &1, ...,Es11 sont de

loi Gamma(%) et V est de loi Béta(%, 1). On pose

S+1
E=V Y &
i=1
et pour tout ke {1,...,5 + 1},
&k
Zi:Jrll i

Dés Iors,
(i) la variable aléatoire £ est de loi Gamma(%),
(ii) le vecteur aléatoire (Vi,...,Vgi1) est indépendant de £ et de loi Dirich]et(%, e %),
(iii) si X, X1, ..., Xg1 satisfont PEquation (@3), si X1, ..., Xg41 sont indépendants de V, €1, ..., Eg41,
et si X est indépendant de &, alors SVSA/SX, S”fi/SXl, e S”f;/ilXSH satisfont I’E’qua—

tion (O.10).

9.3 Unicité des solutions

L’objectif de cette partie est de montrer que, dans un espace approprié, les solutions respectives
des systemes ([@.7) et ([O.8]) sont uniques. Dans le cas continu, ce résultat est déja montré dans [Jan04] :
nous ne détaillerons donc pas de preuve pour le cas continu, mais seulement pour le cas discret.

Nous nous plagons dans ’espace My des mesures de probabilités sur C de carré intégrable et
pour tout complexe A, nous notons M(QC(A) le sous-ensemble des mesures de Mo de moyenne A.
Rappelons que la distance de Wasserstein est définie pour tout couple de mesures u,v de M(QC(A)
par

dw(p,v) =  min X =Y,

ott | - ||2 est la norme L? sur C.
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Pour tout Ap,...,Aq € C, nous définissons la distance de Wasserstein sur l’espace produit
ngl ME(A;) comme suit : pour tout g = (u1,...,uq) et v = (v1,...,14) deux éléments de
d
Xizl M(2C(A2)7
d(p,v) = max {dw (ui, v;)}.

1<i<<

Nous savons que (MS(A),dy) et donc szl MES(A;) sont des espaces métriques complets
(cf. [Dud02]).

Concentrons-nous sur le modele d’urne en temps discret. Le vecteur aléatoire (WeDlT, el WeDdT)
est solution du Systeme (O.7]) :

d Yi
loi
We YD W,
i=1p=7;—1+1
Pour tout pp = (p1,...,1q) € X?Zl ME (m;), pour tout ce {1,...,d}, posons

d i
Ke(pn) =L (2 i V;))\/sz('p)> )

i=1p=7;—1+1

olt vo = 0, 7 = Xj<i(ac; +dc;) et pour tout i € {1,...,d}, les (a:z(p))lgkggﬂ sont des variables
aléatoires indépendantes de loi u;, indépendantes les unes des autres et du vecteur V qui est de loi
de Dirichlet de parametres (%, ey %)

On définit I'application K comme

K(p) = (Ki(p), ..., Ka(p)).

Montrons le théoreme suivant via le théoreme de point fixe de Banach :

Théoréme 9.3.1

Pour toute grande valeur propre A de la matrice de remplacement R, pour tout A = (Ay,...,Aq) €
C? tel que A € Ker(R—\I,), 'application ® est une contraction de szl M (A;) dans lui-méme.
Des lors, la loi de (WeDlT, ey WeDdT) est I'unique solution de (7)) a moyenne fixée.

Démonstration: Remarquons tout d’abord que

d Vi
EK.(p) =Y, Y EVEzs!
i=1p=7vy;—1+1

(1) (S5+1)

car (Vi,...,Vsy1) est indépendant de (z; 7, ..., ; )i<i<d- Comme pour tout p € {1,...,S + 1},

pour tout ¢ € {1,...,d}, IE:CZ@) = A;, nous avons

Vi
EK.(u) =Y A >, EV
=1 p=vi—1+1
D1 Ailyi —i-1)
1+ A
>

('i 1 Ai(ac,i + 5(2,1')

=

14+ A
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1
car VA/S (i) U pour tout p € {1,...,S+1}, ot U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], et car

ReA > 1/2, ce qui nous assure que A # —1. Comme A est valeur propre de la matrice de remplacement
R, le systéme suivant est vérifié par tout A = (Aq,..., Aq) tel que A € Ker(R — A\y) :

d
2 am-Ai = )\Ac

i=1

pour tout 1 < ¢ < d, ce qui implique
EKc(p) = Ac

pour tout p € szl ME(A;). De plus K () est de carré intégrable, ce qui nous assure que K est
bien une application de szl MES(A;) dans lui-méme, pour tout A € Ker(R — \y).

Montrons désormais que K est une contraction pour la distance de Wasserstein. Nous réutilisons
les méthodes utilisées dans le Chapitre Bl Section B3] 'idée clef étant d’utiliser la loi de la variance

totale. Soit (:vgp ), . Elp ))Kpssﬂ une suite de variables aléatoires indépendantes de lois marginales
communes g = (u1,...,4d) € szl MES(A), et (ygp), e ,y((ip))lgpggﬂ une suite de variables indé-
pendantes de lois marginales communes v = (vq,...,v4) € X;-i:l MES(A), et soit (Vi,...,Vsy1) un
vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de parametres (%, e %) Nous avons, pour tout c € {1,...,d},
d i 2
dw (Ko(u) Kw))* < |3, D) V@ —y”)
i=1p=ry;_1+1 5

d Vi 2

5% e -

i=1p=7y;—1+1

5% e

i=1p=vy;—1+1

=E

2
|(V17' "7VS+1)

.. 2

Comme (V1,...,Vs1) est indépendant de (x 1<p<d, ous obtenons :

d Vi
dw(Kc(u),Kc(V))z < Z Z E|‘/;D2/\/S|E|£L'§p) _ yi(P)|2
i=1p=7vy;—1+1
Vi

d
< Bl -ul 3R

p=7i—1+1

d
- Z MH% yill2
£ 2Re) + 1 »

i=1

et ce pour tout (z1,...,24) ~ et (y1,...,yq) ~ v. Dés lors,
d Qe i+ 0ci
d K d 2 c,i ¢,
w(Help), K ; Wl v SR T 1

S+1
< d(H,V)Qm < cst-d(p,v)?
ou cst = %f\lﬂ <1 car RTE’\ =0 > % Pour conclure,

d(K (1), K(v)) = max {dyw (K.(n), K.(v))} < Vestd(, v),

1<e<d

et I'application K est bien une contraction de X?:l MS(A). |
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9.4 Moments

Dans cette section, nous nous intéressons aux moments des variables (W£ T)z'e{l,...,d} et (Wg T)Z-e{17___

Via la convergence dans tous les LP (p > 1) des Théoréemes [0.1.2] et [0.1.3] nous savons que ces va-
riables aléatoires admettent des moments de tous ordres. De plus,

Théoréme 9.4.1

(i) Pour toute composition initiale c, la variable aléatoire WS est déterminée par ses mo-
ments.

(i) Pour toute composition initiale e, Ia série de Laplace de WPT a un rayon de convergence
infini.

Tout comme pour les urnes & deux couleurs, ce théoreme se montre via le critere de Carleman
grace au lemme suivant :

Lemme 9.4.2

Si X1, ..., Xy sont des solutions du Systéme (O.8)) admettant des moments de tous ordres, alors,
E|X;|P\ P

les suites | Xi] , pour tout i € {1,...,d} sont bornées.
pllnP p

Une fois ce lemme montré pour les variables W en temps continu, nous pourrons utiliser les équations
de décomposition pour I’étendre a toute composition initiale, puis la Proposition [0.2.5] pour conclure
quant aux WPT,

Démonstration: La preuve de ce lemme est tres similaire a celle du Lemme B4.2]1 Soit Xi,..., Xy
solutions du Systéme (@8], soit ¢(p) := In?(p + 2) et soit, pour tout i € {1,...,d},

(0 . EIXil”
p = .
plo(p)
P 1 .
Montrons par récurrence sur p > 1 que, pour tout i € {1,...,d}, la suite (gf&‘)) ) " est bornée. Elevons

les d équations du Systéme ([@.8)) & la puissance p. Comme E|U>‘p | =
comme les coefficients (ac ;)1<c.i<d SOnt positifs,

1
“ReagT> Pour tout c € {1,...,d},

d
1
B SRt (2(% + 0 EIX|”

2

P1t--+Ps+1=p
pj<p—1

— HIE|X [Pri-att | X; [P
p1l...psy1!

ou encore,

d
PREAE|X [P < ) ac E|X|P + > ' HIE|X [Prici+ R X [P,

pil. .. psyr!

i=1 p1+...+Ps+1=p
pj<p—1
ce qui implique, pour tout c € {1,...,d},
: e(p1) - ps 1) d
) 0 (3) + i)
pRe/\uz()c < Z acﬂuz(f + Z QD H ’UJ:E)% TR ’U,;Ef% (9.11)
=1 p1t+...+Ps+1=p =1

pj<p—1
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Contrairement au cas a deux couleurs, nous ne pouvons prouver que l'inverse de (pReAl; — R) est a
coefficients positifs ou nuls pour montrer que les variables X et Y admettent des moments de tous
ordres des lors qu’elles sont intégrables. C’est pourquoi nous avons supposé qu’elles admettent en
effet tous leurs moments.

Soit

B(p) = Z ¢(p1) - --Sﬁ(ps+1)' (9.12)
p1+--+ps+1=p
pj<p—1
Nous savons, au vu du Lemme BA3}, que ®(p) < (1 +8In(p +2))°**, pour tout p = 2.

Notons A, le déterminant de la matrice pReAl; — R (ce déterminant est non nul pour tout p > 2
car 2ReX > 5), et A, (4, ) le déterminant de la matrice pReAl; — R privée de sa colonne i et de sa
ligne j. Pour tout 1 <4,j < d, le polynéme A, (j,) est de degré au plus d — 1 en p. Dés lors,

sup 120G D _ (1) 7
1<ij<d  |Apl p

et il existe une constante 7 > 0 et un entier py = 1 tel que, pour tout p = po,

A (i
sup 18,07, )] <N
1<ij<d Q] p

Pour toute matrice carrée M de dimension d a coefficients réels, on notera || M [, = sup;<; j<q |Mi,;l
et [|M|| = supyyy, =1 [Mz[s (la norme |z]l, d'un vecteur z est le maximum des modules de ses co-
ordonnées) respectivement la norme sup et la norme d’opérateur de la matrice M. Comme nous
travaillons en dimension finie, ces deux normes sont équivalentes et il existe une constante x > 0 telle
que, pour tout matrice M réelle de dimension d,

M| < & M]l-c.
Par ailleurs, notons A,(c) le déterminant de la matrice obtenue en remplagant la ¢®™¢ colonne
de pReAl; — R par une colonne de 1. Nous savons que A, est de degré d en p alors que A,(c) est un
polynoéme de degré au plus d — 1 en p. Dés lors, il existe un entier p; = po tel que, pour tout p > pq,
pour tout c€ {1,...,d},

Ap(c) S+1 1
1 1 2 < ———.
A, (1+8In(p+2) 2k2nRe)

[pPReAls—R| o
pReA

Enfin, comme — 1 quand p tend vers 400, il existe po > p; tel que, pour tout p > po,

IPReALs — Rl _
pReA

Posons maintenant )
A=max{(u{")7,1 <q<p2,1 <i<d}

Montrons par récurrence sur p > py que, pour tout g < p pour tout ¢ € {1,...,d}, (u((f))é < A
Supposons que cette affirmation soit vraie pour p > ps. L’Equation (@.I1]) implique

d
pRe u](oc) < Z ac,iug) + APD(p).
i=1

Soit vy, ..., vq la solution du systeme

d
pRev, = Z ac,v; + APO(p).
i=1
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En résolvant ce systeme de Cramer, nous obtenons

Ap(c)
. = AP® P,
v (p) A,
Pour tout p = po,
1

ot u® et v sont les vecteurs de coordonnées respectives (u;(gz))lgigd et (v;)1<i<d, ou 1 est le vecteur
dont toutes les coordonnées sont égales a 1, et ou le signe < entre vecteurs se lit coordonnée par
coordonnée. Dés lors, si on considére la norme .|, sur R?,

DIPReAL = RI| _ PR =)y _ ,p

2k2nRe\ 2knReA I

|(PReA Ly — R)u® |, < A

Notons M = pReAl; — R. Les coefficients de M ! sont exprimables comme suit :
AL (g1
(M), = (-1 22D
Ap
ot A, est le déterminant de M, et A,(j,4) le déterminant de la matrice M privée de la ligne j et de
la colonne i. Par définition de po, pour tout p = po,

~ - 1
M7 = sup [(M7h)igl < -,

1<i,j<d

iS]

ce qui implique, pour tout p > po,

[u® |, < M)A L < gt ar L < ar,
KN KN

Dés lors, pour tout c € {1,...,d},
ugp) < AP,

ce qui conclut le raisonnement par récurrence. |

Démonstration du Théoréme [0.4.7]: (i) Le lemme permet de montrer que, pour tout ¢ €
{1,...,d}, la variable aléatoire VVeCiT7 qui admet des moments de tous ordres au vu du Théoréme[0.1.3]
vérifie le critere de Carleman. Tout comme pour les urnes a deux couleurs, nous pouvons désormais
utiliser le Théoreme pour généraliser le Lemme a toute composition initiale. Pour toute
composition initiale o, WS vérifie le critére de Carleman.

(ii) Nous avons I'inégalité suivante : il existe une constante C' telle que, pour tout entier p,
E WCT P
EWTY o,
p!

Dés lors, via I'Equation (@.3)), il existe une constante D telle que, pour tout entier p,

DT |p p
E|W24| <D In? p _
p! r (pRe)\—l- g)

ce qui implique que la série de Laplace de WPT est de rayon de convergence infini. Le résultat se
généralise a toute composition initiale o via le Théoreme [9.2.1] |

Il est intéressant de noter que la démonstration du Théoréme [9.4.1] nous donne une borne
supérieure pour les moments des variables aléatoires W7 et WPT . Nous n’avons par contre aucune
information concernant une borne inférieure.
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9.5 Densité

Dans cette derniere section, nous présentons une ébauche de preuve de I'existence d’une densité
pour les variables WPT et WCT. Grace & 'Equation @3), nous savons que si WPT admet une
densité, alors WET en admet une elle aussi. Il parait donc raisonnable de se consacrer & I’étude du
Systeme (0.7), méme si celui-ci semble plus délicat que le systéme en temps continu.

Le probleme de 'existence de la densité des variables aléatoires (WgT) est un probleme ouvert.
Une stratégie possible est d’adapter la preuve développée dans le Chapitre [§], Section Sans
détailler les preuves, nous allons détailler un plan de preuve envisageable et pointer les difficultés a
surmonter pour généraliser la preuve du Théoreme

Pour tout ¢ € {1,...,d}, pour tout z € C, on note ¢.(z) = Ee'®*(Wei?) La preuve de l’existence
de la densité peut se faire en cing étapes, tout comme dans le cas des urnes & deux couleurs.

— Etape 1 : pour tout ce {1,...,d}, il existe € > 0 tel que

D(0,¢) < Supp(We,.).

— Etape 2 : pour tout c € {1,...d}, pour tout z # 0, |p.(2)| < 1. Cette seconde étape se montre
en utilisant le résultat de 1Etape 1 par la méme preuve que le Lemme B.5.4.

— Etape 3 : pour tout ¢ € {1,...,d}, lim, |, o ¢c(2) = 0. Cette étape de montre via des
arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve du Lemme en utilisant 'hypothese
d’irréductibilité de I'urne.

— Etape 4 : pour tout ¢ € {1,...,d}, pour tout p € 1o, ﬁ[, |pe(2)| = O(|2|7P) quand z tend
vers +00. Cette étape se montre comme le Lemme

— Etape 5 : pour conclure la preuve, il ne nous resterait plus qu’a adapter la preuve du Théo-
reme[85.21 Ce dernier point est difficile car nous pouvons montrer que |¢.(z)| = O (|z| ) pour
tout p € ]O, “lgfoﬁ\l [, mais rien ne nous assure que % > 1. Il nous faut donc certainement
étre un peu plus fin dans notre analyse.

Les points difficiles a surmonter pour prouver l'existence de la densité de We[i)T (pour tout

ie{l,...,d}) via ce plan de preuve sont I'Etape 1 et I'Etape 5. Ces travaux sont actuellement en
cours.

9.6 Conclusion

Nous avons montré comment exploiter la structure arborescente d’une urne de Pélya peut aider a
son étude. Nous avons notamment pu montrer que la variable Wac T est déterminée par ses moments
et que WPT a une série de Laplace convergente. Par ailleurs, ces méthodes serviront & démontrer
dans des travaux ultérieurs I'existence d’une densité pour ces deux variables.

Il reste encore du chemin avant de comprendre en profondeur ces variables W27 et WET - quel
est 'ordre exact de leurs moments, comment se comporte leur transformée de Fourier au voisinage
de Dorigine ? en l'infini 7 leur série de Laplace converge-t-elle 7

Par ailleurs, au dela de I’étude des projections du vecteur composition de I'urne sur les espaces
stables associés a des blocs de Jordan dont la valeur propre est grande, comment se comportent, en
temps discret, les projections sur les espaces stables associés a de petites valeurs propres? Il parait
naturel de conjecturer un comportement gaussien (puisque c’est la cas en temps continu), mais il
serait intéressant d’établir un tel résultat afin de rendre I’étude asymptotique des urnes & d couleurs
exhaustive.



Urnes de Pélya : conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre comment exploiter la structure arborescente sous-jacente
des urnes de Pdélya pour mieux les étudier. Nous nous sommes concentrés sur les grandes urnes de
Pélya a deux couleurs et sur les grandes valeurs propres d’urnes de Pdlya a d couleurs. Le résultat
principal de cette partie est d’avoir montré que la variable aléatoire W7 est déterminée par ses
moments et la variable WP7T a une série de Laplace convergente, aussi bien pour les grandes urnes
a deux couleurs que pour les grandes valeurs propres d’urnes a d couleurs. Cette approche nous a
aussi permis, en dimension deux, de montrer l'existence de la densité de WPT et WET (résultat
déja connu pour cette derniere). Nous conjecturons que des arguments semblables nous permettront
de montrer P'existence de cette densité aussi en dimension d.

Il est intéressant de noter que la variable WP7T semble plus réguliere que W7 : sa série de
Laplace est convergente alors que celle de W7 a un rayon de convergence nul, et, pour les urnes a
deux couleurs, la transformée de Fourier de WPT'| contrairement & celle de WET', est intégrable et
sa densité est continue bornée, alors que celle de W7 est infini en zéro.

Beaucoup de probleémes restent ouverts, aussi bien en dimension deux qu’en dimension d. Quel est
I’ordre exact des moments de ces variables 7 Quel est le comportement précis de leur transformée de
Fourier au voisinage de zéro ou a I'infini 7 Quels est le comportement de leurs queues de distribution ?

En temps discret, le comportement général des urnes a d couleurs est encore assez mystérieux :
nous nous sommes appliqués ici a étudier le comportement des projections du vecteur composition
sur des espaces stables associés a des grandes valeurs propres. Mais que peut-on dire de la projection
de ce vecteur composition sur un espace stable associé & un bloc de Jordan d’une petite valeur
propre? Comme signalé auparavant, il est démontré [Jan04] que ce comportement est gaussien,
mais seulement dans le cas ou S est valeur propre simple de R et ou les autres valeurs propres de
R sont toutes petites, et seulement concernant les projections sur les espace stables associé a la
valeur propre de plus grande partie réelle. Peut-on établir un résultat plus général 7 Il semble en
effet raisonnable de conjecturer un comportement gaussien le long de tout espace stable associé a
une petite valeur propre, et les récents travaux de Knape et Neininger [KN13] laissent penser qu’une
approche par systémes de point fixe permettra de montrer ce résultat.

Par ailleurs, lorsque la valeur propre S n’est pas simple, comment se comporte la projection du
vecteur composition sur un espace stable associé a un bloc de Jordan de S7 La connaissance des
urnes de Pélya-Eggenberger nous pousse a conjecturer une convergence vers un vecteur aléatoire de
loi de Dirichlet : est-ce vrai?

Les réponses a toutes ces questions permettront de mieux cerner le comportement des urnes de
Polya équilibrées et irréductibles.
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Résumé

Cette these étudie deux objets aléatoires discrets : les arbres booléens aléatoires et les urnes de
Polya. Ces deux objets, tous deux en lien avec l'informatique fondamentale, sont étudiés dans ce
mémoire via des méthodes de combinatoire analytique et de probabilités.

Les arbres booléens sont des arbres étiquetés de fagon a représenter des expressions booléennes.
Chaque arbre booléen représente donc une fonction booléenne. Dans la premiére partie de cette
these, nous définissons et comparons plusieurs distributions de probabilité sur ’ensemble des fonc-
tions booléennes via leur représentation par des arbres booléens. Il s’avere que toutes ces distri-
butions chargent préférentiellement les fonctions booléennes de faible complexité, et que certaines
d’entre elles sont dégénérées au sens ou elles ne chargent qu’un petit nombre de fonctions boo-
léennes. L’étude de ces modeles se fait principalement par des outils de combinatoire analytique,
mais nous utilisons aussi des méthodes probabilistes, comme le plongement en temps continu, ou
poissonisation, pour certaines de ces distributions.

Une urne de Pélya est un processus discret aléatoire qui modélise, en particulier, de nombreux
objets issus de l'informatique comme les arbres m-aires de recherche, les arbres 2 — 3, les AVL,
entre autres. Nous étudions dans la seconde partie de ce mémoire des urnes de Pélya équilibrées,
irréductibles et a coefficients positifs. Le comportement asymptotique d’une urne, ainsi que celui de
son plongement en temps continu, font intervenir des variables aléatoires W assez méconnues a ce
jour. Nous étudions ces variables aléatoires W via la structure arborescente de I'urne et montrons
qu’elles sont solutions de systemes d’équations en loi, ce qui nous permet notamment d’établir que
ces variables aléatoires sont déterminées par leurs moments, et surtout d’aborder cette étude aussi
bien pour des urnes a deux couleurs que pour des urnes a d couleurs.

Mots-clefs : arbres aléatoires, fonctions booléennes, urnes de Pdlya, combinatoire analytique,
plongement en temps continu, équations de point fixe en loi, détermination par les moments.

Abstract

This thesis deals with two random objects : random Boolean trees and Poélya urns. These two
objects, which are both related to theoretical computer science, are studied in this thesis by analytic
combinatorics and probabilistic methods.

Boolean trees are labelled trees which represent Boolean expressions. Each Boolean tree repre-
sents a Boolean function. In the first part of the thesis, we define and compare different probability
distributions on the set of Boolean functions via their tree representation. We show that all these
distribution weight mostly low complexity functions and that some of them are even degenerated,
meaning that they only weight very few boolean functions. We study these models mainly by ana-
lytic combinatorics but we also use probabilistic methods such as embedding in continuous time to
study some of these distributions.

A PoOlya urn is a discrete random process, that can be used to modelize numerous objects of
theoretical computer science such as, m-ary search trees, 2 — 3 trees, AVL, among others. In the
second part of this thesis, we study balanced, irreducible Pélya urns with nonnegative coefficients.
Random variables W arise from the asymptotic behaviour of such an urn, and of its embedding in
continuous time ; these random variables are quite unknown up to now. We study them in discrete
and continuous time via the underlying tree-structure of the urn, and prove that they are solutions
of systems of equations in law. This new approach allows us to prove that the variables W are
moment-determined, and, above all, to study the variables W both for two-coloured and d-coloured
Pélya urns.

Key-words : random trees, Boolean functions, Pélya urns, analytic combinatorics, embedding
in continuous time smoothing equations, moment-determined laws.
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