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Avant-propos

Ce mémoire présente les résultats obtenus pendant ma thèse concernant deux objets aléatoires :
arbres booléens aléatoires et urnes de Pólya. Ces deux objets sont suffisamment distincts pour être
présentés dans deux parties différentes, mais nous verrons à l’occasion comment un modèle d’urne
peut être utile dans l’étude des arbres booléens, ou, inversement comment représenter une urne de
Pólya par une forêt, c’est à dire un ensemble d’arbres.

Figure 1 – Un arbre booléen.
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Ces deux thèmes ont aussi en commun les méthodes utilisées dans la littérature pour les étudier.
Dans la littérature, tout comme dans la première partie de ce mémoire, les arbres booléens aléatoires
sont étudiés principalement via des méthodes de combinatoire analytique. Un modèle étudié dans
ce mémoire, celui de l’arbre bourgeonnant, inspiré de l’arbre binaire de recherche aléatoire (cf. Cha-
pitre 5), donnera cependant lieu à une étude par plongement en temps continu (ou poissonisation).
L’étude de ce modèle sera aussi l’occasion de deux modélisations par modèles d’urnes : un problème
d’allocations, ou d’anniversaires, et un problème d’urne de Pólya.

Les urnes de Pólya, quant à elles, ont historiquement été étudiées par combinatoire, et, depuis les
travaux d’Athreya, par plongement en temps continu. Plus récemment, les travaux de Flajolet et ses
co-auteurs ont ouvert la voie à une approche des urnes de Pólya par combinatoire analytique. Dans
la Partie II de ce mémoire, consacrée aux urnes de Pólya, nous ne développerons pas d’approche par
combinatoire analytique, mais il est amusant de remarquer que de l’urne de Pólya utilisée dans le
Chapitre 5 dans le cadre de l’arbre bourgeonnant est étudiée par combinatoire analytique. Dans la
partie consacrée aux urnes de Pólya, nous utiliserons et couplerons deux approches : le plongement
en temps continu et l’étude de la structure arborescente de l’urne.

Ainsi, plongement en temps continu, combinatoire analytique et modèles d’arbres sont des ap-
proches que nous croiserons tout au long de ce mémoire. Si la Partie I traite d’arbres booléens
aléatoires et la partie II d’urnes de Pólya, nous aurons l’agréable surprise de rencontrer des urnes
dans la Partie I et des arbres, voire des forêts, dans la Partie II.



Figure 2 – Une urne de Pólya.

Ces deux thèmes sont aussi parents via leurs liens avec l’informatique fondamentale. La Partie I
s’inscrit dans le cadre de la logique quantitative, en lien avec la logique intuitionniste et le lambda-
calcul. Les arbres aléatoires étudiés seront par ailleurs issus de modèles classiques en informatique
(arbres de Catalan, arbre binaire de recherche) ou en probabilités (arbres de Catalan, arbres de
Galton-Watson). Modéliser et étudier des structures de données comme les arbres 2-3 ou les arbres
m-aires de recherche via des urnes de Pólya (Partie II) est une approche standard en informatique
fondamentale. Et c’est en vue d’obtenir des résultats sur ces structures de données qu’une partie de
la théorie des urnes de Pólya s’est développée.

Les Parties I et II sont indépendantes. Les Chapitres 2, 3 et 4 sont conçus pour être lus dans
cet ordre. Par contre, les Chapitres 5 et 6 sont indépendants. Enfin, je conseille au lecteur de lire
les trois chapitres composant la Partie II dans l’ordre.
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Première partie

Arbres booléens et fonctions
booléennes aléatoires





Chapitre 1

Introduction et préliminaires

1.1 Contexte

La première partie de ce mémoire est consacrée aux arbres booléens aléatoires. L’idée générale
consiste à définir une distribution de probabilité sur l’ensemble des fonctions booléennes via une
représentation arborescente. Nous nous attacherons à définir plusieurs distributions de probabilité
sur l’ensemble des fonctions booléennes, nous les étudierons et les comparerons.

Considérons tout d’abord l’espace des fonctions booléennes à k variables, où k est un entier fixé.
Cet ensemble est fini et a pour cardinal 22k

. La distribution uniforme sur cet ensemble a été étudiée
par Shannon [Sha49], qui a démontré que, presque sûrement quand k tend vers �8, presque toute
fonction booléenne est de complexité presque maximale : ce phénomène est appelé effet Shannon. Il
y a deux types de complexité d’une fonction booléenne : la complexité en circuit ou la complexité
en arbre (cf. [Weg05, Juk12] par exemple). La complexité en circuit d’une fonction booléenne est la
taille du plus petit circuit logique qui la représente. C’est cette complexité que considère Shannon
dans ses travaux. La complexité en arbre d’une fonction booléenne est la taille du plus petit arbre
booléen représentant cette fonction : les résultats de Shannon sont généralisés à la complexité en
arbre par Wegener [Weg87].

Paris et al. [PVW94] puis Lefmann et Savický [LS97] ont défini une nouvelle distribution sur
l’ensemble des fonctions booléennes à k variables via leur représentation par des arbres booléens.
Dans ces travaux, un arbre booléen est un arbre binaire plan dont les nœuds internes sont étiquetés
par des connecteurs logiques et dont les feuilles sont étiquetées par des littéraux, i.e. des variablestx1, . . . , xku et leurs négations tx̄1, . . . , x̄ku. Chaque arbre booléen est équivalent à une expression
booléenne et représente donc une fonction booléenne à k variables. La taille d’un arbre booléen sera
le nombre de ses feuilles. Tirons uniformément au hasard un arbre booléen de taille n : cet arbre
calcule une fonction booléenne aléatoire fn dont nous notons la loi µn,k. On s’intéresse à la limite, si
elle existe, de cette suite de distributions quand n tend vers �8. Ce modèle a été étudié par différents
auteurs, dans deux systèmes logiques principaux : le système et/ou qui est un système complet au
sens où toute fonction booléenne peut être représentée par un arbre de ce modèle, et le système
de l’implication qui n’est pas complet mais est intéressant pour ses propriétés logiques. Il a été
démontré par Lefmann et Savický [LS97], et Chauvin et al. [CFGG04] pour le modèle et/ou, et par
Fournier et al [FGGG08] que cette suite de distributions tend vers une distribution limite µk, appelée
distribution des arbres de Catalan, quand la taille des arbres n tend vers �8. Cette distribution
limite a été étudiée par ces différents auteurs, dans deux systèmes logiques principaux : le système
et/ou qui est un système complet au sens où toute fonction booléenne peut être représentée par un
arbre de ce modèle, et le système de l’implication qui n’est pas complet mais qui est intéressant
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pour ses propriétés logiques.
Il a été démontré dans les deux modèles (cf. Kozik [Koz08] pour le système et/ou et Fournier

et al. [FGGG12] pour le système de l’implication) que la distribution des arbres de Catalan donne
plus de poids aux fonctions de faible complexité, ce qui en fait donc, a priori, une distribution
très différente de la distribution étudiée par Shannon. Genitrini et Gittenberger [GG10] ont montré
que la distribution des arbres de Catalan n’exhibe pas d’effet Shannon, prouvant ainsi que son
comportement est en effet très distinct de la distribution uniforme sur l’ensemble des fonctions
booléennes à k variables.

Au détour de ces travaux, d’autres résultats ont été démontrés : par exemple, Kozik et Geni-
trini [GK12] comparent logiques classiques et intuitionnistes. Une revue de littérature de Gardy [Gar06]
résume les résultats antérieurs à 2006, ainsi que les méthodes utilisées : ces approches, depuis les
travaux de Chauvin et al. [CFGG04], utilisent des outils de combinatoire analytique (auxquels une
bonne introduction peut être lue dans le livre de Flajolet et Sedgewick [FS09]).

S’il est possible d’étendre cette étude à différents systèmes logiques (cf. Genitrini et Kozik [GK12]),
il est aussi possible de modifier la distribution choisie sur l’ensemble des arbres booléens. Chauvin
et al. définissent ainsi une distribution inspirée du processus critique de Galton-Watson que l’on
étiquette ensuite aléatoirement de façon à obtenir un arbre booléen aléatoire. Cet arbre induit une
distribution sur l’ensemble des fonctions booléennes à k variables. Cette distribution a été étudiée
dans le système de l’implication [FGGG12, GG10], aussi bien que dans le système et/ou [CFGG04],
et il a été démontré que cette distribution a les même propriétés que la distribution des arbres de
Catalan. Peut-on en déduire que toutes les distributions construites à partir d’arbres sur l’espace
des fonctions booléennes à k variables ont le même comportement ?

Fournier et al. (cf. [FGG09] ou [Gen09]) étudient la distribution induite par la distribution
uniforme sur les arbres booléens équilibrés de hauteur h (arbres dont toutes les feuilles sont à la
même hauteur h). Lorsque h tend vers �8, cette distribution converge vers la distribution dégénérée
qui ne charge que les deux fonctions constantes Vrai et Faux dans le cas du modèle et/ou et vers
la distribution qui ne charge que la fonction constante Vrai dans le cas du modèle de l’implication.

Pour résumer, presque toute fonction booléenne selon la distribution uniforme sur Fk est de
complexité exponentielle, les distributions des arbres de Catalan et de Galton-Watson favorisent les
fonctions de faible complexité, et la distribution des arbres équilibrés est dégénérée au sens où elle ne
charge que les deux fonctions de complexité nulle. Peut-on comprendre pourquoi ces modèles ont des
comportements différents ? Notamment, pour les modèles arborescents, quelles sont les propriétés
de l’arbre booléen aléatoire qui décident du comportement de la distribution induite sur l’espace
des fonctions booléennes ?

Le présent manuscrit s’attache à définir de nouvelles distributions induites par la représentation
arborescente des fonctions booléennes, afin de mieux comprendre le lien entre les propriétés de
la distribution définie sur l’ensemble des arbres booléens et celles de la distribution induite sur
les fonctions booléennes. Après les études des arbres de Catalan et du processus binaire critique de
Galton-Watson, il est naturel d’introduire une distribution induite par le processus de l’arbre binaire
de recherche aléatoire (cf. Cormen et al. [CLR89] pour une définition de ce processus). Ce nouveau
modèle d’arbre est, a priori, intéressant car l’arbre binaire de recherche aléatoire à n feuilles est de
hauteur d’ordre lnn, alors que les arbres de Catalan sont de hauteur d’ordre

?
n. De plus, le niveau

de saturation (i.e. la hauteur de la feuille la plus proche de la racine) de l’arbre binaire de recherche
aléatoire est d’ordre moyen ln n alors que celui des arbres de Catalan est d’ordre Θp1q (quand n tend
vers �8). Cela en fait donc un modèle très différent du modèle des arbres de Catalan. La forme de
l’arbre binaire de recherche se rapproche plus de celle d’un arbre équilibré : cela implique-t-il que
la distribution qu’il induit sur l’ensemble des fonctions booléennes est dégénérée ?

Il est intéressant de s’arrêter sur un autre modèle évoqué notamment dans Genitrini et al. [GKZ07,
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GK12] : un modèle dans lequel les arbres booléens sont étiquetés sur un ensemble infini de variables
et non sur l’ensemble fini tx1, . . . , xku. Dans le modèle classique des arbres de Catalan, on opère en
effet une double limite ordonnée : tout d’abord, la taille des arbres tends vers �8 afin de définir
la distribution des arbres de Catalan, puis le nombre de variables k tend vers �8. Cette seconde
limite sur k est nécessaire pour pouvoir étudier le modèle : aucun résultat n’est actuellement connu
pour k petit dans la littérature. Cette double limite biaise peut-être la distribution induite sur les
fonctions booléennes : les arbres sont grands mais étiquetés sur un ensemble petit de variables. La
solution naturelle étudiée par Genitrini et al. [GKZ07, GK12] est d’étiqueter les arbres de Catalan
sur un ensemble infini de variables, ce qui inverse donc les deux limites. Dans ces travaux, seule
la fonction constante Vrai est étudiée, et seulement dans le modèle de l’implication. Que peut-on
dire en toute généralité de la distribution ainsi induite sur l’ensemble des fonctions booléenne ? Se
comporte-t-elle comme dans le cas classique des arbres de Catalan ?

Par ailleurs, comme souligné dans le survey de Gardy [Gar06], le modèle des arbres de Catalan est
finalement assez peu naturel puisqu’il ne prend pas en compte les propriétés logiques des connecteurs,
comme l’associativité et la commutativité des connecteurs ET et OU. Pour prendre en compte ces
propriétés, il suffit de considérer des arbres non binaires (pour l’associativité) et non plans (pour la
commutativité). Prendre en compte ces propriétés logiques change-t-il le comportement général de
la distribution induite sur l’ensemble des fonctions booléennes ?

Cette Partie Arbres booléens aléatoires est séparée en deux sous-parties : la première se
concentre sur les modèles d’arbres prenant en compte les propriétés logiques (associativité, com-
mutativité) des connecteurs logiques en introduisant des modèles d’arbres booléens non-binaires et
non-plans : la seconde sous-partie se recentre sur des arbres booléens binaires et plans en introdui-
sant un nouveau modèle d’arbre aléatoire ou un nouvel étiquetage.

Les travaux exposés dans les Chapitres 2, 3 et 4 de la première sous-partie sont issus d’une
collaboration avec Antoine Genitrini (LIP6, Paris), Bernhard Gittenberger (TU, Vienne) et Veronika
Kraus (TU, Vienne).

Les Chapitres 2 et 3 concernent le système logique et/ou dans lequel associativité et commuta-
tivité des connecteurs sont prises en compte par l’introduction d’arbres non binaires et non plans.
Dans le Chapitre 2, la taille d’un arbre est le nombre de ses feuilles : ce choix permet de compa-
rer les résultats obtenus dans le modèle des arbres de Catalan où la taille se mesure en nombre
de feuilles. Nous verrons que prendre en compte les propriétés logiques des connecteurs ne change
pas fondamentalement le comportement induit sur l’ensemble des fonctions booléennes. Les mé-
thodes utilisées dans ce chapitre sont similaires à celles utilisées dans le modèle classique : fonctions
génératrices et théorème de Drmota-Lalley-Woods [Drm97, Lal93, Woo97] pour l’existence de la
distibution asymptotique quand la taille n des arbres tend vers �8, combinatoire analytique et
théorie des motifs de Kozik pour montrer qu’un arbre typique calculant une fonction booléenne f
fixée est, asymptotiquement quand k tend vers �8, un arbre minimal de f dans lequel un grand
arbre a été greffé, sans changer la fonction calculée par l’arbre minimal. Les résultats de ce Chapitre
sont actuellement soumis au journal Random Structures and Algorithms (cf. [GGKM13]).

Mesurer la taille d’un arbre en terme de feuilles est cohérent lorsque l’on parle d’arbre binaire
puisqu’un arbre binaire à n feuilles a n� 1 nœuds internes. Cette relation étroite entre nombre de
feuilles et nombre de nœuds internes n’est plus vraie dans le cas d’arbres non-binaires, et le choix
de la taille comme nombre de feuilles devient dès lors contestable : que se passe-t-il si la notion
de taille est définie comme étant le nombre total de nœuds d’un arbre ? Il est à remarquer que
changer la notion de taille des arbres change aussi la notion de complexité d’une fonction booléenne.
Nous montrerons que ce changement de notion de taille ne semble pas changer profondément le
comportement induit sur l’ensemble des fonctions booléennes. Ceci dit, les méthodes utilisées dans
le Chapitre 2 ne s’appliquent plus, et le modèle s’avère assez contre-intuitif s’il est comparé au
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modèle de taille usuel. Les travaux présentés dans le Chapitre 3 sont en cours, nous présentons ici
quelques résultats ainsi qu’une conjecture.

Le Chapitre 4 concerne le système logique de l’implication : une formule booléenne de la formepAσp1q Ñ pAσp2q Ñ . . . pAσppq Ñ αqqq calcule la même fonction booléenne, quel que soit l’ordre des
prémices A1, . . . , Ap, donc quelle que soit la permutation σ de t1, . . . , pu. Pour prendre en compte
cette propriété, nous représentons une telle formule par un arbre non-plan dont la racine est étiquetée
par le littéral α, et dont les sous-arbres de la racine représentent les prémices A1, . . . , Ap. Tous les
nœuds de ces arbres sont étiquetés par des littéraux, alors que dans le modèle binaire, chaque
nœud interne est étiqueté par Ñ : une information qui est finalement inutile puisque Ñ est le seul
connecteur logique autorisé. Nous définissons donc un modèle plus élégant, car sans information
inutile. La taille d’un tel arbre booléen est le nombre total de ses nœuds, ce qui correspond au
nombre de littéraux apparaissant dans la formule logique associée, et donc au nombre de feuilles
dans un arbre binaire représentant cette formule. La comparaison entre ce nouveau modèle et le
modèle binaire plan d’arbres implicatifs est donc justifiée. Nous montrons dans ce chapitre que le
comportement global de la distribution induite sur l’ensemble des fonctions booléennes n’est pas
modifié par la prise en compte de cette propriété logique du connecteur Ñ, et pour ce faire, nous
généralisons les méthodes de combinatoire analytique développées dans [FGGG12]. Ces travaux sont
publiés dans l’Electronic Journal of Combinatorics [GGKM12].

La seconde sous-partie, constituée des Chapitres 5 et 6, se recentre sur des arbres binaires et
plans. Le Chapitre 5 regroupe un travail en collaboration avec Brigitte Chauvin (LMV, France)
et Danièle Gardy (PRISM, France), publié à ANALCO 2011 et soumis, en version longue à Ran-
dom Structures and Algorithms, et un travail en cours (cf. Section 5.5) en collaboration avec Nicolas
Broutin (Inria, France). L’objet principal de ce chapitre est d’étudier la loi induite sur l’ensemble des
fonctions booléennes par un arbre binaire de recherche aléatoire étiqueté uniformément au hasard
de façon à être un arbre booléen. Nous montrons dans ce chapitre, via deux approches différentes
(combinatoire analytique, et plongement en temps continu), que cette distribution est dégénérée au
sens où elle ne charge que les deux fonctions constantes Vrai et Faux dans le modèle et/ou, et que la
fonction Vrai dans le modèle de l’implication. Nous étudions en outre des modèles dans lequel l’éti-
quetage des nœuds internes est biaisé : la probabilité qu’un nœud interne soit étiqueté par ET n’est
plus 1

2
mais q P r0, 1s (et ce indépendamment des autres nœuds internes). Cette étude de modèles

biaisés permet de remarquer que la distribution induite par l’arbre binaire de recherche aléatoire
(renommé arbre bourgeonnant dans ce mémoire) a le même comportement que celle induite par
les arbres équilibrés (cf. Fournier et al. [FGG09]). C’est cette remarque qui conduit à l’élaboration
d’une conjecture plus générale reliant le niveau de saturation des arbres booléens aléatoires au com-
portement de la loi qu’ils induisent sur l’ensemble des fonctions booléenne : conjecture démontrée
dans la Section 5.5.

Enfin, le Chapitre 6 s’intéresse aux arbres booléens étiquetés sur un nombre infini de variables.
De façon à éviter qu’il existe un nombre infini d’arbres booléens de taille n (ce qui annihilerait
toute approche par combinatoire analytique), nous regroupons les arbres booléens et les fonctions
booléennes dans des classes d’équivalence : sans entrer dans les détails, deux arbres seront équivalents
s’ils sont égaux à re-numérotation près des variables qui les étiquettent. Dès lors, comme un arbre
de taille n ne peut contenir plus de n variables différentes comme étiquettes de ses feuilles, étudier
ce modèle revient à étudier un modèle dans lequel le nombre de variables k est en réalité égal à
n : nous faisons tendre en même temps k et n vers l’infini. Forts de cette remarque, nous pouvons
généraliser à k � kpnq où kpnq est une fonction croissante qui tend vers �8 quand n tend vers �8.
L’étude de ce nouveau modèle se fait par combinatoire analytique et nécessite une généralisation de
la théorie des motifs de Kozik. Nous montrons un comportement similaire à celui du cas classique
“k fini” : les fonctions de faible complexité sont favorisées par cette nouvelle distribution. Nous
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montrons l’existence d’un seuil de l’ordre de n
ln n

à partir duquel ajouter de nouvelles variables ne
change pas le comportement de la distribution induite sur les fonctions booléennes. Ce travail, en
collaboration avec Antoine Genitrini (LIP6, Paris), est soumis à LATIN 2014.

La fin de ce chapitre introductif est consacré à une présentation détaillée de l’état de l’art
concernant l’étude des distributions arborescentes sur l’ensemble des fonctions booléennes puis à
une présentation très résumée de la combinatoire analytique.

1.2 Fonctions booléennes et arbres booléens

Comme signalé auparavant, ce mémoire s’inscrit à la suite de nombreux travaux sur les repré-
sentations arborescentes de fonctions booléennes. Cette partie a pour but de présenter un état de
l’art de ces différents travaux. Elle permettra de poser quelques définitions utiles dans toute cette
partie sur les arbres booléens.

Définition 1.2.1

Une fonction booléenne est une fonction de t0, 1uN dans t0, 1u. On note F8 l’ensemble des
fonctions booléennes.

Il est courant de confondre l’ensemble t0, 1u avec l’ensemble tFaux, Vraiu, et nous utiliserons dans
la suite aussi bien Faux que 0 et Vrai que 1.

Exemple : Voici quelques exemples de fonctions booléennes :
– les deux fonctions constantes Vrai : ppxiqi¥1 ÞÑ 1q et Faux : ppxiqi¥1 ÞÑ 0q,
– les fonctions littéral, ppxiqi¥1 ÞÑ xℓq et ppxiqi¥1 ÞÑ x̄ℓ � 1� xℓq pour tout ℓ ¥ 1,
– une fonction xor , ppxiqi¥1 ÞÑ x1xor x2 � px1 ^ x̄2q _ px̄1 ^ x2qq.
En pratique, nous aurons souvent à considérer l’ensemble des fonctions booléennes à k variables,

pour k un entier positif :

Définition 1.2.2

Une fonction booléenne à k variables est une fonction de t0, 1uk dans t0, 1u. Nous noterons Fk

l’ensemble des fonctions booléennes à k variables.

Bien entendu, toute fonction de Fk peut être vue comme fonction de F8, ce qui nous amène à
définir la notion de variable essentielle pour une fonction booléenne f .

Définition 1.2.3

Pour tout i ¥ 1, la variable booléenne xi (i ¥ 1) est une variable essentielle de la fonction
booléenne f si et seulement si f|xi�0 � f|xi�1 (où f|xi�0 est la restriction de f au sous-espace det0, 1uN défini par l’équation xi � 0). On notera Epfq le nombre de variables essentielles de f .

Exemple :
– Les deux fonctions constantes Vrai et Faux n’admettent pas de variables essentielles.
– Pour tout ℓ ¥ 1, la fonction littéral ppxiqi¥1 ÞÑ xℓq a une unique variable essentielle : xℓ.
– La fonction xor admet deux variables essentielles.

Avant d’introduire la notion d’arbre booléen, définissons quelques mots de vocabulaire concer-
nant les arbres. Dans ce mémoire, les arbres considérés seront tous enracinés. Nous appellerons
nœuds les sommets de l’arbre, le degré d’un nœud sera le nombre d’arêtes auxquelles il appar-
tient, un nœud de degré 1 est une feuille de l’arbre et les nœuds qui ne sont pas des feuilles sont
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des nœuds internes. Étant donné un nœud ν de l’arbre, il existe un unique chemin γν reliant
ν à la racine. Le nombre d’arêtes composant ce chemin est la hauteur de ν dans l’arbre, ou sa
génération : la racine est de hauteur zéro. Les nœuds appartenant à γν sont les ancêtres de ν,
l’ancêtre de ν relié à ν par une arête est son parent, et réciproquement, ν est un enfant de son
parent. Les autres enfants du parent de ν sont ses frères. Tous les nœuds dont ν est un ancêtre
sont appelés descendants de ν, et l’arité de ν sera le nombre de ses enfants. La racine d’un arbre
n’a pas de parent, ni de frère, et tous les nœuds de l’arbre sauf elle-même sont ses descendants.

Définition 1.2.4

Un arbre booléen est un arbre enraciné dans lequel tout nœud interne a au moins deux
descendants, dont les nœuds internes sont étiquetés par des connecteurs logiques, et dont les
feuilles sont étiquetées par des littéraux.

Un arbre booléen est naturellement équivalent à une expression booléenne, et représente donc une
fonction booléenne. Bien entendu, cette correspondance entre arbres booléens et fonctions boo-
léennes n’est pas bijective puisque plusieurs arbres peuvent représenter une même fonction boo-
léenne. L’objet de ce mémoire est de définir des distributions de probabilité sur l’ensemble des
fonctions booléennes via leur représentation arborescente. Dans la suite, nous pourrons avoir be-
soin de la fonction suivante qui formalise cette correspondance entre arbres booléens et fonctions
booléennes :
Définition 1.2.5

La fonction Φ a pour espace de départ l’ensemble des arbres booléens B, et pour espace d’arrivée
celui des fonctions booléennes F8, et est définie par : pour tout arbre t P B,

Φptq � f si et seulement si t représente f.

Le choix des connecteurs logiques et des littéraux autorisés pour l’étiquetage d’un arbre définit
un système logique. Dans ce mémoire, nous nous intéresserons principalement à deux systèmes
logiques : le système et/ou et le système de l’implication. Le système et/ou est largement étudié dans
la littérature car c’est un système complet : toute fonction booléenne peut être exprimée dans ce
système logique. Le système de l’implication n’est pas complet (la fonction constante Faux ne peut
être exprimée dans ce système), mais c’est un système simple qui est utile pour ses applications
en logique, comme peut en attester le papier de Genitrini et Kozik [GK12] dans lequel logiques
classique et intuitionniste sont quantitativement comparées.

Définition 1.2.6 (Système logique - et/ou)

Dans le système logique et/ou, les connecteurs logiques sont le connecteur ^ (et) et le connec-
teur _ (ou), et les littéraux autorisés sont les littéraux positifs pxiqi¥1 et négatifs px̄iqi¥1.

Définition 1.2.7 (Système logique - implication)

Dans le système logique de l’implication, le seul connecteur logique est celui de l’implicationÑ, et seuls les littéraux positifs pxiqi¥1 sont autorisés.

Dans toute la suite du mémoire, nous aurons besoin d’une notion de taille pour les arbres
booléens. De manière générale, la taille d’un arbre booléen sera son nombre de feuilles, et donc le
nombre de littéraux qui apparaissent dans l’arbre. Dans la pratique, selon le modèle étudié, nous
aurons besoin de modifier cette notion de taille et la taille pourra être le nombre de nœuds internes,
ou le nombre total de nœuds. Pour tout arbre t P B, la taille de t sera notée |t|. Une fois qu’une
notion de taille est définie, elle induit une notion de complexité pour une fonction booléenne :
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Définition 1.2.8

Soit f une fonction booléenne de F8ztVrai, Fauxu, la complexité de f , notée Lpfq est la taille
des plus petits arbres qui représentent f .

Il est important de noter que la complexité d’une fonction booléenne f dépend du système logique
choisi, ainsi que de la notion de taille choisie. Dans le modèle et/ou, on posera par définition
LpVraiq � LpFauxq � 0. Dans le modèle de l’implication, nous poserons LpVraiq � 0 et LpFauxq ��8, car f n’est pas expressible dans ce système logique. De manière générale, toue fonction non
expressible dans le système logique choisi sera de complexité �8.

Dans ses travaux sur les circuits booléens [RS42], Shannon a établi le résultat suivant, dont
nous énonçons ici une version concernant les expressions booléennes (cf. [Weg87] et [FS09, page 77]).
Plaçons-nous sur l’ensemble Fk des fonctions booléennes à k variables, considérons le système logique
et/ou et fixons la taille d’un arbre comme étant le nombre de ses feuilles :

Théorème 1.2.9 (Riordan et Shannon [RS42])

La complexité maximale d’une fonction de Fk est égale à 2k

log2 k
. Pour toute constante ε ¡ 0, si

l’on considère la distribution uniforme sur Fk, alors, asymptotiquement quand k tend vers �8,
presque toute fonction de Fk a une complexité plus grande que p1�εq2k

log2 k
.

Lorsque l’on définit une nouvelle distribution sur Fk, on dira que cette distribution exhibe un effet
Shannon si asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute fonction booléenne de Fk,
selon cette distribution, est de complexité exponentielle en k. Si, a contrario, on peut exhiber une
sous-famille Sk de Fk dont la probabilité ne tend pas vers 0 quand k tend vers �8, et telle que
toute fonction de Sk a une complexité sous-exponentielle, on dira que cette distribution n’exhibe
pas d’effet Shannon.

1.3 Arbres de Catalan

Dans les travaux originels de Paris et al. [PVW94], Lefmann et Savický [LS97], et Chauvin et
al. [CFGG04], on se place dans le système logique et/ou, et on se restreint à considérer des arbres
binaires, plans, étiquetés par des variables de l’ensemble tx1, . . . , xku et leurs négations. Pour tout n
fixé, il y a un nombre fini d’arbres booléens de taille n : nous pouvons donc considérer la distribution
uniforme sur cet ensemble. Dans cette partie, nous rappelons la définition précise de ce modèle, dit
des arbres de Catalan, et quelques résultats et méthodes de preuves.

Dans toute cette partie, la taille d’un arbre sera le nombre de ses feuilles.

1.3.1 Arbres et/ou

Notons Tn,k l’ensemble des arbres et/ou de taille n étiquetés avec k variables et leurs négations, et
Tn,k son cardinal : comme chaque nœud interne d’un tel arbre peut avoir deux étiquettes différentes
et chaque feuille peut en avoir 2k différentes, nous avons

Tn,k � 2n�1Catn�1p2kqn,
où Catn est le nième nombre de Catalan : pour tout n ¥ 0,

Catn � 1
n� 1

�
2n
n



. (1.1)
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Pour toute fonction f P Fk, notons Tn,kpfq le nombre d’arbres de Tn,k calculant f , puis définissons
la quantité suivante :

µn,kpfq � Tn,kpfq
Tn,k

.

On s’intéresse à la limite de ces suites quand n tend vers �8, c’est à dire quand la taille des arbres
considérés tend vers �8. Chauvin et al. démontrent que cette limite existe bien, et même que la
valeur limite est strictement positive pour toute fonction booléenne de Fk. Pour ce faire, les auteurs
introduisent les fonctions génératrices suivantes : pour toute fonction f P Fk,

φf pzq �
ņ¥1

Tn,kpfqzn.

Ces 22k
fonctions génératrices vérifient le système suivant : pour toute fonction f P Fk,

φf pzq � z l1f lit � ¸
g^h�f

φgpzqφhpzq � ¸
g_h�f

φgpzqφhpzq,
où l1f lit � 1 si f est l’une des 2k fonctions littéral, et l1f lit � 0 sinon. Ce système d’équations vérifie
les hypothèses du théorème de Drmota [Drm97], Lalley [Lal93] et Woods [Woo97]. Nous faisons
référence au livre de Flajolet et Sedgewick [FS09, page 489] pour un énoncé unifié de ce théorème,
qui nous assure ici de la convergence de chaque suite pµn,kpfqqfPFk

vers un réel strictement positif
que nous noterons µkpfq. La distribution µk ainsi définie sur Fk est appelée distribution des
arbres de Catalan.

Cette distribution est l’objet d’un article de Kozik [Koz08] où le théorème suivant est démontré :

Théorème 1.3.1

Dans le modèle et/ou, pour toute fonction booléenne f fixée (i.e. telle que le nombre de ses
variables essentielles Epfq ne dépend pas de k), il existe une constante λf ¡ 0 telle que, asymp-
totiquement quand k tend vers �8,

µkpfq � λf

�
1
k


Lpfq�1

.

Autrement dit, asymptotiquement quand k tend vers �8, la distribution des arbres de Catalan
donne plus de poids au fonctions de petite complexité. Pour montrer ce résultat, Kozik introduit
une théorie des motifs qui lui permet de sélectionner dans un arbre un sous-ensemble de feuilles
cruciales selon l’usage que l’on veut en faire. Cette théorie sera utilisée et généralisée tout au long
du mémoire : en voici une brève description.

Définition 1.3.2

Un motif est un arbre plan dont les nœuds internes sont étiquetés par des connecteurs ^ ou _,
et dont les feuilles sont étiquetées par 
 ou par �. Les feuilles étiquetées par 
 seront appelées
feuilles de motifs et celles étiquetées par � seront appelées emplacements.

Un ensemble de motifs sera appelé langage de motifs.

Nous pouvons par exemple définir des langages de motifs par induction : N � 
|N _ N |N ^ �
(cf. Figure 1.1). Cela signifie qu’un motif de N est soit une feuille de motif, soit une racine étiquetée
par ^ dont le premier sous-arbre est dans N et dont le second fils est un emplacement, soit une
racine étiquetée par _ et dont les deux sous-arbres sont dans N .
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Figure 1.1 – Un arbre du langage de motifs N .
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∨

∧

∨

• •
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•
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• ∧

• �

Figure 1.2 – Un arbre du langage de motifs N rN s.
∨

∨

∧

∨

• •

∧

• �

•

∨

• ∧

• ∧

• �

Pour tout langage de motifs L, pour toute famille d’arbres T , on note LrT s l’ensemble des arbres
obtenus en greffant dans chaque emplacement d’un motif de L un arbre de T . On dira que L est
non ambigu si pour toute famille d’arbres T , tout arbre de LrT s ne peut être obtenu qu’à partir
d’un unique motif de L. On remarquera par exemple que N est non ambigu. Étant donnés deux
langages de motifs L et M , on notera LrM s le langage de motifs obtenu en greffant des arbres de
M dans les emplacements des arbres de L. On peut par ailleurs définir la fonction génératrice du
langage de motifs L, où x marque les feuilles de motifs, et y marque les emplacements :

ℓpx, yq �
m̧¥0 q̧¥0

ℓm,qx
myq,

où ℓm,q est le nombre d’arbres dans L ayant m feuilles de motif et q emplacements. Par la méthode
symbolique, nous pouvons déduire que la fonction génératrice du langage de motifs N vérifie :

npx, yq � x� npx, yq2 � ynpx, yq,
et donc

npx, yq � 1
2
p1� y �ap1� yq2 � 4xq.

Nous dirons que le langage de motifs L est sous-critique pour la famille d’arbres T si et
seulement si, la série génératrice T pzq de la famille T a une singularité dominante en ρ de type
racine-carrée (cf. Sous-section 1.5), et s’il existe un ε ¡ 0 tel que ℓpx, yq est analytique sur l’ensembletpx, yq, |x|   ρ� ε, |y|   T pρq � εu.

Après ces définitions, nous pouvons introduire la notion de restriction, notion qui mène à un
résultat de Kozik qui sera crucial dans tout ce mémoire.
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Définition 1.3.3

Nous appellerons squelette un arbre booléen dont les feuilles ne sont pas étiquetées. Notons
S la famille des arbres et/ou binaires plans à feuilles non étiquetées.

Soit L un langage de motifs tel que LrSs � S : tout arbre booléen est un motif de L dans lequel ont
été greffés des squelettes de S et dont les feuilles ont ensuite toutes été étiquetées par des littéraux.
On appellera L-feuilles de motifs d’un arbre booléen les feuilles 
 de l’arbre de motif duquel il est
issu.

Définition 1.3.4

Soit t un arbre et/ou et soit Γ un sous-ensemble de tx1, . . . , xku. On dira que t a q L-répétitions
si q est égal au nombre de ses L-feuilles de motifs moins le nombres de variables différentes qui
les étiquettent. On dira que t a q pL,Γq-restrictions si q est égal au nombre de L-répétitions
plus le nombre de variables de Γ distinctes qui apparaissent comme étiquettes des L-feuilles de
motif de t.

Par exemple, l’arbre de la Figure 1.3 est construit à partir du motif de N de la Figure 1.1 : il a
cinq N -feuilles de motif et admet 2 N -répétitions et 4 pN, tx1, x2uq-restrictions. Il est aussi construit
à partir du motif de N rN s de la Figure 1.2, et admet 7 N rN s-feuilles de motifs, 5 N rN s répétitions
et 9 pN rN s, tx1, x2uq-restrictions.

Figure 1.3 – L’arbre ci-dessous calcule la fonction booléenne x1 _ x̄2.

∨

∨

∧

∨

x1 x̄3

∧

x̄1 ∧

x3 x3

x1

∨

x̄2 ∧

x3 ∧

x2 x̄3

Kozik a établi le lemme suivant, que nous généraliserons dans la suite à différents modèles :

Lemme 1.3.5 (Kozik [Koz08])

Soit L un langage de motifs non-ambigu, sous-critique par rapport à S (l’ensemble des squelettes,
cf. Définition 1.3.3) et tel que LrSs � S, soit Γ � tx1, . . . , xku un ensemble dont le cardinal ne
dépend pas de k. Soit T rpsn,k (resp. T r¥ps

n,k ) le nombre d’arbres booléens de taille n ayant exactement
(resp. au moins) p pL,Γq-restrictions. Alors,

T
rps
n,k

Tn,k
� O

�
1
kp



et

T
r¥ps
n,k

Tn,k
� O

�
1
kp



.

Kozik utilise ce lemme de manière centrale dans la preuve du Théorème 1.3.1 : il démontre que,
asymptotiquement quand k tend vers �8, un arbre typique calculant f est un arbre minimal de f
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dans lequel a été greffé un grand sous-arbre qui ne change pas la fonction globale calculée. Nous re-
prendrons les idées de cette preuve dans le Chapitre 2, lorsque nous généraliserons le Théorème 1.3.1
à des arbres non binaires et non plans. Nous généraliserons aussi le lemme de Kozik 1.3.5 à un mo-
dèle dans lequel le nombre de variables k est une fonction de la taille n des arbres considérés (cf.
Chapitre 6). Ces généralisations permettront de comprendre la preuve de ce lemme, ainsi que son
utilisation.

La première étape de la preuve du Théorème 1.3.1 consiste à étudier le cas f � Vrai. Il s’agit
de montrer que, asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute tautologie, i.e. presque
tout arbre calculant Vrai, est une tautologie simple, au sens suivant :

Définition 1.3.6 (cf. Figure 1.4)

Dans le système logique et/ou, une tautologie simple est un arbre dans lequel il existe deux
feuilles reliées à la racine par deux chemins de _ et étiquetées par une variable et sa négation.
On note ST l’ensemble des tautologies simples et STn,k le nombre de tautologies simples de
taille n.

Figure 1.4 – Un exemple de tautologie simple dans le système et/ou : les
a

peuvent
être remplacés par n’importe quel arbre et/ou.

∨

a
∨

∨

a
∨

∨

∨

x
a

a

∨

a
∨

∨

x̄

a

a

a

Théorème 1.3.7 ([Koz08])

Dans le modèle et/ou, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpVraiq � lim
nÑ�8 STn,k

Tn,k

,

autrement dit, presque toute tautologie est simple.

Ce théorème est crucial car il réduit l’étude des tautologies à celle des tautologies simples,
qui sont plus faciles à énumérer. Ce théorème se démontre à l’aide du langage de motifs N �
|N _ N |N ^ � qui a la propriété suivante : si l’on peut assigner toutes les N -feuilles de motifs
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d’un arbre et/ou à Faux, alors l’arbre total calcule la fonction Faux pour cette affectation partielle
des variables. C’est cette propriété qui permet de démontrer le Théorème 1.3.7. Pour compter les
tautologies simples, Kozik propose d’utiliser le langage de motifs S � 
|S_S|�^� : une tautologie
simple est un arbre et/ou qui a deux S-feuilles de motifs étiquetées par une variable et sa négation.
Par exemple, l’arbre de la Figure 1.3 est construit à partir du motif de la Figure 1.5 et a deux
S-feuilles de motifs. Ces deux feuilles n’étant pas étiquetées par une variable et sa négation, ce n’est
pas une tautologie simple.

Figure 1.5 – L’arbre de la Figure 1.3 est construit à partir de ce motif de S. Il a
donc deux S-feuilles de motif.

∨

∨

∧

� �

•

∨

• ∧

� �

Nous détaillerons ces preuves dans le Chapitre 2, lorsque nous les généraliserons à un modèle
d’arbres non binaires, ou dans le Chapitre 6, lorsque nous les généraliserons au cas où k dépend de
n.

1.3.2 Arbres de l’implication

Dans le cadre du système logique de l’implication (cf. Définition 1.2.7), des résultats similaires
ont été démontrés, notamment dans Fournier et al. ([FGGG12]) et dans la thèse de Genitrini. Le
nombre d’arbres booléens de taille n dans ce système logique est donné par

Tn,k � Catn�1k
n.

Via des fonctions génératrices et le théorème de Drmota-Lalley-Woods, on peut démontrer que

µn,kpfq � Tn,kpfq
Tn,k

converge quand n tend vers �8 vers un réel µkpfq strictement positif pour toute fonction f ex-
pressible dans le système de l’implication. Notons qu’une fonction booléenne est expressible dans le
système de l’implication si, et seulement si, il existe un littéral α et une fonction booléenne g tels
que f � α_ g. Fournier et al. ont montré le théorème suivant :

Théorème 1.3.8

Dans le modèle de l’implication, pour toute fonction booléenne f fixée, il existe une constante
λf ¡ 0 telle que, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpfq � λf

kLpfq�1
.

Notons que si f n’est pas expressible dans le système de l’implication, on peut poser Lpfq � �8
afin que le théorème s’applique.
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Pour prouver ce résultat, Fournier et al., tout comme dans le cas et/ou, montrent qu’un arbre
typique calculant f est un arbre minimal de f dans lequel a été greffé un grand sous-arbre qui ne
change pas la fonction globale calculée. Pour ce faire, ils utilisent une méthode alternative à celle
des motifs de Kozik, laquelle ne semble pas pouvoir s’adapter au système de l’implication. Nous
réutiliserons ces méthodes dans le Chapitre 4 dans lequel nous généraliserons ce résultat à un modèle
d’arbres non binaires et non planaires qui prend en compte les propriétés logiques du connecteur Ñ.

Le Théorème 1.3.8 indique que la distribution des arbres de Catalan donne plus de poids aux
fonctions de petite complexité. Cependant, ce résultat n’est pas suffisant pour contredire l’effet
Shannon (cf. Théorème 1.2.9). Dans un article plus récent, Genitrini et Gittenberger ([GG10])
montrent que la distribution des arbres de Catalan n’exhibe pas l’effet Shannon :

Théorème 1.3.9 ([GG10])

Soit Rk � 9πk2

16
. Asymptotiquement quand k tend vers �8, la probabilité des fonctions de

complexité au plus Rk est plus grande que 9
64

. La distribution des arbres de Catalan n’exhibe
donc pas d’effet Shannon.

Un tel résultat n’est pas démontré pour le système et/ou, même s’il est communément admis.
Il semble donc que la distribution des arbres de Catalan est fondamentalement différente de la
distribution uniforme sur Fk. Il est donc naturel de se demander si ce comportement est typique
des distributions issues de la représentation arborescente des fonctions booléennes.

Dans le système de l’implication, c’est aussi l’étude des tautologies qui est fondamentale. Tout
comme dans le cas et/ou, on montre que, asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute
tautologie est simple. Ce résultat, en plus d’être fondamental pour la suite de l’étude de la distri-
bution des arbres de Catalan dans le système de l’implication, est intéressant en lui-même puisqu’il
permet d’affirmer que logique classique et intuitionniste sont, asymptotiquement quand k tend vers�8, équivalentes. En effet, il est connu que les tautologies simples sont intuitionnistes, et le résultat
suivant, montré dans [FGGZ07] nous assure donc que presque toute tautologie est intuitionniste.

Définition 1.3.10 (cf. Figure 1.6)

Dans le modèle de l’implication, toute expression booléenne s’écrit sous la forme A1 Ñ pA2 Ñ
. . . pAp Ñ αqq, où les pAiqi�1,...,p sont des expressions booléennes. Les sous-arbres représentant
A1, . . . , Ap sont appelés prémisses de l’arbre booléen, et α est son but. Une tautologie simple
est un arbre booléen dont au moins l’une des prémisses est réduite à une feuille étiquetée par le
littéral α.

On notera ST l’ensemble des tautologies simples et STn,k l’ensemble des tautologies simples
de taille n étiquetées sur k variables.

Théorème 1.3.11

Dans le système de l’implication, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpVraiq � lim
nÑ�8 STn,k

Tn,k

.

Tout comme dans le système et/ou, ce résultat permet de ramener l’étude des tautologies à l’étude
d’une sous-famille plus facilement énumérable. La démonstration de ce résultat sera reprise dans le
Chapitre 4, et généralisée pour un modèle d’arbres non binaires et non planaires.
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→

→

→

α →

α

Figure 1.6 – Une tautologie simple dans le système de l’implication.

1.4 Arbre de Galton-Watson

Parallèlement à l’étude de la distribution des arbres de Catalan, s’est développée l’étude d’un
modèle introduit par Chauvin et al. ([CFGG04]) inspiré du processus de Galton-Watson. Nous
considérons dans cette partie des arbres booléens binaires plans, étiquetés par des variables de
l’ensemble tx1, . . . , xku.

Considérons un processus critique de Galton-Watson binaire : à l’étape 0, on commence avec
une feuille-racine, à l’étape n, les feuilles de la nième génération meurent sans descendance avec
probabilité 1

2
ou donnent naissance à deux feuilles de pn � 1qième génération avec probabilité 1

2
, et

ce indépendamment les unes des autres. Il est connu que ce processus termine presque sûrement :
c’est donc un moyen de générer aléatoirement un arbre de taille presque sûrement finie. Il ne nous
reste plus qu’à étiqueter cet arbre uniformément au hasard, c’est à dire comme suit : tout nœud
interne est étiqueté en choisissant uniformément au hasard parmi les connecteurs proposés par le
système logique choisi, chaque feuille est étiquetée en choisissant uniformément au hasard parmi
les littéraux proposés par le système logique choisi, l’étiquetage de chaque nœud étant indépendant
de tous les autres. Ce procédé définit un arbre booléen aléatoire de loi notée Πk qui induit via
Φ (cf. Définition 1.2.5) une loi sur l’ensemble des fonctions booléennes à k variables Fk que nous
appellerons loi de Galton-Watson et que nous noterons πk. Cette loi a été étudiée dans les deux
systèmes logiques évoqués plus haut : le système et/ou et le système de l’implication. Nous résumons
ici les résultats obtenus.
Théorème 1.4.1 ([FGGG12])

Dans le système de l’implication, pour toute fonction booléenne fixée, asymptotiquement quand
k tend vers �8, il existe une constante λf ¡ 0 telle que

πkpfq � λf

kLpfq .
Ce théorème n’est démontré que pour le système de l’implication, mais son équivalent dans le
système et/ou est communément admis. La démonstration de ce théorème est plus immédiate que
dans le cas de la distribution des arbres de Catalan car, asymptotiquement quand k tend vers �8, un
arbre typique calculant f est un arbre minimal de f . Ce théorème est très comparable à celui obtenu
pour la distribution des arbres de Catalan (Théorème 1.3.8). Cette similarité est peut-être due au
fait qu’un arbre de Galton-Watson critique conditionné à être de taille n est distribué uniformément
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parmi les arbres de Catalan de taille n. Les deux modèles induisent des distributions proches sur
Fk, et, tout comme la distribution des arbres de Catalan, la distribution de Galton-Watson dans le
système de l’implication n’exhibe pas d’effet Shannon (cf. Théorème 1.2.9) :

Théorème 1.4.2 ([GG10])

On dit qu’une fonction booléenne f est read-once si Lpfq � Epfq et on note R l’ensemble des
fonctions read-once. Asymptotiquement quand k tend vers �8,

πkpRq Ñ 1.

Par conséquent,comme les fonction read-once sont de complexité au plus linéaire en k, la distri-
bution de Galton-Watson n’exhibe pas d’effet Shannon.

Dans le modèle de Galton-Watson, tout comme dans celui des arbres de Catalan, les tautologies
font l’objet d’une étude poussée, et nous retrouvons un comportement similaire à celui observé dans
le cas des arbres de Catalan : asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute tautologie
est simple :
Théorème 1.4.3

[[GG10]] Dans le système de l’implication, asymptotiquement quand k tend vers �8,

πkpVraiq � ΠkpST q,
où, pour rappel, ΠkpST q est la probabilité que l’arbre de Galton-Watson étiqueté uniformément
au hasard sur k variables soit une tautologie simple.

Ainsi, au vu de la littérature sur le sujet, il semble que les distributions issues de la représentation
arborescente des fonctions booléennes aient toutes un comportement similaire : elle donnent plus
de poids aux fonctions de faible complexité, et n’exhibent pas d’effet Shannon. Dans ce mémoire,
nous généraliserons ces résultats à d’autres modèles d’arbres, en considérant des arbres non binaires,
non planaires (Chapitres 2, 3 et 4), en changeant la loi de l’arbre sous-jacent (Chapitre 5), et en
autorisant le nombre de variables k à dépendre de la taille des arbres n (Chapitre 6).

1.5 Combinatoire analytique

Dans la lignée des travaux de Chauvin et al. [CFGG04] et Kozik [Koz08], nous utiliserons des
méthodes de combinatoire analytique afin d’étudier les arbres booléens. L’objet de cette section est
de présenter les bases de ce domaine, ainsi que quelques résultats qui seront utilisés tour au long
de ce mémoire. Une introduction plus exhaustive à la combinatoire analytique peut être lue dans
le livre de Flajolet et Sedgewick [FS09] : seuls les idées et résultats cruciaux pour la suite sont très
rapidement présentés ici.

Étant donnée une suite psnqn¥0, il s’agit de définir la série formelle dont les coefficients sont
donnés par les éléments de la suite, série que l’on appellera fonction génératrice de la suitepsnqn¥0 :

Spzq �
ņ¥0

snz
n.

Il sera d’usage de noter rznsSpnq le nème coefficient de Spzq, i.e. sn.
Une famille combinatoire peut être décrite par une spécification. Par exemple, un arbre de

Catalan (i.e. un arbre binaire plan) est soit une feuille, soit un nœud interne dont les deux sous-
arbres sont des arbres de Catalan. Si l’on note T la famille des arbres booléens de Catalan, et si



18 Chapitre 1. Introduction et préliminaires

l’on définit la taille de ces arbres comme étant le nombre de feuilles,

T � L� t^,_u � T � T ,

où L représente l’ensemble des atomes de taille 1, i.e. l’ensemble des 2k feuilles. Dès lors, comme
la série génératrice de L est 2kz, et celle de t^,_u est 2, la méthode symbolique nous permet de
déduire directement

T pzq � 2kz � 2T pzq2,
et, comme T p0q � 0, nous en déduisons

T pzq � 1
4

�
1�?

1� 16kz
	
. (1.2)

Le comportement asymptotique de toute suite peut être déduit de celui de sa série génératrice
au voisinage de sa (ou plutôt de ses) singularité dominante, i.e. sa singularité de plus petit module,
via un lemme de transfert. Il est à noter que si tous les coefficients d’une série génératrice sont
positifs, alors sa (ou plutôt une de ses) singularité dominante est réelle positive. Le lemme de
transfert que nos utiliserons largement au cours de ce mémoire est le théorème de transfert de
Flajolet-Odlyszko [FO90], dont un énoncé peut être lu dans [FS09, page 406]. Ce théorème requiert
une hypothèse d’analyticité de la série génératrice étudiée appelée ∆-analyticité, qui assure, entre
autres que la série génératrice admet une unique singularité dominante.

Nous dirons que la singularité dominante σ de la fonction génératrice Spzq est de type racine
carrée si, et seulement si, il existe deux fonctions gpzq et hpzq, analytiques au voisinage de σ, telles
que, hpσq � 0 et, pour tout z au voisinage de σ,

Spzq � gpzq � hpzq
1� z

σ
� o

�

1� z

σ



.

Comme nous travaillons sur des arbres enracinés, la plupart des singularités dominantes que nous
rencontrerons dans ce cadre seront de type racine-carrée. Par exemple, la série génératrice des arbres
de Catalan a une singularité dominante σ � 1

16k
de type racine-carrée (cf. Équation (1.2)). Quitte à

vérifier l’hypothèse de ∆-analyticité, nous pouvons en déduire, via le lemme de transfert de Flajolet-
Odlyszko qu’il existe une constante c strictement positive telle que, asymptotiquement quand n tend
vers �8,

Tn,k � cn�3{2 � 1
16k


n

.

Le lemme de transfert de Flajolet-Odlyszko permet de démontrer le lemme suivant, que nous
utiliserons largement au cours de ce mémoire :

Lemme 1.5.1

Étant données deux séries génératrices Spzq et Rpzq, de même singularité dominante et ayant
le même comportement au voisinage de leur singularité dominante (on dira que les deux singu-
larités sont de même type), alors, si R et S sont ∆-analytiques au voisinage de leur singularité
dominante,

lim
nÑ�8 rznsRpzqrznsSpzq � lim

zÑσ

R1pzq
S1pzq .

Ce résultat sera très utile pour calculer ce que l’on appelle des proportions limites de sous-familles
d’arbres. Soit S une famille d’arbres de série génératrice Spzq, et soit R une sous-famille de S de
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série génératrice Rpzq. Nous appellerons proportion limite (ou fraction limite) de la famille R
la limite quand n tend vers �8 de la proportion d’arbres de R parmi les arbres de S de taille n, si
elle existe. Et nous noterons

µpRq � lim
nÑ�8 rznsRpzqrznsSpzq .

Cette notation ne mentionne pas la famille S, car le choix de celle-ci sera en général non-ambigu.
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Arbres booléens généraux





Chapitre 2

Arbres et/ou généraux

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de définir et étudier la distribution induite sur l’ensemble des
fonctions booléennes à k variables Fk par la distribution des arbres de Catalan généralisée à des
arbres et/ou non-binaires et non-planaires. Cette généralisation a pour but de prendre en compte
les propriétés logiques des connecteurs ^ et _, c’est à dire leur associativité et leur commutativité.
Nous allons étudier trois nouveaux modèles : le modèle des arbres non-binaires plans, appelés arbres
associatifs, le modèle des arbres non-plans binaires, appelés arbres commutatifs, et le modèle des
arbres généraux, associatifs et commutatifs, i.e. non-binaires non-plans. Cette étude s’inspire d’idées
introduites dans le survey de Gardy [Gar06], les méthodes utilisées seront la combinatoire analytique,
et notamment le comptage de Pólya pour les arbres non planaires (cf. Pólya et Reed [PR87]).

Dans ces trois nouveaux modèles, tout comme dans le modèle des arbres Catalan binaires plans
présenté en introduction (cf. Section 1.3.1), la taille d’un arbre sera le nombre de ses feuilles. Garder
la même notion de taille dans les quatre modèles permet de rendre les comparaisons possibles entre
les différents résultats que nous obtiendrons. Dans chaque modèle, nous considérons la loi uniforme
sur l’ensemble des arbres et/ou de taille n, et montrons que la suite de distributions induites sur
Fk converge quand n tend vers �8 vers une distribution asymptotique notée µk. Nous étudions
ensuite chacune des trois nouvelles distributions ainsi définies et la comparons à la distribution des
arbres de Catalan (cf. Section 1.3.1).

Via des méthodes d’analyse de singularités de fonctions génératrices, nous montrons que prendre
en compte l’associativité et la commutativité des connecteurs ^ et _ ne change pas le comportement
global de la distribution induite sur Fk, même si une analyse précise des constantes mises en jeu
nous assure que les quatre distributions étudiées sont deux à deux distinctes (cf. Tableau 2.10).

La Section 2.2 définit les trois nouvelles distributions étudiées dans ce chapitre et montre, via
le théorème de Drmota-Lalley-Woods [Drm97, Lal93, Woo97] la convergence vers une distribution
asymptotique quand la taille n des arbres tend vers �8 : cette partie est donc l’occasion de définir
les objets étudiés et les différentes fonctions génératrices qui seront utiles dans la suite du chapitre.
La Section 2.3 se concentre sur la fonction constante Vrai et étudie donc la fraction limite des arbres
tautologiques. Nous verrons tout au long de cette partie Arbres booléens aléatoires que l’étude
des tautologies est, non seulement une étude du cas particulier simple des fonctions de complexité
0, mais aussi la première étape de l’étude de la probabilité d’une fonction booléenne générale. Nous
montrerons au passage, que, dans les trois nouveaux modèles, asymptotiquement quand k tend vers�8, presque toute tautologie est simple. Cette étude des tautologies nécessite la généralisation de
la théorie des motifs et du lemme de Kozik 1.3.5 à nos modèles d’arbres non-binaires et non-plans.



24 Chapitre 2. Arbres et/ou généraux

Si généraliser cette théorie à des arbres non-binaires est assez direct, la généralisation à des arbres
non-plans l’est moins car les motifs sont par essence plans. La Section 2.4 concerne l’étude des 2k
fonctions de complexité 1 : cette étude est anecdotique, et les détails ne seront pas développés, mais
l’étude des fonctions littéral permet d’avoir une meilleure intuition du comportement des arbres
typiques calculant une fonction booléenne quelconque. Le cas général est donc traité en Section 2.5,
grâce aux résultats sur les tautologies et grâce aux généralisations de la théorie des motifs de Kozik.

2.2 Définitions et préliminaires

2.2.1 Arbres associatifs, plans

Définition 2.2.1

Un arbre associatif est un arbre dans lequel chaque nœud interne a pour arité un entier
de Nzt1u. Un arbre booléen associatif est un arbre associatif dont les nœuds internes sont
étiquetés par ^ ou par _ de telle façon qu’un nœud interne ne peut avoir la même étiquette que
son père, et dont les feuilles sont étiquetées par des littéraux choisis dans tx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku.
On notera Ak la famille des arbres booléens associatifs à k variables, An,k la famille des arbres
booléens associatifs de taille n, An,k son cardinal, pour tout n ¥ 1 et Apzq � °

n¥1 An,kz
n sa

série génératrice.

On dira que ces arbres booléens sont stratifiés, au sens où l’étiquette de la racine détermine les
étiquettes de tous les nœuds de l’arbre : tous les nœuds internes d’une même génération ont la
même étiquette.

∨

x1 x2 x3 x4

 

∨

∨

x1 x2

∨

x3 x4

ou

∨

x1 ∨

x2 ∨

x3 x4

Figure 2.1 – Deux équivalents binaires d’un même arbre associatif.

Définition 2.2.2

Pour toute fonction booléenne f P Fk, pour tout n ¥ 1, on note An,kpfq le nombre d’arbres
booléens associatifs de taille n calculant f et on définit

µa
n,kpfq � An,kpfq

An,k

comme étant la proportion d’arbres de taille n calculant f .

Dans cette partie préliminaire, nous allons montrer que cette distribution sur Fk converge vers une
distribution asymptotique quand la taille n des arbres considérés tend vers �8. Cette première
étape nous permettra d’introduire les différentes fonctions génératrices qui nous seront utiles dans
tout le reste du chapitre.
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Lemme 2.2.3

Pour toute fonction booléenne f P Fk,

µa
kpfq � lim

nÑ�8µa
n,kpfq

existe et est strictement positive.

Notons Â (Ǎ) la famille des arbres associatifs réduits à une feuille, ou dont la racine est étiquetée
par le connecteur ^ (resp. _), et notons Âpzq (resp. Ǎpzq) la fonction génératrice de cette famille.
Notons que, par définition, ces deux familles contiennent les 2k arbres réduits à une feuille. Par la
méthode symbolique, nous avons immédiatement Apzq � Âpzq � Ǎpzq � 2kz, où le �2kz permet de
ne pas double-compter les 2k arbres de taille 1. Comme Âpzq � Ǎpzq, on a

Âpzq � 2kz �
ℓ̧¥2

Ǎpzqℓ � 2kz � Â2pzq
1� Âpzq .

Cela implique que

Apzq � 1
2

�
1� 2kz �a

1� 12kz � 4k2z2
	

(2.1)

a pour singularité dominante

αk � 3� 2
?

2
2k

. (2.2)

De plus, Apαkq � ?
2� 1.

Démonstration du Lemme 2.2.3 : Nous allons utiliser le théorème de Drmota-Lalley-Woods (cf. [FS09,
Chapitre 8]) appliqué aux fonctions génératrices Âf pzq et Ǎf pzq des arbres associatifs enracinés par ^
(resp. _) calculant f . Ces fonctions génératrices sont au nombre de 22

k�1 et vérifient, via la méthode
symbolique (cf [FS09] pour une introduction à la méthode symbolique), le système suivant :$''''''&''''''% Âf pzq � z l1tf lit.u � 8̧

i�2

¸
g1,...,gi,

g1^���^gi�f

Ǎg1
pzq � � � Ǎgi

pzq
Ǎf pzq � z l1tf lit.u � 8̧

i�2

¸
g1,...,gi,

g1_���_gi�f

Âg1
pzq � � � Âgi

pzq.
Les fonctions pÂf , Ǎf qfPFk

sont donc solutions d’un système algébrique non linéaire, qui vérifie les
hypothèses du théorème de Drmota-Lalley-Woods (cf. [FS09, page 489]). Nous en déduisons que les
fonctions pÂf , Ǎf qfPFk

, ainsi que leur somme Apzq, ont la même singularité αk, que cette singularité
est de type racine-carrée, et que toutes ces fonctions sont ∆-analytiques (cf. [FS09, page 389]). Nous
pouvons donc appliquer le lemme de transfert de Flajolet et Odlyszko [FO90] : pour toute fonction
booléenne f de Fk, il existe deux constantes ckpfq, dkpfq ¡ 0 telles que, asymptotiquement quand n

tend vers �8, rznsÂf � ckpfqn�3{2α�n
k et rznsǍf � dkpfqn�3{2α�n

k .

Dès lors, il existe une constante cst � °
fPFk

pckpfq � dkpfqq telle que, asymptotiquement quand n

tend vers �8,
An,k � rznsApzq � cst � n�3{2α�n

k .

Donc, asymptotiquement quand n tend vers �8, pour toute fonction f P Fk,

An,kpfq
An,k

� ckpfq � dkpfq
cst

,

ce qui implique immédiatement le Lemme 2.2.3.
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2.2.2 Arbres commutatifs, binaires

Définition 2.2.4

Un arbre booléen commutatif est un arbre binaire non planaire dont les nœuds internes
sont étiquetés par un connecteur ^ ou _ et dont les feuilles sont étiquetées par des littéraux detx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku. On notera C la famille de ces arbres, et Cn,k le nombre d’arbres commutatifs
de taille n à k variables.

Les arbres binaires commutatifs vérifient la spécification suivante :

C � 2kZ � 2tC, Cu,
où la notation tC, Cu représente un multi-ensemble de deux éléments de C. Cette spécification se
traduit par l’équation suivante sur la fonction génératrice de ces arbres (pour une introduction au
comptage de Pólya, le lecteur pourra se référer à [Kra11] ou [FS09]) :

Cpzq � 2kz � Cpzq2 � Cpz2q. (2.3)

Cette équation ne peut permettre de trouver une expression explicite de la fonction génératrice Cpzq.
Toute la difficulté sera donc d’extraire un maximum d’informations de cette expression implicite.

Lemme 2.2.5

Le rayon de convergence γk de Cpzq vérifie :

γk � 1
8k

�
1� 1

8k


�O

�
1
k3



.

Démonstration : Pour étudier la singularité de la solution de l’Équation (2.3), réécrivons-la sous la
forme F pz, Cpzqq � Cpzq où F pX,Y q � 2kX � Y 2 � QpXq et Qpzq � Cpz2q. Un résultat de Ben-
der [Ben74] (cf. [Drm09, Théorème 2.19]) que l’on peut appliquer ici, en particulier car Qpzq � Cpz2q
est analytique sur le domaine d’analyticité de C, nous assure que le couple pγk, Cpγkqq est solution
du système "

F pX,Y q � YBY F pX,Y q � 1,

et donc de "
Y � 2kX � Y 2 �QpXq
1 � 2Y.

Dès lors, Cpγkq � 1

2
et 2kγk � 1

4
� Qpγkq, ce qui, comme Q est à coefficients positifs, implique

γk ¤ 1

8k
. De plus,

Cpγ2

kq �
ņ¥1

Cn,kγ
2n
k � γk

ņ¥1

Cn,kγ
2n�1

k ¤ 1
8k
Cpγkq � 1

16k
,

ce qui implique donc bien que γk � 1

8k
�O

�
1

k2

�
. Le second ordre est obtenu en réinjectant ce premier

développement asymptotique dans le système vérifié par pγk, Cpγkqq.
Définition 2.2.6

Pour toute fonction booléenne f P Fk, on notera Cn,kpfq le nombre d’arbres commutatifs de
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taille n calculant f et Cf pzq la fonction génératrice de cette suite d’entiers. On notera

µc
n,kpfq � Cn,kpfq

Cn,k
.

Lemme 2.2.7

Pour toute fonction f ,
µc

kpfq � lim
nÑ8µc

n,kpfq
existe et est strictement positive.

Démonstration : Via la méthode symbolique, les fonctions génératrices tCf pzqufPFk
vérifient le système

suivant :

Cf pzq � z l1tf lit.u � 1
2

¸
g,h�f
g^h�f

CgpzqChpzq � 1
2

¸
g,h�f
g_h�f

CgpzqChpzq � Cf pzq2 � Cf pz2q.
Ce système vérifie les hypothèses du théorème de Drmota-Lalley-Woods qui permet donc de conclure
la preuve du Lemme 2.2.7 : les fonctions génératrices pCf pzqqfPFk

et Cpzq ont toutes le même rayon
de convergence γk, et µc

n,kpfq converge vers un entier strictement positif quand m tend vers �8.

2.2.3 Arbres associatifs et commutatifs
Définition 2.2.8

Un arbre booléen général est un arbre non plan dont chaque nœud interne a pour arité
un entier supérieur ou égal à 2, est étiqueté par un connecteur ^ ou _ différent de l’éti-
quette de son père (l’arbre est stratifié), et dont chaque feuille est étiquetée par un littéral
de tx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku. On note P cette famille d’arbres, P pzq sa fonction génératrice, et Pn,k le
nombre de tels arbres de taille n.

Tout comme dans le cas des arbres associatifs, la fonction génératrice P pzq s’exprime en fonction
des fonctions génératrices P̂ pzq et P̌ pzq des arbres généraux dont la racine est étiquetée par un
connecteur ^ (resp. _) :

P pzq � P̂ pzq � P̌ pzq � 2kz � 2P̂ pzq � 2kz.

De plus, via la méthode symbolique, les fonctions P̂ pzq et P̌ pzq vérifient la relation suivante :$''''&''''% P̂ pzq � exp

�
i̧¥1

P̌ pziq
i

�� 1� P̌ pzq � 2kz

P̌ pzq � exp

�
i̧¥1

P̂ pziq
i

�� 1� P̂ pzq � 2kz,

que l’on peut simplifier en remarquant que P̂ pzq � P̌ pzq :

P̂ pzq � exp

�
i̧¥1

P̂ pziq
i

�� 1� P̂ pzq � 2kz. (2.4)

Encore une fois, nous ne pouvons déduire d’expression explicite de la fonction génératrice P pzq,
mais cette relation implicite nous permettra de rassembler suffisamment d’informations, notamment
au sujet de sa singularité.
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Lemme 2.2.9

La singularité de P pzq vérifie :

δk � 2 ln 2� 1
2k

�O

�
1
k2



.

Démonstration : Pour montrer ce lemme, nous procédons comme dans la preuve du Lemme 2.2.5.
L’Équation (2.4) peut s’écrire P̂ pzq � F pz, P̂ pzqq où F pX,Y q � QpXqeY � 1 � Y � 2kX et Qpzq �
exp

�°
i¥2

P̂ pziq
i

	
. Comme δk   1, la fonction Q est analytique sur le domaine d’analyticité de P̂ , et

nous pouvons donc conclure que pδk, P̂ pδkqq est solution du système suivant :"
Y � QpXqeY � 1� Y � 2kX
1 � QpXqeY � 1.

Autrement dit, "
2Y � 1� 2kX
QpXqeY � 2.

Supposons que pX,Y q soit solution de ce système, et que X,Y ¥ 0. Par définition, QpXq ¥ 1. Donc,

2 � QpXqeY ¥ eY � ekX�1{2,
ce qui implique que X � O

�
1

k

�
quand k tend vers �8, et donc Y � O p1q quand k tend vers �8.

De plus, notons que pour tout entier i ¥ 2,

P pX iq �
ņ¥1

Pn,kX
in � X i�1

ņ¥1

Pn,kX
ipn�1q�1 ¤ X i�1

ņ¥1

Pn,kX
n � X i�1P pXq.

Nous avons donc, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lnQpXq �
i̧¥2

P pX iq
i

¤ P pXq
i̧¥2

X i�1

i
� Y

X
i̧¥2

X i

i
� Y

X
p� lnp1 �Xq �Xq � Y

X

X2

2
� Y X

2
Ñ 0.

Autrement dit, QpXq � 1 et Y � ln 2 quand k tend vers �8, et X � 2 ln 2�1

2k
. Dès lors,

lnQpXq � Y X

2
� O

�
1
k



,

which implies

X � 2 ln 2� 1
2k

�O

�
1
k2



.

Définition 2.2.10

Pour toute fonction booléenne f P Fk, on note Pn,kpfq le nombre d’arbres généraux qui calculent
f , et Pf pzq la fonction génératrice de cette suite. On définit

µ
g
n,kpfq � Pn,kpfq

Pn,k
.

Lemme 2.2.11

Pour toute fonction booléenne f ,

µ
g
kpfq � lim

nÑ�8µg
n,kpfq
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existe et est strictement positive.

Démonstration : Si l’on note P̂f pzq et P̌f pzq les fonctions génératrices des arbres généraux enracinés
par ^ (resp. _) calculant f , via la méthode symbolique,$''''''&''''''% P̂f pzq � z l1tf lit.u � 8̧

ℓ�2

¸
g1,...gi,

g1^...^gℓ�f

ℓ¹
j�1

�
exp

�
i̧¥1

P̌gj
pziq
i

�� 1

�
P̌f pzq � z l1tf lit.u � 8̧

ℓ�2

¸
g1,...gi,

g1^...^gℓ�f

ℓ¹
j�1

�
exp

�
i̧¥1

P̂gj
pziq
i

�� 1

�
.

Ce système vérifie les hypothèses du théorème de Drmota-Lalley-Woods qui permet donc de conclure
la preuve : les fonctions génératrices pPf pzqqfPFk

et P pzq ont la même singularité δk, et toutes ces
singularités sont de type racine-carrée.

2.2.4 Comportement des différents modèles

Nous avons montré dans cette partie l’existence des distributions limites qui seront l’objet de
ce chapitre. Notre objectif est désormais de montrer que le Théorème 1.3.1 est vérifié par ces trois
nouvelles distributions : autrement dit, associativité et commutativité des connecteurs n’influent
pas sur le comportement global de la distribution induite sur l’ensemble des fonctions booléennes
Fk.

La première partie de ce chapitre (Section 2.3) sera consacrée à l’étude de la fonction Vrai,
donc des tautologies : nous montrerons que la probabilité de Vrai est, dans tous les cas, d’ordre 1{k
quand k tend vers �8. Nos calculs seront suffisamment précis pour affirmer que µkpVraiq n’a pas
la même valeur selon les propriétés logiques prises en compte. Dans la Section 2.4, nous montrerons
rapidement que la probabilité des fonctions littéral est d’ordre 1{k2 quand k tend vers �8, avant de
généraliser à une fonction booléenne quelconque en Section 2.5. Nous montrerons que dans chaque
modèle, tous comme dans le modèle des arbres de Catalan, pour toute fonction booléenne f P Fk

dont le nombre de variables essentielles ne dépend pas de f , il existe une constante λf telle que

µkpfq � λf

kLpfq�1
�O

�
1

kLpfq�2



.

2.3 Tautologies

L’objectif de cette section est de calculer la probabilité de la fonction constante Vrai, autrement
dit, la proportion limite des tautologies. Dans chaque modèle d’arbre, la stratégie est la même que
dans le cas binaire planaire. Nous montrons tout d’abord que, asymptotiquement quand n tend vers�8, presque toute tautologie est simple (cf. Définition 1.3.6), puis nous calculons la fraction limite
des tautologies simples. Pour cette étude, nous aurons besoin de généraliser le lemme de Kozik (cf.
Lemme 1.3.5).

2.3.1 Arbres associatifs

Dans cette partie consacrée à l’étude des tautologies associatives, nous allons montrer le résultat
suivant :
Proposition 2.3.1

Dans le modèle associatif, la probabilité de la fonction constante Vrai vérifie, asymptotiquement
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quand k tend vers �8,

µa
kpVraiq � 51� 36

?
2

k
�O

�
1
k2



.

Pour montrer cette proposition, nous allons généraliser le Lemme 1.3.5 à nos arbres associatifs. Cette
généralisation est sans difficultés, mais nous détaillons sa preuve pour information, car nous aurons
besoin de reprendre cette preuve plus attentivement dans le cas des arbres non plans. Le lemme de
Kozik nous permettra ensuite, tout comme dans le cas binaire plan (cf. Chapitre 1, Section 1.3.1),
de montrer que, asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute tautologie est simple, puis
de calculer la fraction limite des tautologies simples dans le modèle de l’implication.

Généralisation du lemme de Kozik

Dans cette partie, nous appellerons squelette associatif un arbre enraciné, plan, dont les nœuds
internes ont au moins deux descendants, sont étiquetés par ^ ou _ de façon à être stratifiés, et dont
les feuilles sont non étiquetées. On notera S la famille de ces arbres, Sn le nombre de squelettes de
taille n, et Spzq leur fonction génératrice. La propriété de stratification des arbres associatifs nous
oblige à revoir quelques définitions liées aux langages de motifs : en effet, lorsque l’on greffe un arbre
dans un emplacement d’un motif, il faut que cet arbre soit enraciné par le connecteur qui assure la
stratification. Ainsi, on notera abusivement LrAs l’ensemble des arbres obtenus en greffant dans un
motif de L des arbres de A de telle sorte que tout arbre de taille supérieure ou égale à 3 greffé dans
un emplacement est enraciné par ^ (resp. _) si son parent est _ (resp. ^). Dès lors, nous dirons
que le langage de motif L est sous-critique pour la famille des squelettes S si, et seulement si, L est
sous-critique pour la famille Ŝ des squelettes associatifs enracinés par ^ ou de taille 1.

Nous reprenons les définitions de la Section 1.3.1 concernant la théorie des motifs.
Lemme 2.3.2

Soit L un langage de motifs, non-ambigu, sous-critique pour la famille S, et tel que LrSs � S.
Soit Γ un sous-ensemble de tx1, . . . , xku dont le cardinal ne dépend pas de k.
On note Arpsn,k (resp. Ar¥ps

n,k ) le nombre d’arbres booléens associatifs de taille n ayant exactement
(resp. au moins) p pL,Γq-restrictions. Alors, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
nÑ8 A

rps
n,k

An,k

� O

�
1
kp



et lim

nÑ8 A
r¥ps
n,k

An,k

� O

�
1
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.

La suite de cette sous-section est consacrée à la preuve de ce lemme. Cette preuve est quasi
identique à celle développée dans [Koz08] pour le modèle plan binaire.

On notera γ le cardinal de Γ. Soit ℓ, n ¥ 1 deux entiers, et soit t un squelette associatif de taille
n ayant ℓ L-feuilles de motif. Pour tout entier r ¤ p, le nombre d’étiquetages différents des n feuilles
de t qui réalisent exactement r L-répétitions et p pL,Γq-restrictions est donné par"

ℓ

ℓ� r

*�
γ

p� r


 pℓ� rqp�r pk � γqℓ�r�pp�rq
kn�ℓ2n,

où xy � xpx � 1q . . . px � y � 1q, "y
x

*
sont les nombres de Stirling de seconde espèce 1. Détaillons

1. Pour tout couple d’entiers px, yq le nombre de Stirling de seconde espèce

"
x

y

*
est égal au nombre de partitions

d’un ensemble à x éléments en y parties non vides.
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un peu cette formule : de gauche à droite, les différents facteurs représentent :
– le nombre de partitions des L-feuilles de motifs en ℓ� r parties non vides : les feuilles d’une

même classe seront étiquetées par la même variable,
– le nombre de choix différents pour les p� r variables de Γ qui apparaîtront dans les L-feuilles

de motif de t,
– le nombre de façons d’associer ces p� r variables à p � r parties parmi les ℓ � r du premier

terme,
– le nombre de façons d’associer des variables de tx1, . . . , xkuzΓ aux parties restantes,
– le nombre de façons d’étiqueter les feuilles de t qui ne sont pas des L-feuilles de motif,
– le nombre de choix pour le signe de chaque littéral, sur chaque feuille de t.
Dès lors, le lemme suivant est immédiat :

Lemme 2.3.3

Soit t un squelette associatif ayant ℓ feuilles de motif. Le nombre d’étiquetages différents des
feuilles de t tels que t admet p pL,Γq-restrictions est donné parpk � γqℓ�p kn�ℓ 2nwγ,ppℓq,
où wγ,ppℓq �°k

r�0

"
ℓ

ℓ� r

*�
γ

p� r


 pℓ� rqp�r est un polynôme en ℓ de degré p.

De plus, énonçons le résultat suivant, dont la preuve, développée dans [Koz08, Lemma 2.7],
est omise. Nous l’énonçons dans un cadre plus général que celui des arbres associatifs, de façon à
pouvoir l’utiliser ultérieurement.
Proposition 2.3.4

Soit S une famille de squelettes dont la fonction génératrice Spzq � °
n¥1 Snz

n admet une
unique singularité dominante σ ¡ 0. On suppose que cette singularité est de type racine carrée.
Soit L un langage de motifs non ambigu et sous-critique pour S, et tel que S � LrSs. On notera
LrSsnpℓq le nombre de squelettes de LrSs de taille n ayant ℓ L-feuilles de motif. Enfin, soit w
un polynôme non nul de degré δ.

Alors, il existe une constante cw ¥ 0 telle que

lim
nÑ8 °

ℓ¥0 LrSsnpℓqwpℓq
Sn

� cw.

De plus, si wpℓq est à valeurs positives, s’il existe ℓ0 ¥ δ tel que wpℓ0q ¡ 0 et tel qu’il existe
un motif dans L ayant ℓ0 feuilles de motif et au moins un emplacement, alors cw � 0.

Le Lemme 2.3.3 et la Proposition 2.3.4 vont nous permettre de conclure la preuve du Lemme 2.3.2 :
Démonstration du Lemme 2.3.2 : Soit L un langage de motifs. Au vu du Lemme 2.3.3, et comme

S � LrSs,
A
rps
n,k

An,k

� 2n
°

ℓ¥0
LrSsnpℓqwp,γpℓqpk � γqℓ�pkn�ℓ

An,k

,

et donc,
A
rps
n,k

An,k

¤ 2n
°

ℓ¥0
LrSsnpℓqwp,γpℓqkℓ�pkn�ℓp2kqnSn

.

Grâce à la Proposition 2.3.4, nous obtenons donc, asymptotiquement quand n tend vers �8,

lim
nÑ�8 A

rps
n,k

An,k

¤ lim
nÑ8 2n

°
ℓ¥0

LrSsnpℓqwp,γpℓqkn�pp2kqnSn

� cp,γ

kp
,
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Figure 2.2 – Une tautologie simple associative.

∨

a a
x

a a
x̄

a

où cp,γ � cwp,γ
avec la notation de la Proposition 2.3.4. De plus, nous pouvons aisément vérifier que

toutes les conditions sont réunies pour que cp,γ soit strictement positive (cf. Proposition 2.3.4).
Enfin, remarquons que

A
r¥ps
n,k

An,k

¤ 2n
°

ℓ¥0
LrSsnpℓqwp,γpℓqkn�p

An,k

,

ce qui implique, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
nÑ�8 A

r¥ps
n,k

An,k

� O

�
1
kp



,

ce qui termine donc la preuve du Lemme 2.3.2.

Tautologies associatives

Rappelons qu’une tautologie simple dans le modèle et/ou (cf. Définition 1.3.6) est un arbre dans
lequel deux feuilles distinctes sont reliées à la racine par deux chemins de _, et étiquetées par une
variable et sa négation. Dans le modèle associatif, comme les arbres sont stratifiés, toute tautologie
simple devient un arbre booléen dont la racine est étiquetée par un _, et dont deux feuilles du
premier niveau sont étiquetées par une variable et sa négation (cf. Figure 2.2).

Proposition 2.3.5

On notera STn,k le nombre de tautologies simples de taille n. Alors, asymptotiquement quand
k tend vers �8,

lim
nÑ�8 STn,k

An,k
� 51� 36
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�
1
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On dira qu’une tautologie est réalisée par la variable x s’il existe deux feuilles de la première
génération étiquetées respectivement par x et sa négation. Bien entendu, une tautologie simple
peut être réalisée par plusieurs variables simultanément. Soit ST xpzq � °

n¥1 ST
x
n z

n la fonction
génératrice des tautologies simples réalisées par x.

Lemme 2.3.6

Pour toute variable x P tx1, . . . , xku, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpST xq � lim
nÑ�8 ST x

n

An,k

� 51� 36
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Démonstration : Une tautologie simple réalisée par la variable x est une racine étiquetée par _, dont
les premiers sous-arbres, avant la première occurrence de x (contribution z) sont des éléments de Â
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qui ne sont ni une feuille étiquetée par x, ni une feuille étiquetée par x̄, dont les sous-arbres entre
la première occurrence de x et la première occurrence de x̄ (contribution z) sont des éléments de Â
qui ne sont pas une feuille étiquetée par x̄, et dont les derniers sous-arbres sont des éléments de Â
quelconques. Le tout multiplié par deux car x̄ peut apparaître avant x. Par la méthode symbolique,

ST xpzq � 2z2p1� Âpzq � 2zqp1� Âpzq � zqp1� Âpzqq ,
et, via le Lemme 1.5.1 et l’Équation (2.2), la fraction limite des tautologies simples réalisée par x est
donnée par (cf. Lemme 1.5.1)

lim
nÑ�8 ST x

n,k

An,k

� lim
zÑαk

1
A1pzq � 4zp1� Âpzq � 2zqp1� Âpzq � zqp1� Âpzqq� 2z2pÂ1pzq � 2qp1� Âpzq � 2zq2p1� Âpzq � zqp1� Âpzqq� 2z2pÂ1pzq � 1qp1� Âpzq � 2zqp1� Âpzq � zq2p1� Âpzqq� 2z2Â1pzqp1� Âpzq � 2zqp1� Âpzq � zqp1� Âpzqq2�

Nous savons que limzÑαk
Â1pzq � �8 car αk est une singularité de type racine carrée. Donc,

limzÑαk

Â1pzq�2

A1pzq � 1

2
et limzÑαk

1

A1pzq � 0. De plus, αk � 3�2
?

2

2k
, et Apαkq � ?

2 � 1, donc

Âpαkq � 1� 1?
2
. Nous avons donc

lim
nÑ�8 ST x

n,k

An,k

� 3α2

kp1� Âpαkq � op1qq4 � 51� 36
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asymptotiquement quand k tend vers �8.

Posons Gpzq � °
xPtx1,...,xku ST xpzq � kST x1pzq. Et notons DC la famille comptée par cette

série génératrice. Cette fonction génératrice compte les tautologies simples mais compte plusieurs
fois chaque tautologie simple réalisée plusieurs variables distinctes : une tautologie simple peut être
réalisée à la fois par x1 et par x2, par exemple. On notera Ki

n le nombre de tautologies simples de
taille n réalisées simultanément par exactement i variables distinctes.

Introduisons les langages de motifs suivants (généralisations aux arbres associatifs du langage
de motifs évoqué en introduction, cf. Sous-Section 1.3.1) :

M � M̂ _ M̂ |M̂ _ M̂ _ M̂ | . . .
M̂ � 
|�^� |�^�^� | . . . . (2.5)

Les M -feuilles de motif d’un arbre sont les feuilles de première génération dans un arbre enraciné
par un _ : ce sont donc celles qui permettent de réaliser une tautologie simple.

Lemme 2.3.7

Le langage de motifs M est sous-critique pour la famille de squelettes associatifs Š.

Démonstration : La série génératrice de M̂ est donnée par

m̂px, yq � x� y2

1� y
,
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où x marque les feuilles de motif et y les emplacements, et celle de M par

mpx, yq � m̂px, yq2
1� m̂px, yq .

Cette fonction est donc analytique sur l’ensemble Ω � tpx, yq P C
2 | y � 1, x� y2

1�y
� 1u.

La série génératrice des squelettes associatifs enracinés par ^ se déduit aisément de celle des
arbres booléens associatifs (cf. Équation (2.1)), et l’on a :

Ŝpzq � 1
4

�
1� z �a

1� 6z � z2

	
,

et sa singularité dominante ρ vérifie

Ŝpρq � 1� 1?
2

et ρ � 3� 2
?

2.

Supposons px, yq P D � tpx, yq P C | |x| ¤ 1

4
, |y| ¤ 1

2
u. Alors, de manière évidente y � 1, et����x� y2

1� y

���� ¤ 1
4
� 1

4|1� y| ¤ 1
4
� 1

4p1� |y|q ¤ 3
4
,

donc D � Ω, et comme |ρ|   1

4
et |Ŝpρq|   1

2
, M est bien sous-critique pour la famille Ŝ des squelettes

associatifs enracinés par ^.

Lemme 2.3.8

Asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
nÑ�8 rznsGpzq

An,k

� µkpST q �O

�
1
k2



.

Démonstration : Réécrivons rznsGpzq comme suit :rznsGpzq � STn,k � ķ

i�2

pi� 1q|Ki
n|.

En effet, nous avons STn,k � °k
i�1

|Ki
n|. Pour tout entier i ¥ 3, toute tautologie de Ki

n admet au
moins 3 M -répétitions, donc au moins 3 pM,Hq-restrictions. Au vu du lemme de Kozik 2.3.2 :

lim
nÑ�8 °k

i�2
pi� 1q|Ki

n|
An,k

� lim
nÑ�8 °3

i�2
pi� 1q|Ki

n|
An,k

� lim
nÑ�8 °k

i�4
pi� 1q|Ki

n|
An,k¤ 2 lim

nÑ�8 A
r¥3s
n,k

An,k

� pk � 3qpk � 1q lim
nÑ�8 A

r¥4s
n,k

An,k� O

�
1
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Nous avons donc bien

lim
nÑ�8 rznsGpzq

An,k

� lim
nÑ�8 STn,k

An,k

�O

�
1
k2



.

Démonstration de la Proposition 2.3.5 : Résumons les résultats obtenus dans les lemmes précé-
dents : asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpST q � 51� 36
?

2
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�O

�
1
k2



,

ce qui conclut la preuve.
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Nous avons calculé la fraction limite des tautologies simples : nous devons maintenant montrer
la proposition suivante, afin de déterminer la probabilité de la fonction constante Vrai.

Proposition 2.3.9

Dans le modèle associatif, asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute tautologie
est simple.

La preuve de ce résultat est très similaire à celle évoquée en introduction (cf. Section 1.3.1) et
développée dans [Koz08]. Nous allons utiliser la théorie des motifs, et utiliser plus précisément les
langages de motifs suivants, généralisations du langage de motifs N défini en introduction.$&% N̂ � 
|Ň ^�|Ň ^�^�| . . .

Ň � 
|N̂ _ N̂ |N̂ _ N̂ _ N̂ | . . .
R � N̂ Y Ň ,

(2.6)

où R � N̂ Y Ň contient tous les arbres de Ň et de N̂ . Il est facile de voir que N̂ , Ň et R sont non
ambigus. De plus,

Lemme 2.3.10

Le langage de motifs R est sous-critique pour la famille S des squelettes associatifs, au sens où
N̂ est sous-critique par rapport à Š et Ň est sous-critique par rapport à Ŝ.

Démonstration : La fonction génératrice de R est donnée par

ppx, yq � p̂px, yq � p̌px, yq � x,

où p̂px, yq (resp. p̌px, yq) est la fonction génératrice du langage de motifs N̂ (resp. Ň). Nous allons
montrer, successivement, que les langages Ň et N̂ sont sous-critiques pour la famille Ŝ des squelettes
enracinés par ^, ce qui impliquera le Lemme 2.3.10. Via la méthode symbolique, ces deux fonctions
génératrices vérifient le système suivant :$'&'% p̂px, yq � x� y

1� y
p̌px, yq

p̌px, yq � x� p̂px, yq2
1� p̂px, yq ,

ce qui implique $'&'% p̂px, yq � 1
2

�
1� y � x�apy � x� 1q2 � 4x

	
p̌px, yq � x� p̂px, yq2

1� p̂px, yq .
La fonction p̂px, yq est analytique sur l’ensemble Ω̂ � tpx, yq P C2 | p1 � x � yq2 � 4x � 0u, et la
fonction p̌px, yq est analytique sur Ω̌ � tpx, yq P C2 | p1�x� yq2 � 4x � 0 et p̂px, yq � 1u. Notons quepx, yq P C est un élément de Ω̂ si, et seulement si,

x2 � 2p1� yqx� p1� yq2 � 0,

c’est à dire si, et seulement si,

x � p1 �?
yq2 ou x � p1�?

yq2.
Rappelons que la famille Š des squelettes associatifs dont la racine est étiquetée par _ a pour

singularité ρ � 3�2
?

2 et que sa série génératrice vérifie Špρq � 1� 1?
2
. Comme ρ   p1�b

Špρqq2, le

langage de motif N̂ est sous-critique pour Š. Pour montrer que le langage de motif Ň est sous-critique
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pour Ŝ, il nous reste à prouver que p̂px, yq � 1 pour tout px, yq P D. Comme p̂px, yq est une série
entière bi-variée à coefficients positifs,|p̂px, yq| ¤ p̂p|x|, |y|q ¤ p̂

�
1
8
,

1
4



,

pour tout px, yq P D. Comme

p̂

�
1
8
,
1
4


   1,

nous en déduisons que D � Ω̌, et donc que le langage R est sous-critique pour S.

Remarque : Tout comme le langage de motifs N défini en introduction (cf. Section 1.3.1), le
langage de motifs R vérifie la propriété suivante : si toute les R-feuilles de motif d’un arbre booléen
sont assignées à la valeur Faux, alors l’arbre booléen entier calcule Faux, quelles que soient les valeurs
des autres variables booléennes. Cette propriété se vérifie par induction à partir de la définition du
langage de motifs R (cf. Équation (2.6)).

La Figure 2.3 donne un exemple d’arbre de A, exhibe les motifs de R et RrRs :� N̂ rŇ s Y Ň rN̂ s
à partir desquels il est construit.

Démonstration de la Proposition 2.3.9 : Soit t une tautologie associative, i.e. un arbre booléen as-
sociatif calculant la fonction constante Vrai. On pose Γ � H. Supposons que t a exactement unepRrRs,Hq-restriction. Comme Γ � H, cette restriction est une répétition.

Si cette répétition est due à deux apparitions d’un même littéral α dans deux feuilles de motifs,
alors, nous pouvons affecter tous les littéraux étiquetant les R-feuilles de motifs à Faux (en particulier,
on affecte α à Faux). Pour cette affectation des variables, l’arbre t calcule Faux, par définition du
langage R. C’est impossible puisque t est une tautologie.

Par conséquent, la répétition doit être due à l’apparition d’un littéral α et de sa négation ᾱ parmi
les RrRs-feuilles de motif : supposons que seul α (resp. seul ᾱ) apparaisse parmi les R-feuilles de
motifs. Dans ce cas, toutes les R-feuilles de motif peuvent être assignées à Faux, ce qui est impossible.
Dès lors, α et ᾱ apparaissent parmi les R-feuilles de motif. Supposons qu’il existe un nœud interne
ν, étiqueté par ^ entre α (resp. ᾱ) et la racine. On notera t1, . . . tr les sous-arbres de ν. Supposons
par exemple que la R-feuille de motif étiquetée par α soit dans t1 (cf. Figure 2.4). Alors, il n’y a pas
de répétition parmi les RrRs-feuilles de motif de t2, . . . , tr, et on peut donc toutes les affecter à Faux,
et ce sans fixer la valeur de α. Ainsi, le sous-arbre enraciné en ν calcule Faux, et ce sans avoir fixé
aucune des variables étiquetant les RrRs-feuilles de motifs de tztt1 Y . . . Y tru : nous pouvons donc
affecter toutes ces feuilles à Faux, et il est facile de voir que t calcule Faux pour cette affectation.
C’est impossible, et t est donc une tautologie simple : toute tautologie ayant exactement une RrRs-
restriction est une tautologie simple.

De plus, une tautologie admet au moins une R-répétition, donc au moins une RrRs-répétition
(car sinon, on peut affecter toutes les R-feuilles de motifs de cette tautologie à Faux, forçant ainsi
l’arbre total à calculer Faux). Enfin, l’ensemble des tautologies de taille n ayant au moins 2 RrRs-
restrictions est inclus dans Ar¥2s

n,k et d’après le Lemme 2.3.2, cet ensemble admet une fraction limite
d’ordre O

�
1

k2

�
quand k tend vers �8. Ces tautologies sont donc négligeables devant l’ensemble des

tautologies simples.

2.3.2 Arbres commutatifs

L’objectif de cette partie est de calculer la probabilité de Vrai dans le modèle des arbres com-
mutatifs :
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Figure 2.3 – Un arbre associatif suivi du motif de R à partir duquel il est construit,
puis du motif de RrRs :� N̂ rŇs Y ŇrN̂ s à partir duquel il est construit.

∨
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x1 x̄3

x3 x3
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• • ∧
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∧

• ∨

• •

• •

• • ∧

• • •

Théorème 2.3.11

La probabilité de la fonction Vrai dans le modèle des arbres commutatifs vérifie, asymptoti-
quement quand k tend vers �8,

µc
kpVraiq � 641

1024k
�O

�
1
k2



.

Tout comme dans les cas classique et associatif, la preuve se fait en deux étapes : nous géné-
ralisons tout d’abord le lemme de Kozik 1.3.5 pour pouvoir l’appliquer dans le contexte des arbres
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Figure 2.4 – Le nœud ν étiqueté par ^ et séparant la feuille α de la racine dans la
preuve de la Proposition 2.3.9 (dans le cas particulier r � 2).

commutatifs, puis, nous montrons que presque toute tautologie est simple, asymptotiquement quand
k tend vers �8. La théorie des motifs exige que les motifs considérés soient plans, alors que les
arbres commutatifs ne le sont pas. C’est pourquoi nous allons plonger partiellement les arbres com-
mutatifs dans le plan : un mobile sera un arbre dont certaines branches proches de la racine seront
plongées dans le plan, et d’autres branches ne le seront pas. Ce plongement partiel est la clef de la
généralisation du lemme de Kozik 1.3.5 (la Figure 2.5 donne l’exemple de deux mobiles).

De plus, dans le cadre commutatif, il n’est plus vrai que le nombre de squelettes de taille n est
relié au nombre d’arbres commutatifs de taille n via un facteur p2kqn. Nous devrons donc greffer
dans les motifs des arbres déjà étiquetés, et la notion de sous-criticalité devra donc concerner les
langages de motifs aux feuilles de motif étiquetées par rapport aux arbres commutatifs.

Généralisation du lemme de Kozik aux mobiles

Étant donné un langage de motifs L (les arbres d’un langage de motifs sont toujours plans),
on appellera mobile un arbre de LrCs. Notons que toute la partie motif d’un mobile est plane
alors que les arbres greffés dans les emplacements sont non plans : c’est pourquoi nous parlerons de
plongement partiel. De plus, les feuilles de motif des arbres de LrCs sont non étiquetées alors que
les feuilles qui ne sont pas des feuilles de motif sont étiquetées.

Lemme 2.3.12

Soit Γ un sous-ensemble de tx1, . . . , xku dont le cardinal ne dépend pas de k. Soit L un langage
de motifs (plans) de fonction génératrice ℓpx, yq. À partir de la fonction génératrice des motifs
dont les feuilles de motif sont étiquetées, on définit les fonctions pAjpyqqj¥0 comme suit :

Ajpyq � rxjsℓp2kx, yq,�j ¥ 0.

Supposons que les coefficients Ajpyq soient sous-critiques pour la famille des arbres booléens

commutatifs C. On note LrCsrpsn,k (resp. LrCsr¥ps
n,k ) l’ensemble des éléments de LrCs de taille n,

dont les feuilles de motif ont été étiquetées sur k variables, et ayant exactement (resp. au moins)
p pL,Γq-restrictions. Enfin, on note LrCsn,k le nombre de mobiles de taille n dont on a étiqueté
les feuilles de motif sur k variables.

Alors, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
nÑ�8 LrCsr¥ps

n,k

Cn,k
� O

�
1
kp



and lim

nÑ8 LrCsrpsn,k

Cn,k
� O

�
1
kp



.
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Nous allons montrer ce lemme en suivant la stratégie utilisée dans le cas planaire (cf. Sec-
tion 2.3.1).

Soit t un mobile de LrCs de taille n et ayant ℓ feuilles de motif : remarquons que les feuilles des
arbres greffés dans les emplacements sont étiquetées alors que les feuilles de motif ne le sont pas.
On notera γ � |Γ|. Pour tout r ¤ p, le nombre d’étiquetages différents des feuilles de motif de t tels
que t admet r L-répétitions et p pL,Γq-restrictions est donné par"

ℓ

ℓ� r

*�
γ

p� r


 pℓ� rqp�r pk � γqℓ�r�pp�rq 2ℓ,

où, tout comme dans le cas plan, xy � xpx� 1q . . . px� y � 1q et
"
y

x

*
sont les nombres de Stirling

de seconde espèce.
Dès lors, le lemme suivant (modification du Lemme 2.3.3) est immédiat :

Lemme 2.3.13

Soit t un mobile de LrCs ayant ℓ L-feuilles de motif. Le nombre d’étiquetages différents des
feuilles de motifs de t tels que t a exactement p pL,Γq-restrictions est donné parpk � γqℓ�p 2ℓwγ,ppℓq,
où wγ,ppℓq �°p

r�0

"
ℓ

ℓ� r

*�
γ

p� r


 pℓ� rqp�r est un polynôme en ℓ.

La Proposition 2.3.4 doit elle aussi être adaptée au modèle commutatif : les langages N �
|N _ N |N ^ � et le langage S � 
|S _ S| � ^� dont les feuilles de motifs sont étiquetées ne
sont pas sous-critiques pour la famille des arbres commutatifs C. Nous montrons dans la proposition
suivante qu’une notion plus faible de sous-criticalité suffit :

Proposition 2.3.14

Soit L un langage de motifs non ambigu de fonction génératrice Λpx, yq. On définit les fonctionspAjpyqqj¥0 à partir de la fonction génératrice des motifs de L dont les feuilles de motifs sont
étiquetées :

Ajpyq � rxjsΛp2kx, yq,�j ¥ 0.

La série génératrice Ajpzq compte les motifs ayant j feuilles de motifs. Supposons que, pour tout
j ¥ 0, Ajpyq soit sous-critique pour C. On notera LrCsnpℓq le nombre d’arbres de LrCs de taille
n ayant exactement ℓ feuilles de motif. Soit w un polynôme de degré λ.

Alors, il existe une constante cw ¥ 0 et un entier N ¡ 0 tels que

lim
nÑ�8 °N

ℓ�0p2kqℓLrCsnpℓqwpℓq
Cn,k

� cw.

Démonstration : Soit N un entier. La fonction génératrice de la suite pp2kqℓLrCsnpℓqwpℓq l1ℓ¤N qℓ¥0 sera
notée Λwpx, yq, où x marque les feuilles de motif et y marque les emplacements. Écrivons le polynôme
wpℓq sous la forme

wpℓq � λ̧

j�0

wjℓ
j .

Enfin, soit ΛNpx, yq � °N
ℓ�0

Aℓpyqxℓ la troncature de la série génératrice Λp2kx, yq.
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Notons que

xj BjΛN px, yqBxj
� Ņ

ℓ�0

ℓjAℓpyqxℓ,

ce qui implique
λ̧

j�0

wjx
j BjΛN px, yqBxj

� Ņ

ℓ�0

wpℓqAℓpyqxℓ.

Dès lors, la fonction génératrice Λwpx, yq est une combinaison linéaire des dérivées de ΛN px, yq par rap-
port à x, lesquelles sont des sommes finies de termes sous-critiques par rapport à C. Ainsi, Λwpz, Cpzqq
et Cpzq ont même rayon de convergence et sont toutes deux ∆-analytiques (cf. [FS09, page 389]). De
plus, au vu de [Koz08, Observation 2.3] chaque terme sous-critique a une expansion en racine carrée :
ainsi, la singularité de Λwpz, Cpzqq est de type racine carrée ou bien d’ordre plus grand s’il y a des
simplifications.

Nous pouvons donc appliquer le lemme de transfert de Flajolet et Odlyzsko [FO90] à Cpzq et
Λwpz, Cpzqq, et, asymptotiquement quand n tend vers �8, il existe une constante cst ¥ 0 telle querznsΛwpz, Cpzqq

Cn,k

� cst.

Dès lors, il existe une constante cw ¥ 0 telle que,

lim
nÑ�8 °

ℓ¥0
p2kqℓLrCsnpℓqwpℓq

Cn,k

� cw.

La constante cw est non nulle s’il n’y a pas eu de simplification entre les différents termes sous-
critiques.

Nous pouvons donc désormais démontrer le Lemme 2.3.12 :
Démonstration du Lemme 2.3.12 : D’après le Lemme 2.3.13,

LrCsrpsn,k

Cn,k

� °N
ℓ�0

LrCsnpℓqwp,γpℓqpk � γqℓ�p 2ℓ

Cn,k

,

où N � k � γ � p, car pour ℓ ¡ N , le facteur pk � γqℓ�p est nul. Nous avons donc

LrCsrpsn,k

Cn,k

¤ °N
ℓ�0

LrCsnpℓqwp,γpℓqkℓ�p 2ℓ

Cn,k

� °N
ℓ�0

p2kqℓLrCsnpℓqwp,γpℓq
Cn,k

� 1
kp
.

Finalement, au vu de la Proposition 2.3.14, nous obtenons

lim
nÑ�8 LrCsrpsn,k

Cn,k

¤ cw

kp
.

Un raisonnement très similaire permet l’étude de limnÑ�8 LrCsr¥ps
n,k

Cn,k
.

Sous-criticalité

Tout comme dans le cas binaire planaire, nous allons avoir besoin d’utiliser deux langages de
motifs : le langage N � 
|N _N |N^� et le langage S � 
|S_S|�^�. En préliminaire, montrons
que ces deux langages de motifs vérifient l’hypothèse de sous-criticalité du Lemme 2.3.12.
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Lemme 2.3.15

Soit npx, yq la fonction génératrice du langage de motifs N . Définissons les pAjpyqqj¥0 comme
suit :

Ajpyq � rxjsnp2kx, yq,
alors, les fonctions pAjpyqqj¥0 sont sous-critiques pour la famille C.

Démonstration : Par méthode symbolique, nous obtenons

npx, yq � x� npx, yq2 � ynpx, yq,
d’où nous déduisons

npx, yq � 1
2

�
1� y �apy � 1q2 � 4x

	
.

Calculons les pAjpyqqj¥0 : comme np0, 0q � 0,

np2kx, yq � 1� y

2
� 1

2

apy � 1q2d1� 8kxpy � 1q2� 1� y

2
� 1

2
p1� yq

j̧¥0

�
1{2
j


 p�8kqjpy � 1q�2jxj ,

où
�

1{2
j

� � 1{2p1{2�1q . . . p1{2�pj�1qq1{j!. Dès lors, pour tout j ¥ 1, Ajpyq � � 1

2
p1�yq�1{2

j


 p�8kqjpy�
1q�2j est une fonction rationnelle de y et son rayon de convergence est 1, et A0pyq est une fonction
entière de y. Les pAjpyqqj¥0 sont donc sous-critiques pour la famille C.

Lemme 2.3.16

Soit spx, yq la fonction génératrice du langage de motifs S. Définissons les pAjpyqqj¥0 comme
suit :

Ajpyq � rxjssp2kx, yq,
alors, les fonctions pAjpyqqj¥0 sont sous-critiques pour la famille C.

Démonstration : La fonction génératrice du langage de motifs S vérifie spx, yq � x � spx, yq2 � y2 ce
qui implique, comme sp0, 0q � 0,

spx, yq � 1�a
1� x� y2

2
.

Dès lors,

sp2kx, yq � 1
2
� a

1� y2

2

d
1� 2kx

1� y2� 1
2
� a

1� y2

2
j̧¥0

�
1{2
j


 p2kqjp1 � y2qj xj .

Dès lors, Ajpyq � � 1

2

�
1{2
j


 p2kqjp1 � y2q1{2�j est une fonction rationnelle de y et son rayon de

convergence est 1. Les pAjpyqqj¥0 sont donc sous-critiques pour la famille C.

Enfin, le lemme suivant nous assure que, si un langage de motifs L vérifie l’hypothèse de sous-
criticalité du Lemme 2.3.12, alors LrLs aussi, ainsi que toute puissance de L au sens suivant :
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Définition 2.3.17

Étant donné un langage de motifs L, pour tout entier r ¡ 1, on définit Lr comme suit :

L1 � L et Lr�1 � LrrLs.
Sa série génératrice est donnée par

ℓ�rpx, yq � ℓpx, pℓpx, � � � ℓpxloooooooomoooooooon
r fois

, yq � � � qqq,
et, pour tout j ¥ 0, on définit

A�r
j pyq � rxjsℓ�rp2kx, yq.

Lemme 2.3.18

Soit L un langage de motifs de fonction génératrice ℓpx, yq. On définit les pAjpyqqj¥0 comme
suit :

Ajpyq � rxjsℓp2kx, yq,�j ¥ 0.

Supposons A0pyq � 0. Si, pour tout j ¥ 1, Ajpyq est sous-critique pour la famille des arbres
commutatifs C, alors, pour tout r ¥ 1, pour tout j ¥ 1, A�r

j pyq est sous-critique pour la famille
C.

Démonstration : Il est important de noter que l’hypothèse A0pyq � 0 nous assure que tout motif de L
a au moins une feuille de motif. Il est facile de voir que cette propriété est aussi vérifiée par A�r

0
pyq,

pour tout r ¥ 1.
Nous allons raisonner par récurrence sur r. Le cas r � 1 correspond à A�1

j pyq � Ajpyq �°
ℓ¥0

aℓ,jx
ℓyj qui est sous-critique pour C par hypothèse. Soit r ¥ 1, supposons que pour tout j ¥ 1,

A�r
j pyq est sous-critique pour C. Nous voulons montrer que rxjsℓ�pr�1qp2kx, yq est sous-critique pour

C :
ℓ�pr�1qp2kx, yq � ℓp2kx, ℓ�rpx, yqq �

j̧¥0

Ajpℓ�rp2kx, yqqxj .

Dès lors, pour tout λ ¥ 0,rxλsℓ�pr�1qpx, yq � rxλs
j̧¥0

Ajpℓ�rp2kx, yqqxj� rxλs
j̧¥0 ℓ̧¥0

aℓ,j pℓ�rp2kx, yqqℓ xj� rxλs
j̧¥0 ℓ̧¥0

aℓ,j

�
µ̧¥0

xµA�r
µ pyq�ℓ

xj� rxλs
j̧¥0 ℓ̧¥0

aℓ,j

¸
µ1,...,µℓ

x
°

µi�jA�r
µ1
� � �A�r

µℓ�
j̧¥0 ℓ̧¥0

aℓ,j

¸
µ1�...�µℓ�λ�j

A�r
µ1
� � �A�r

µℓ
.

Comme A�r
0
pyq � 0, pour tout i P t1, . . . , ju, µi ¡ 0. Dès lors, dans chaque terme de la somme

ci-dessus, nous avons λ facteurs, et,rxλsℓ�pr�1qpx, yq � λ̧

j�0

λ̧

ℓ�0

aℓ,j

¸
µ1,...,µℓ,

µ1�...�µℓ�λ�j

A�r
µ1
pyq � � �A�r

µℓ
pyq
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est une somme finie de produits de termes sous-critiques pour C, ce qui conclut la preuve.

Tautologies commutatives

Proposition 2.3.19

Dans le modèle commutatif, asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute tautologie
est simple (cf. Définition 1.3.6).

Tout comme dans le modèle associatif, nous allons utiliser le langage de motifs N � 
|N_N |N^
�, et à tout arbre de C, nous allons associer un arbre de N rCs de la façon suivante : partons de la
racine, et choisissons un ordre de gauche à droite pour ses descendants ; si la racine est étiquetée par
un ^, procédons récursivement pour la racine du sous-arbre gauche, le sous-arbre droit reste non-
plan, il est greffé dans un emplacement ; si la racine est étiquetée par un _, procédons récursivement
pour tous ses sous-arbres : si la racine est en fait une feuille, alors, c’est une N -feuille de motif.
Nous obtenons bien un élément de N rCs, que nous appellerons un semi-plongement de l’arbre
de départ. Bien entendu, un même arbre de C admet plusieurs semi-plongements. Par contre, un
mobile de N rCs est le semi-plongement d’un unique arbre de C.

Le procédé de semi-plongement peut-être appliqué pour n’importe quel langage de motifs L
non ambigu. Soit Γ � tx1, . . . , xku un ensemble de variables dont le cardinal ne dépend pas de k.
Pour chaque arbre t de C, on appellera semi-plongement minimal de t un semi-plongement qui
minimise le nombre de pL,Γq-restrictions.

Lemme 2.3.20

Soit t un arbre commutatif calculant Vrai. Tout semi-plongement de t a au moins une N rN s-
répétition.

Démonstration : Soit t̂ un semi-plongement de t. Raisonnons par l’absurde et supposons que t̂ n’ait
pas de N rN s-répétition. Alors, nous pouvons affecter simultanément toutes ses N -feuilles de motif à
Faux, et t̂ calcule Faux (cette propriété est due à la définition du langage de motifs N). Seulement,
le semi-plongement d’un arbre ne change pas la fonction qu’il calcule : la fonction calculée par t̂ est
la même que celle calculée par t, à savoir Vrai. C’est donc impossible.

Lemme 2.3.21

Soit t un arbre commutatif dont les semi-plongements minimaux ont exactement une N rN s-
répétition. Alors, t est une tautologie simple.

Démonstration : Soit t̂ un semi-plongement minimal de t. Il existe une variable x qui apparaît comme
étiquette de deux N rN s-feuilles de motifs de t̂. Si les deux occurrences de cette variable sont deux
occurrences du même littéral, alors, nous pouvons affecter les N -feuilles de motifs de t̂ à Faux, et, pour
cette affectation, t̂, et donc t, calculent Faux, ce qui est impossible. Avec un raisonnement similaire,
nous pouvons affirmer que t̂ a exactement une N -répétition.

Supposons qu’il y ait un nœud ν étiqueté par ^ entre la N -feuille de motif étiquetée par x et la
racine de t̂. Dès lors, On notera tℓ le sous-arbre gauche de ν et tr son sous-arbre droit. Supposons
par exemple que la N -feuille de motif étiquetée par x soit dans tℓ. Alors, il n’y a pas de répétition
parmi les N rN s-feuilles de motif de tr, et on peut donc toutes les affecter à Faux, et ce sans fixer la
valeur de x. Ainsi, le sous-arbre enraciné en ν calcule Faux, et ce sans avoir fixé aucune des variables
étiquetant les N rN s-feuilles de motifs de tztr : nous pouvons donc affecter toutes ces feuilles à Faux,
et il est facile de voir que t̂, et donc t, calcule Faux pour cette affectation, ce qui est absurde.

Le même raisonnement nous assure que la N -feuille de motif de t̂ étiquetée par x̄ est reliée à la
racine par un chemin de connecteurs _ : t est donc bien une tautologie simple.
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Figure 2.5 – Les deux arbres ci-dessous sont deux semi-plongements selon le
langage de motifs N d’un même arbre commutatifs. Les arêtes dessinées en trait
plein sont plongées dans le plan, celles en pointillés ne le sont pas. Le premier

semi-plongement admet 5 pN, tx1, x2uq-restrictions alors que le second en admet 6.
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x̄2

∨

∧

∨
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∧

x̄1 ∧

x3 x3

x1

Démonstration de la Proposition 2.3.19 : Soit t un arbre commutatif calculant Vrai. Alors, il existe
au moins une variable x qui apparaît au moins deux fois comme étiquette d’une feuille de t (car sinon,
t ne peut être une tautologie). Notons Crps

n,k le nombre d’arbres de C de taille n ayant p N -restrictions.
Comme un mobile de N rCs est le semi-plongement d’un unique arbre de C, nous savons que

C
rps
n,k ¤ N rCsrpsn,k.

Les Lemmes 2.3.18 et 2.3.15 nous autorisent à appliquer le Lemme 2.3.26, ce qui implique,

lim
nÑ�8 C

rps
n,k

Cn,k

¤ lim
nÑ�8 N rCsrpsn,k

Cn,k

� O

�
1
kp



.

Dès lors, asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute tautologie a exactement une N rN s-
répétition et est donc une tautologie simple.
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Il nous reste donc à énumérer les tautologies simples. Tout comme dans le cas associatif, nous
procèderons par étapes : comptons d’abord les tautologies réalisées par une variable booléenne
fixée x, puis déduisons-en la fraction limite des tautologies simples en étant attentifs aux double-
comptages que nous pourrions faire.

Fixons x P tx1, . . . , xku. On notera ST x
n,k le nombre de tautologies simples de taille n réalisées

par x.

Lemme 2.3.22

Asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
nÑ�8 ST x

n,k

Cn,k

� 384
512 k2

�O

�
1
k3



.

Démonstration : Soit gxpzq la fonction génératrice des arbres commutatifs qui ont une feuille étiquetée
par x et reliée à la racine par un chemin de _. Dès lors, gxpzq � Cpzq � ḡxpzq où

ḡxpzq � p2k � 1qz � 1
2

�
C2pzq � Cpz2q�� 1

2

�
ḡ2

xpzq � ḡxpz2q� , (2.7)

car un arbre compté par gxpzq doit être enraciné par un _, et un de ses deux sous-arbres doit avoir une
feuille étiquetée par x et reliée à la racine du sous-arbre par un chemin de _. La fonction génératrice
ST xpzq qui compte les tautologies simples réalisés par la variable x est donnée par ST xpzq � Cpzq �
ST

xpzq, où ST
xpzq compte les arbres qui ne sont pas des tautologies simples réalisées par x. Un tel

arbre est soit enraciné par un ^, soit enraciné par un _. S’il est enraciné par un _, alors aucun de
ses deux sous-arbres n’est une tautologie simple réalisée par x, et si l’un a une feuille étiquetée par x
reliée à la racine par un chemin de _, alors, le second ne contient pas de feuille x̄ reliée à la racine
par un chemin de _. Dès lors, la fonction génératrice ST

xpzq vérifie l’équation implicite suivante.

ST
xpzq � 2kz � 1

2

�
C2pzq � Cpz2q�� 1

2

�pST xq2pzq � ST
xpz2q	� pgxpzq � ST xpzqqpgx̄pzq � ST xpzqq.

(2.8)

Dans un premier temps, calculons la fraction limite des tautologies simples réalisées par la variable x :

cette fraction limite est donnée par 1� limzÑγk

pST
xq1pzq

C1pzq . On notera uk :� ḡxpγkq, vk :� ḡxpγ2

kq, Uk :�
ST

xpγkq et Vk :� ST
xpγ2

kq, et on calculera le développement asymptotique de Uk quand k tend vers�8 à l’ordre 1

k2 . Au vu de (2.7), et du Lemme 2.2.5,

uk � p2k � 1q 1
8k

�
1� 1

8k


� 1
2

�
1
4
� Cpγ2

kq
� 1
2
pu2

k � vkq �O

�
1
k2



(2.9)

vk � p2k � 1q 1
64k2

�
1� 1

8k


2 � 1
2
pC2pγ2

kq � Cpγ4

kqq � 1
2
pv2

k � ḡxpγ4

kqq �O

�
1
k2



(2.10)

Nous savons que Cpzq � 2kz � Cpzq2 � Cpz2q, donc,

Cpz2q � 2kz2 � Cpz2q2 � Cpz4q.
De plus, pour tout z ¤ γk,

Cpz2q �
ņ¥0

Cn,kz
2n ¤ z

ņ¥0

Cn,kz
2n�1 ¤ zCpzq.

Donc, Cpγ2

kq ¤ 1

16k
, et, asymptotiquement quand k tend vers �8,

Cpγ4

kq ¤ 1
64k2

1
16k

� O

�
1
k3



.
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Donc,

Cpγ2

kqp1 � Cpγ2

kqq � 2k
1

64k2
p1�O

�
1
k


q �O

�
1
k3



,

ce qui implique

Cpγ2

kq � 1
32k

�O

�
1
k2



.

Si l’on utilise ces développements dans l’équation (2.10), on obtient vk � 1

32k
�O

�
1

k2

�
. De même,

l’Équation (2.9) permet d’obtenir uk � 1

2
� 1

4k
� O

�
1

k2

�
. Finalement, les équations (2.7) et (2.8)

permettent d’obtenir

Vk � 1
32k

� 7
1024k2

�O

�
1
k3



et Uk � 1

2
� 129

1024k2
�O

�
1
k3



.

Dérivons ST
xpzq et ḡxpzq :

ḡ1xpzq � 2k � 1� CpzqC 1pzq � zC 1pz2q � ḡxpzqḡ1xpzq � zḡ1xpz2q,pST xq1pzq � 2k � CpzqC 1pzq � zC 1pz2q � ST
xpzqḡ1xpzq � zpSTxq1pz2q � 2pḡxpzq � ST

xpzqqpḡ1xpzq � pST xq1pzqq.
Cela implique, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
zÑγk

ḡ1xpzq
C 1pzq � lim

zÑγk

1
1� ḡxpzq �2k � 1

C 1pzq � Cpzq � zC 1pz2q
C 1pzq � zḡ1xpz2q

C 1pzq 
� 1
2p1� ukq � 1� 1

2k
� 1

4k2
�O

�
1
k3



;

Xn :� lim
zÑγk

pST xq1pzq
C 1pzq� lim

zÑγk

1

1� ST
xpzq � 2k

C 1pzq � Cpzq � zC 1pz2q
C 1pzq � zpST xq1pz2q

C 1pzq � 2pḡxpzq � ST
xpzqqpḡ1xpzq � pST xq1pzqq
C 1pzq �� 1

1� Uk

�
1
2
� 2pUk � ukq lim

zÑγk

pST xq1pzq � ḡ1xpzq
C 1pzq �� �

2� 129
512k2


�
1
2
� 1�Xn

2k



,

ce qui implique

Xn � 1� 385
512k2

�O

�
1
n3



.

Lemme 2.3.23

Soit Gpzq � kST xpzq où ST xpzq est la fonction génératrice des ST x
n,k. Alors, asymptotiquement

quand k tend vers �8,

lim
nÑ�8 rznsGpzq

Cn,k
� µkpST q �O

�
1
k2



.

Démonstration : PosonsGpzq �°k
i�1

ST xipzq � kST xpzq : cette fonction génératrice compte les tauto-
logies simples mais compte plusieurs fois certaines d’entre elles. Une tautologie réalisée simultanément
par i variables booléennes distinctes est comptée i fois dans Gpzq. Autrement dit, si l’on note Ki

n

l’ensemble des tautologies simples réalisées par exactement i variables simultanément :rznsGpzq � ķ

i�1

i|Ki
n| � STn,k � ķ

i�2

pi� 1q|Ki
n|.
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Le langage de motifs S � 
|S _ S| � ^� permet de sélectionner les feuilles d’un arbre qui sont
en position de réaliser des tautologies simples. En effet, un arbre de Ki

n admet au moins i pS,Hq-
restrictions. Donc, d’après le Lemme 2.3.12 appliqué au langage de motifs S,°k

i�2
pi� 1q|Ki

n|
Cn,k

¤ ķ

i�2

pi� 1qSrCsrisn,k

Cn,k¤ SrCsr2sn,k

Cn,k

� k
SrCsr¥3s

n,k

Cn,k� O

�
1
k2



.

Démonstration du Théorème 2.3.11 : Les Lemmes 2.3.22 et 2.3.23 nous indiquent que

PkpVraiq � lim
nÑ�8 STn,k

Cn,k

� lim
nÑ�8 rznsGpzq

Cn,k

�O

�
1
k2



,

et

lim
nÑ�8 rznsGpzq

Cn,k

� k lim
nÑ�8 ST x

n,k

Cn,k

� 129
1024k

,

ce qui conclut la preuve.

2.3.3 Arbres commutatifs et associatifs
Théorème 2.3.24

Asymptotiquement quand k tend vers �8,

µ
g
kpVraiq � p2 ln 2� 1q2

4k
�O

�
1
k2



.

Tout comme dans les parties précédentes, nous allons montrer que, asymptotiquement quand k
tend vers �8, presque toute tautologie est simple. Nous allons de nouveau utiliser des mobiles, ainsi
que les langages de motifs M et R (cf. Équations (2.5) et (2.6)), utilisés pour les arbres associatifs
plans. En préliminaire, nous allons montrer que ces deux langages de motifs sont sous-critiques pour
la famille des arbres associatifs et commutatifs, au sens suivant :
Lemme 2.3.25

Pour tout j ¥ 0, on définit
Ajpyq � rxjsp̂p2kx, yq,�j ¥ 0,

où p̂px, yq est la fonction génératrice du langage de motifs N̂ . Alors, les fonctions pAjpyqqj¥0

sont sous-critiques pour la famille d’arbres booléens généraux P. De plus, pour tout j ¥ 0, on
définit

Bjpyq � rxjsp̌p2kx, yq,�j ¥ 0,

où p̌px, yq est la fonction génératrice du langage de motifs Ň . Alors, les fonctions pBjpyqqj¥0

sont sous-critiques pour la famille d’arbres booléens généraux P.

Démonstration : Rappelons (cf. preuve du Lemme 2.3.10) que la fonction génératrice du langage de
motifs R est donnée par ppx, yq � p̂px, yq � p̌px, yq � x où

p̂px, yq � 1
2

�
1� y � x�apy � x� 1q2 � 4x

	
.
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Dès lors,

p̂p2kx, yq � 1� y

2
� 2kx

2
� 1� y

2

d
1� 2kxp2kx� 2p1� yq � 2qp1� yq2� 1� y

2
� kx� 1� y

2
j̧¥0

�
1{2
j


 p2kxqjp2kx� 2p1� yq � 2qjp1� yq2j
.

Nous pouvons en déduire que les pAjpyqqj¥0 sont des fonctions rationnelles de rayon de convergence 1.
Comme 1 ¡ δk, les pAjpyqqj¥0 sont sous-critiques pour P .

A partir de l’identité

p̌p2nx, yq � 2nx� p̂2p2nx, yq
1� p̂p2nx, yq ,

en remarquant que p̂p0, yq � 0 car aucun motif de N̂ n’a aucune feuille de motif, nous en déduisons que
les pBjpyqqj¥0 s’écrivent comme sommes finies d’éléments de pAjpyqqj¥0 et sont donc sous-critiques
pour P .

Généralisation du lemme de Kozik

Lemme 2.3.26

Soit L un langage de motifs de fonction génératrice ℓpx, yq. On définit

Ajpyq � rxjsℓp2kx, yq,
et on suppose que ces fonctions sont sous-critiques pour P.

Soit Γ � tx1, . . . , xku un ensemble dont le cardinal ne dépend pas de k. On note LrPsrpsn,k

(resp. by LrPsr¥ps
n,k ) le nombre d’arbres de LrPs de taille n, dont on a étiqueté les feuilles de

motifs, et qui ont exactement (resp. au moins) p pL,Γq-restrictions. De plus, on note LrPsn le
nombre d’arbres de LrPs de taille n.

Alors, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
nÑ�8 LrPsr¥ps

n,k

Pn,k

� O

�
1
kp



et lim

nÑ�8 LrPsrpsn,k

Pn,k

� O

�
1
kp



.

La preuve de ce lemme est inspirée de celles des Lemmes 2.3.2 et 2.3.12. Il est facile de voir que
le Lemme 2.3.13 reste vrai si l’on remplace toute occurrence de C par P.

Démonstration du Lemme 2.3.26 : Le Lemme 2.3.13 nous donne

LrPsrpsn,k

Pn,k

� °
ℓPN LrPsnpℓqwp,γpℓqpk � γqℓ�p2ℓ

Pn,k

;

ce qui implique

LrPsrpsn,k

Pn,k

¤ °
ℓPN LrPsnpℓqwp,γpℓqkℓ�p2ℓ

Pn,k

� °
ℓPNp2kqℓLrPsnpℓqwp,γpℓq

Pn,k

1
kp
.

La Proposition 2.3.14 permet donc de conclure la preuve.
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Tautologies associatives et commutatives

Dans ce modèle, les tautologies simples sont des arbres enracinés par un _ et tels que deux
feuilles de la première génération sont étiquetées par une variable et sa négation.

Proposition 2.3.27

Dans le modèle associatif et commutatif, asymptotiquement quand k tend vers �8, presque
toute tautologie est simple.

De même que dans le modèle commutatif, les motifs d’un langage de motifs seront toujours planaires,
ce qui leur permet de rester non ambigus, et nous devrons donc considérer des mobiles. Ainsi, si l’on
considère le langage de motifs R, nous pourrons associer à tout arbre de P des semi-plongements
de RrPs. Bien entendu, il existe plusieurs semi-plongements d’un même arbre de P, mais un mobile
est le semi-plongement d’un unique arbre de P.

Étant donné un ensemble Γ de variables, nous appellerons semi-plongement minimal d’un arbre
de P, un semi-plongement qui minimise le nombre de ses pR,Γq-restrictions. Tout comme dans le
cas binaire, nous pouvons montrer que toute tautologie ayant exactement une pRrRs,Hq-restriction
est une tautologie simple : nous ne détaillons pas cet argument. La preuve de la Proposition 2.3.27
est très similaire à celle de la Proposition 2.3.19 : elle est donc omise.

Démonstration du Théorème 2.3.24 : On note ST xpzq la fonction génératrice des tautologies simples
réalisées par x et telles que x et x̄ apparaissent chacun exactement une fois parmi les feuilles de la
première génération.

ST xpzq � z2

ℓ̧¥0

ZℓppP̂ pzq � 2z, P̂ pz2q � 2z2, . . .q� z2 exp

�
ℓ̧¥1

P̂ pzℓq � 2zℓ

ℓ

�
, (2.11)

où Zℓps1, s2, . . .q représente l’indice de cycle du groupe symétrique sur ℓ éléments (une introduction
au comptage de Pólya, et aux indices de cycles peut être lue dans l’article [PR87] ou dans la thèse
de V. Kraus [Kra11]). Dès lors,pST xq1pzq � 2z exp

�
ℓ̧¥1

P̂ pzℓq � 2zℓ

ℓ

�� z2 exp

�
ℓ̧¥1

P̂ pzℓq � 2zℓ

ℓ

��
ℓ̧¥1

zℓ�1pP̂ 1pziq � 2q�� 2
z
ST xpzq � ST xpzq�P̂ 1pzq � 2�

ℓ̧¥2

zℓ�1pP̂ 1pziq � 2q�
En z � δk � 2 ln 2�1

2k
(la singularité de P pzq), ST xpzq est égal à

ST xpδkq � δ2

k exp

�
i̧¥1

P̂ pδi
kq
i

�loooooooooomoooooooooon�2

exp

�
i̧¥1

�2δi
k

i

�looooooooomooooooooon�p1�δkq2�1

� 2δ2

k,

Comme P pzq � 2P̂ pzq � 2kz,

lim
zÑδk

pST xq1pzq
P 1pzq � lim

zÑδk

ST xpzqP̂ 1pzq
P 1pzq� lim

zÑδk

ST xpzqP̂ 1pzq
2P̂ 1pzq � 2k

� p2 ln 2� 1q2
4k2
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et

lim
zÑδk

pST xq1pzq
P 1pzq � k lim

zÑδk

pST xq1pzq
P 1pzq � p2 ln 2� 1q2

4k
.

La Proposition 2.3.27 permet de conclure la preuve.

2.4 Littéraux

L’objet de cette section est le calcul de la probabilité des fonctions littéral, c’est à dire des
fonctions de complexité 1. Tout comme nous l’avons fait pour les tautologies, nous allons définir une
sous-famille des arbres qui calculent une fonction littéral ppx1, . . . , xkq ÞÑ xℓq ou ppx1, . . . , xkq ÞÑ x̄ℓq
(ℓ P t1, . . . , ku) : les simple-x.

La définition suivante est le dual des tautologies et tautologies simples.

Définition 2.4.1

Une contradiction est un arbre booléen qui calcule la fonction constante Faux. Une contra-
diction simple est un arbre et/ou dont deux feuilles reliées à la racines par un chemin de ^
sont étiquetées respectivement par un littéral α et sa négation.

Définition 2.4.2 (cf. Figure 2.6)

Un simple-x de type T est un arbre dont la racine a deux descendants, dont l’un des deux
sous-arbres est réduit à une feuille étiquetée par un littéral x, dont la racine est étiquetée par ^
(resp. _), et dont l’autre sous-arbre est une tautologie simple (resp. une contradiction simple).

Un simple-x de type X est un arbre dont la racine a deux descendants, dont l’un des deux
sous-arbres est réduit à une feuille étiquetée par un littéral x, dont la racine est étiquetée par^ (resp. _), et dont l’autre sous-arbre a une feuille étiquetée par x reliée à sa racine par un
chemin de _.

Un simple-x est soit un simple-x de type T , soit un simple-x de type X.

Remarque : Remarquons qu’un simple-x de type X dans le cas associatif est un arbre dont la
racine a deux descendants, dont l’un des deux sous-arbres est réduit à une feuille étiquetée par un
littéral x, dont la racine est étiquetée par ^ (resp. _), et dont l’autre sous-arbre, enraciné par _
(car l’arbre est stratifié) a une feuille de première génération étiquetée par x.

Dans les différents modèles, nous montrerons que

Proposition 2.4.3

Asymptotiquement quand k tend vers �8, presque tout arbre calculant x est un simple-x.

Nous ne détaillerons pas la preuve de cette proposition dans les différents modèles car elle se
fait par des arguments similaires à ceux utilisés pour montrer qu’asymptotiquement quand k tend
vers �8, presque toute tautologie est simple. Nous nous contenterons donc de calculer dans chaque
modèle la fraction limite des simple-x. Nous verrons en fin de chapitre comment le cas des fonctions
littéral peut être vu comme un cas particulier du cas d’une fonction générale (cf. Section 2.6).

Dans le cas binaire plan, nous avons le résultat suivant :

Théorème 2.4.4 ([GGKM13])

Dans le modèle binaire plan, la probabilité de la fonction littéral ppx1, . . . , xkq ÞÑ xℓq (ou celle
de la fonction littéral ppx1, . . . , xkq ÞÑ x̄ℓq), pour tout ℓ P t1, . . . , ku vérifie, asymptotiquement



Section 2.4. Littéraux 51

Simple-x de type T .

∨

x SC

∧

x ST

Simple-x de type X .

∨

x ∧

a
∧

x
a

∧

x ∨

a
∨

x
a

Figure 2.6 – Les simple-x dans le cas binaire. La notation ST représente une
tautologie simple et la notation SC représente une contradiction simple.

quand k tend vers �8 :

µkpxℓq � 5
16k2

�O

�
1
k3



.

2.4.1 Arbres associatifs
Théorème 2.4.5

Dans le modèle associatif plan, la probabilité de la fonction littéral ppx1, . . . , xkq ÞÑ xq, pour
tout x P tx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku, vérifie, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µa
kpxq � 546 � 386

?
2

k2
�O

�
1
k3



.

Démonstration : Calculons tout d’abord la fraction limite des simple-x de type T . Les tautologies
simples, tout comme les contradictions simples, sont énumérées par la série génératrice ST pzq. Dès
lors, la série génératrice des simple-x de type T est donnée par SXT pzq � 4zST pzq où le terme 4z
compte les différents étiquetages de la racine et le choix du sous-arbre réduit à une feuille x (notons
qu’un simple-x a par définition une racine binaire). Dès lors, au vu de l’Équation (2.2),

lim
nÑ�8 rznsSXT pzq

An,k

� lim
zÑαk

4z lim
zÑαk

ST 1pzq
A1pzq � 4αkµ

a
kpVraiq � 594� 420

?
2

k2
�O

�
1
k3



.

La contribution des simple-x de type X est donnée par la série génératrice SXXpzq � 4zgpzq,
où gpzq compte les arbres enracinés par _ et dont exactement une feuille de première génération est
étiquetée par x, et tels qu’aucune autre feuille de première génération est étiquetée par x̄ (sinon, nous
compterions de nouveau les simple-x de type T ). La fonction gpzq est donc donnée par

gpzq � z
ℓ̧¥2

ℓpÂpzq � 2zqℓ�1 � 1p1� Âpzq � 2zq2 .
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Après calcul, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
nÑ�8 rznsSXXpzq

An,k

� 4αk lim
zÑαk

g1pzq
A1pzq � 2p3� 2

?
2q

k

3
?

2� 2
k

�O

�
1
k3


 � 34
?

2� 48
k2

�O

�
1
k3



.

Le Théorème 2.4.5 est donc prouvé par addition des deux fractions limites.

2.4.2 Arbres commutatifs

Théorème 2.4.6

La probabilité d’une fonction littéral ppx1, . . . , xkq ÞÑ xq, pour tout x P tx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku
vérifie, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µc
kpxq � 1153

4096k2
�O

�
1
k3



.

Démonstration : La fonction génératrice qui compte les simple-x de type T est donnée par SXT pzq �
2zST pzq où le facteur 2z compte les deux choix pour l’étiquetage de la racine (il n’y a plus de
différence entre sous-arbre gauche et sous-arbre droit). Dès lors,

lim
nÑ�8 rznsSXXpzq

Cn,k

� lim
zÑγk

2z
ST 1pzq
C 1pzq � 2γkµkpVraiq � 641

4096k2
�O

�
1
k3



.

La fonction génératrice qui compte les simple-x de typeX est donnée par SXXpzq � 2zgpzq où gpzq est
la fonction génératrice des arbres dont une feuille étiquetée par x est relié à la racine par un chemin de_. Cette fonction génératrice, ou plutôt son complément ḡpzq a déjà été calculée (cf. Équation (2.8)).
Le calcul de limzÑγk

ḡ1pzq
C1pzq est détaillé dans la preuve du Théorème 2.3.11. En réutilisant ces résultats,

nous obtenons que

lim
nÑ�8 rznsSXXpzq

Cn,k

� 2γk lim
nÑ�8 rznsgxpzqrznsCpzq � 1

4k

�
1� 1

8k



1
2k

�O

�
1
k3


 � 1
8k2

�O

�
1
k3



.

En sommant les contributions des simple-x de type T et de type X , nous concluons la preuve du
Théorème 2.4.6.

2.4.3 Arbres associatifs et commutatifs
Théorème 2.4.7

La probabilité de la fonction littéral ppx1, . . . , xkq ÞÑ xq, pour tout x P tx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku vérifie,
asymptotiquement quand k tend vers �8,

µ
g
kpxq � p2 ln 2� 1q2p2 ln 2� 1q

4k2
�O

�
1
k3



.

Démonstration : Les simple-x de type T sont comptés par la fonction génératrice SXT pzq � 2zST pzq.
Dès lors, rznsSXT pzq

Pn,k

� lim
zÑδk

2z
ST 1pzq
P 1pzq � 2δkµ

g
kpVraiq � p2 ln 2� 1q3

8k2
�O

�
1
k3



.

De plus, la série génératrice des simple-x de type X est donnée par SXXpzq � 2zgxpzq où gxpzq est
la série génératrice des arbres enracinés par _, dont une feuille de première génération est étiquetée
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par x et tels qu’aucune autre feuille de première génération n’est étiquetée par x ou par x̄. Par la
méthode symbolique, nous avons

gxpzq � z � z

�
exp

�
ℓ̧¥1

P̂ pzℓq � 2zℓ

ℓ

�� 1

�
,

et

g1xpzq � 1� 1
z
pgxpzq � zq � gxpzq�

ℓ̧¥1

zℓ�1pP̂ pzℓq � 2q� .

Comme gxpδkq � 2δk, nous obtenons :

lim
zÑδk

g1xpzq
P 1pzq � lim

zÑδk

gxpzqP̂ 1pzq
P 1pzq � 2δk

2
� 2pln 2� 1q

2k
�O

�
1
k2



,

ce qui implique rznsSXXpzq
Pn,k

� 2δk lim
zÑδk

g1xpzq
P 1pzq � p2 ln 2� 1q2

4n2
�O

�
1
n3



.

2.5 Probabilité d’une fonction quelconque

Dans les parties précédentes, nous avons étudié les fonctions de complexité 0 et 1. Dans cette
partie, nous nous intéressons à une fonction de complexité arbitraire. Dans sa preuve du Théo-
rème 1.3.1, Kozik a montré que, asymptotiquement quand k tend vers �8, presque tout arbre
calculant une fonction booléenne fixée f a une forme simple. Plus précisément, c’est un arbre mi-
nimal de f dans lequel a été greffée une unique expansion. Dans cette partie, nous généraliserons
cette approche aux modèles associatifs et commutatifs.

2.5.1 Arbres associatifs

Nous montrons le théorème suivant :

Théorème 2.5.1

Dans le modèle associatif plan, fixons f une fonction de complexité Lpfq ¥ 2. Alors, asympto-
tiquement quand k tend vers �8,

µa
kpfq � λa

f

kLpfq�1
,

où λa
f ¡ 0 est une constante. De plus,�

3� 2
?

2
2


k �p145 � 102
?

2qLpfq � 153 � 108
?

2
�
mf ¤ λf

λf ¤ �
3� 2

?
2

2


k �p9?2� 12qLpfq2 � p247 � 174
?

2qLpfq � p36
?

2� 51q�mf ,

où mf est le nombre d’arbres minimaux de f .

Pour montrer le théorème 2.5.1, nous procédons comme dans le papier de Kozik [Koz08].
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Expansions en un nœud interne.

∨

a a a a a →

∨

a a
t
∧
e

a a a

∧

a a a a a →

∧

a a
t
∨
e

a a a

Expansions à la racine.

∨

a a a a a →

∧

∨

a a a a a

t
∨
e

∧

a a a a a →

∨

∧

a a a a a

t
∧
e

Expansions en une feuille.

∨

a
•

a a a →

∨

a
∧

t
∨
e •

a a a

∧

a
•

a a a →

∧

a
∨

t
∧
e •

a a a

Figure 2.7 – Les différentes expansions valides dans le modèle associatif. Ici, t_e
(resp. tê ) est un arbre associatif enraciné par _ (resp. ^). L’arbre représenté dans

les dessins est uniquement l’arbre enraciné en ν avant et après expansion.
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Expansions associatives

Au vu de la structure stratifiée des arbres associatifs, la définition des expansions est différente
de celle utilisée par Kozik : l’arbre greffé doit respecter la stratification.

Définition 2.5.2 (cf. Figure 2.7)

Soit t un arbre et/ou associatif calculant f . On définit deux types d’expansions de t :
– Soit ν un nœud interne de t (éventuellement sa racine). On note t1, . . . , tj (j ¥ 2) les

sous-arbres de ν. Une expansion de premier type de t en ν est un arbre obtenu en ajoutant
un sous-arbre te à ν.

– Soit ν la racine de t. L’arbre obtenu en remplaçant le sous-arbre t par te � t, où � est
un connecteur choisi entre ^ et _ de telle sorte que l’arbre obtenu soit stratifié, est une
expansion de second type de t.

On dira qu’une telle expansion est valide quand l’arbre expansion calcule toujours f .

Remarque : A la racine, les deux types d’expansions sont possibles, et les expansions de second
type ne sont possibles qu’en la racine.

Proposition 2.5.3

Asymptotiquement quand k tend vers �8, presque tout arbre calculant f est une expansion
valide d’un arbre minimal de f de l’un des deux types suivants :

– les T -expansions : une expansion valide est une T -expansion si l’arbre greffé te est une
tautologie simple (resp. une contradiction simple), et si la nouvelle étiquette de ν est ^
(resp. _) ;

– les X-expansions : une expansion valide est une X-expansion s’il existe une variable essen-
tielle x de f telle que l’arbre greffé te a une feuille étiquetée par x ou x̄ reliée à la racine
par un chemin de ^ (resp. _), et si la nouvelle étiquette de ν est _ (resp. ^).

Avant de développer la preuve de ce résultat, nous devons introduire les langages de motifs
nécessaires : $'''''''''&'''''''''%

P̂ � 
|P̌ ^ P̌ |P̌ ^ P̌ ^ P̌ | . . .
P̌ � 
|P̂ _�|P̂ _�_�| . . .
Q � tP̂ , P̌ u;
N̂ � 
|Ň ^�|Ň ^�^�| . . .
Ň � 
|N̂ _ N̂ |N̂ _ N̂ _ N̂ | . . .
R � tN̂ , Ňu, (2.12)

Remarque :
– Le langage de motifs Q vérifie la propriété suivante : si toutes les Q-feuilles de motif d’un

arbre t sont affectées à Vrai, alors t calcule Vrai pour cette affectation partielle des variables.
– Le langage de motifs R vérifie la propriété suivante : si toutes les R-feuilles de motif d’un

arbre t sont affectées à Faux, alors t calcule Faux pour cette affectation partielle des variables.

Définition 2.5.4 (cf. Figure 2.8)

Soit L un langage de motif. Rappelons que l’on note Lr la composée r fois du langage de motifs
L (cf. Définition 2.3.17). Si une feuille d’un arbre t est une Lr-feuille de motif mais non une
Lr�1 feuille de motif, on dira que cette feuille est une feuille de motif de niveau r.
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Figure 2.8 – Dans l’arbre ci-dessous, nous avons colorié en noir les R-feuilles de
motif de premier niveau et en gris les R-feuilles de motif de niveau 2. Cet arbre n’a
pas de R-feuilles de motif de niveau trois. La Figure 2.3 peut aider à comprendre cet

exemple.

∨

∧

x̄1 ∨

x1 x̄3

x3 x3

x1 x̄2 ∧

x3 x2 x̄3

Démonstration de la Proposition 2.5.3 : Cette preuve est inspirée de celle développée par Kozik
pour les arbres binaire plans [Koz08, Théorème 6.1]. Soit f une fonction booléenne fixée de complexité
Lpfq, nous noterons Γf l’ensemble de ses variables essentielles. Nous allons devoir utiliser les langages
de motifs L � RpLpfq�1qrR`Qs et L̄ � RpLpfq�1qrpR`Qq2s, où la somme de deux langages de motifs
R`Q est définie comme suit : les pR `Qq-feuilles de motif d’un arbre t sont ses Q-feuilles de motif
et ses R-feuilles de motif. On peut démontrer que si R et Q sont sous-critiques pour la famille A,
alors R`Q l’est aussi. Le langage de motifs L et toutes ses puissances sont donc sous-critiques pour
la famille A.

Montrons tout d’abord qu’un arbre typique calculant f a exactement Lpfq�1 pL,Γf q-restrictions.
Soit t un arbre minimal de f . Considérons la famille des arbres dont la racine est étiquetée par ^
(resp. _), ayant deux sous-arbres, l’un d’entre eux étant t et le second étant une tautologie simple
(resp. une contradiction simple). La série génératrice de cette famille est donnée par 4z zLpfqST pzq
et tous les arbres de cette famille calculent f . Dès lors, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µa
kpfq ¥ 4αLpfq�1

k µkpVraiq � cst � 1
kLpfq�1

.

Cette borne inférieure nous indique que la famille des arbres calculant f et ayant au moins Lpfq � 2
L̄-restrictions est négligeable. Il nous suffit donc de considérer les arbres calculant f et ayant au plus
Lpfq � 1 L̄-restrictions.

La seconde étape consiste à montrer qu’un arbre calculant f ne peut avoir moins de Lpfq � 1
L-restrictions. Cette preuve est identique à celle développée dans [Koz08], nous ne la développons pas
ici.

Enfin, considérons un arbre calculant f ayant exactement Lpfq � 1 L̄-restrictions, et montrons
que cet arbre est une T -expansion ou une X-expansion d’un arbre minimal de f . Nous savons que les
variables qui apparaissent comme étiquettes des feuilles de motif du niveau Lpfq � 3 ne sont pas des
variables essentielles de f , et ne sont pas répétées dans les L̄-feuilles de motif. Dès lors, chaque sous-
arbre de t enraciné au niveau Lpfq�3 et dont le parent est au niveau Lpfq�2 peut être remplacé par
une Æ, signifiant ainsi qu’il peut être affecté à Vrai ou Faux indépendamment des autres L̄-feuilles de
motif. En effet, il suffit d’affecter soit toutes les R-feuilles de motifs de ces arbres à Faux, soit toutes
leurs Q-feuilles de motif à Vrai. Après cette opération, toutes les feuilles de l’arbre, qui ne sont pas
étiquetées par Æ, sont des L̄-feuilles de motif.

Remplaçons enfin par une Æ toute L̄-feuille de motif de t étiquetée par une variable ni essentielle
ni répétée. L’arbre obtenu après toutes ces opérations sera noté tÆ. Cet arbre n’est bien sûr pas un
arbre et/ou puisque certaines de ses feuilles sont étiquetées par Æ. Remarquons que cet arbre calcule
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toujours f , quelles que soient les valeurs des différentes Æ.
Simplifions l’arbre de façon à éliminer les Æ, sans toutefois changer la fonction calculée par l’arbre :

pour cela, nous suivons les règles suivantes :Æ _ . . ._ Æ � Æ Æ ^ . . .^ Æ � Æ (2.13)Æ _ . . . Æ _t1 _ . . ._ tj � Vrai Æ ^ . . . Æ ^t1 ^ . . .^ tj � Faux (2.14)

Vrai_ t1 _ . . ._ tj � Vrai Faux^ t1 ^ . . .^ tj � Faux (2.15)

Faux_ t1 _ . . ._ tj � t1 _ . . ._ tj Vrai^ t1 ^ . . .^ tj � t1 ^ . . .^ tj (2.16)

où t1, . . . , tj sont des sous-arbres ne contenant pas de Æ.
L’arbre noté t̂ que nous obtenons après ces simplifications calcule toujours f : montrons que c’est

un arbre minimal de f et que le dernier ancêtre commun 2 des Æ dans tÆ a été simplifié (cf. Figure 2.9).

Figure 2.9 – Le nœud ν est le dernier ancêtre commun des Æ.

L’arbre tÆ contient au moins une Æ car t est suffisamment grand pour avoir au moins une feuille
de motif au niveau Lpfq�3. Remarquons de plus que l’arbre tÆ a exactement Lpfq�1 L̄-restrictions.
Notons qu’une règle de type (2.14) a dû être appliquée au moins une fois car seules ces règles per-
mettent de supprimer une Æ. Mais appliquer une de ces règles simplifie de surcroit au moins une
autre feuille de motif, non étiquetée par une Æ, i.e. une feuille de motif étiquetée par une variable soit
essentielle, soit répétée. Dès lors, les simplifications ont au moins supprimé une restriction et l’arbre
t̂ a au plus Lpfq feuilles : c’est donc un arbre minimal de f .

Soit ν le dernier ancêtre commun des Æ dans tÆ. Supposons que ν est toujours dans t̂ : cela implique
qu’au moins deux Æ ont été simplifiées indépendamment. Autrement dit, au moins deux règles de
type (2.14) ont été appliquées, et deux restrictions ont donc été simplifiées durant le processus de
simplification. L’arbre simplifié t̂ calcule f et contient au plus Lpfq � 1 restrictions, donc au plus
Lpfq � 1 feuilles, ce qui est impossible car la complexité de f est Lpfq. Nous avons donc montré que
ν doit être simplifié lors de la simplification des Æ.

Remarquons enfin que la dernière règle que l’on applique lors de la simplification doit être de
type (2.16). Nous avons donc montré qu’un arbre typique calculant f est en effet une expansion d’un
arbre minimal de f . Il nous reste à comprendre quelles sont les expansions typiques valides d’un arbre
minimal de f .

Le lemme de Kozik 2.3.2 nous assure que la famille des expansions d’un arbre minimal de f

telles que l’arbre greffé te a au moins 2 ppR ` Qq2,Γf q-restrictions est de fraction limite négligeable

2. on dira que le dernier ancêtre commun d’un ensemble de nœuds est le nœud ν le plus éloigné de la racine tel

que le sous-arbre enraciné en ν contient tous les nœuds considérés.
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asymptotiquement quand k tend vers �8. Supposons par ailleurs que te n’a pas de ppR `Qq2,Γf q-
restriction. Alors, te peut être affecté à la valeur Vrai ou à la valeur Faux indépendamment du reste
de l’arbre. Nous pouvons donc choisir la valeur de te de façon à simplifier son ancêtre, et donc au
moins une autre feuille de l’arbre. Cette simplification nous donne un arbre de taille strictement
inférieure à Lpfq, et qui calcule f . C’est impossible. Il nous suffit donc de considérer les expansions
d’arbres minimaux de f telles que l’arbre greffé te a exactement une ppR `Qq2,Γf q-restriction.

Supposons dans un premier temps que te contient une pR`Qq2-répétition. Alors, te doit calculer
une fonction constante Vrai ou Faux. En effet, si l’on suppose que cet arbre ne calcule pas une fonction
constante, alors il peut être affecté à Vrai ou Faux, et ce indépendamment du reste de l’arbre. Nous
pouvons donc effectuer une simplification de l’ancêtre de te, et donc d’au moins une feuille extérieure
à te. L’arbre obtenu après simplification calcule f et est de taille strictement inférieure à Lpfq, ce
qui est impossible. Dès lors, te est une tautologie ou une contradiction, typiquement une tautologie
simple ou une contradiction simple, et comme cette expansion doit être valide, t est une T -expansion
d’un arbre minimal de f .

Supposons par ailleurs que te ne contienne aucune répétition mais une occurrence d’une variable
essentielle x de f parmi ses pR`Qq2-feuilles de motifs. Cette variable essentielle doit apparaître à la
première génération de te. Sinon, te est de la forme s1 ^ ps2 _ xq ou s1 _ ps2 ^ xq où s1 et s2 n’ont
aucune pR`Q,Γf q-restriction. Nous pouvons donc affecter s1 et s2 à Vrai ou Faux indépendamment
l’un de l’autre, et indépendamment du reste de l’arbre. Nous pouvons donc affecter te à Vrai ou
Faux indépendamment du reste de l’arbre et simplifier ainsi son ancêtre ainsi qu’une feuille extérieure
à te. Nous obtenons donc un arbre calculant f et de taille strictement inférieure à Lpfq, ce qui est
impossible.

2.5.2 Arbres commutatifs

Théorème 2.5.5

Dans le modèle commutatif binaire, soit f une fonction booléenne non constante, de complexité
Lpfq. Alors il existe une constante λc

f ¡ 0 telle que, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µc
kpfq � λc

f

kLpfq�1
.

La constante λc
f dépend du nombre d’expansions valides d’arbres minimaux de f , et

2306Lpfq � 641
1024 � 8Lpfq mf ¤ λc

f ¤ p2Lpfq � 1qp1024Lpfq � 641q
1024 � 8Lpfq mf ,

où mf est le nombre d’arbres minimaux de f .

Remarque : Il est intéressant de voir que lorsque Lpfq � 1, les bornes de λc
f sont égales.

Démonstration : La preuve est très similaire à celle effectuée dans Kozik [Koz08], qui est elle-même
presque identique à celle développée dans le cadre du modèle associatif ci-dessus. Les langages de
motifs utilisés sont ici N et P définis comme suit :

N � 
|N _N |N ^�
P � 
|P _�|P ^ P.

Lorsque l’on affecte toutes les N -feuilles de motif (resp. P -feuilles de motif) d’un arbre à Faux (resp.
Vrai), cet arbre calcule Faux (resp. Vrai) indépendamment des autres variables non affectées. Les
lemmes 2.3.18 et 2.3.15 montrent que la Proposition 2.3.14 peut être appliquée au langage de motifs
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N ` P car la fonction génératrice du langage P est la même que celle du langage N . On notera
L � N pLpfqqrN ` P s et L̄ � N pLpfqqrpN ` P q2s.

Soit f une fonction booléenne fixée. Nous noterons Lpfq sa complexité et Γf l’ensemble des ses
variables essentielles. Nous pouvons montrer (les détails sont omis) qu’un arbre typique calculant
f est un arbre qui a exactement Lpfq � 1 pL̄,Γf q-restrictions. De plus, un arbre ayant exactement
Lpfq � 1 pL̄,Γf q-restrictions est une expansion d’un arbre minimal de f . Enfin, on montre qu’un
arbre typique calculant f est une expansion valide de type T ou de type X d’un arbre minimal de f .
Tous ces résultats se montrent comme dans le cas associatif, en travaillant sur un semi-plongement
minimal de t dans LrCs ou L̄rCs, et en utilisant la Proposition 2.3.14.

On note wc
1 la fraction limite des tautologies simples. Fixons un littéral x, wc

2 sera la fraction limite
de la famille des arbres tels que x apparaît comme étiquette d’une feuille de première génération. Au
vu de la Partie 2.3.2, wc

1 � 641

1024k
, et au vu de la Partie 2.4.2, wc

2 � 1

2k
. Donc, comme un arbre typique

calculant f est une X-expansion ou une T -expansion d’un arbre minimal calculant f ,

µc
kpfq � γ

Lpfq
k pλTw

c
1 � λXw

c
2q,

où λT (resp. λX) est la somme sur tous les arbres minimaux de f du nombre d’emplacements où
une expansion de type T peut être réalisée dans l’arbre minimal considéré (resp. où une expansion
de type X peut être réalisée pour chaque littéral possible). Il est facile de voir qu’une T -expansion
est possible en chaque nœud d’un arbre minimal (aussi bien en greffant une tautologie simple qu’une
contradiction simple). Comme chaque arbre minimal a 2Lpfq � 1 nœuds,

λT � p2Lpfq � 1qmf .

En chaque feuille d’un arbre minimal, au moins deux X-expansions sont possibles (l’arbre greffé peut
être enraciné par ^ ou par _), donc

2Lpfqmf ¤ λX

On peut au maximum faire 2Lpfq expansions en chaque nœud, nous avons

λX ¤ 2Lpfq2mf .

Il ne reste plus qu’à rappeler que γk � 1

8k
pour conclure la preuve.

2.5.3 Arbres associatifs et commutatifs
Théorème 2.5.6

Dans le modèle associatif et commutatif, pour toute fonction booléenne fixée f de complexité
notée Lpfq, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µ
g
kpfq � λ

g
f

kLpfq�1
,

où λ
g
f est une constante. On a�

2 ln 2� 1
2


k ��
ln2 2� 1

4



Lpfq � ln2 2� 2 ln 2� 1

2



mf ¤ λ

g
f

λ
g
f ¤ �

2 ln 2� 1
2


k p2 ln 2� 1qpLpfq � 1� 4 ln 2qLpfq
4

,

où mf est le nombre d’arbres minimaux de f .
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Démonstration : Ce résultat se montre en appliquant les arguments des Sections 2.5.2 et 2.5.1, et en
utilisant les langages de motifs L � RpLpfqqrR ` Qs et L̄ � RpLpfqqrpR ` Qq2s. Nous obtenons que,
pour toute fonction booléenne f fixée,

µ
g
kpfq � δ

Lpfq
k pλg

Tw
g
1
� λ

g
Xw

g
2
q.

Nous savons que w
g
1
� p2 ln 2�1q2

4k
(cf. Section 2.3), et wa,c

2
� 2 ln 2�1

4k
(cf. Section 2.4). De plus,

δk � 2 ln 2�1

2k
asymptotiquement quand k tend vers �8, et nous pouvons montrer que :pLpfq � 2qmf ¤ λ

g
T ¤ 2Lpfqmf

2Lpfqmf ¤ λ
g
X ¤ pLpfq2 � 3Lpfqqmf

ce qui conclut la preuve.

2.6 Conclusion

Nous avons compris dans ce chapitre l’influence de l’associativité et de la commutativité des
connecteurs logiques sur le comportement de la loi induite sur l’ensemble des fonctions booléennes.
Nous avons montré que prendre en compte les propriétés logiques des connecteurs ^ et _ ne change
pas le comportement global de la distribution induite sur l’espace des fonctions booléennes : la
probabilité d’une fonction f fixée se comporte en Θ

�
1

kLpfq�1

	
quand k tend vers �8. Cependant,

grâce à l’étude des tautologies et des fonctions littéral (cf. Figure 2.10), nous savons que les quatre
distributions étudiées dans ce chapitre ne sont pas toutes égales. Pour montrer le résultat principal
de ce chapitre, nous avons montré que, quel que soit le modèle étudié, un arbre typique calculant
une fonction booléenne f fixée est une expansion d’un arbre minimal de f .

Arbres de Arbres Arbres Arbres
Catalan associatifs commutatifs commutatifs

(non binaires) (non plans) et associatifs

Vrai
3
4
� 0.75 51� 36

?
2 � 0.0883

385
512

� 0.7520
p2 ln 2� 1q2

4
� 0.0373

x
5
16

� 0.3125 546� 386
?

2 � 0.1136
641
2048

� 0.3130
p2 ln 2� 1q2p2 ln 2� 1q

4
� 0.0890

Figure 2.10 – Les différentes constantes λ telles que µkpVraiq � λ
k

et µkpxq � λ
k2

asymptotiquement quand k tend vers �8, selon le modèle d’arbre considéré.

Les preuves des résultats de ce chapitre sont fondées sur la théorie des motifs de Kozik [Koz08]
établie pour les arbres de Catalan. Nous avons montré comment cette théorie pouvait être généralisée
aux cas associatif et commutatif et comment elle nous permettait de prouver les résultats principaux
de ce chapitre.

Maintenant que nous avons traité le cas d’une fonction booléenne f quelconque, il est intéressant
de noter que le cas des fonctions littéral n’est qu’un cas particulier de la Section 2.5 : en effet, les
simple-x définis en Section 2.4 sont exactement les expansions de l’arbre minimal de la fonction
littéral x, i.e. l’arbre de taille 1 dont l’unique feuille est étiquetée par x.
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Enfin, notons que si notre résultat est vrai pour une fonction f dont le nombre de variables
essentielles Epfq ne dépend pas de k. Rappelons que l’effet Shannon (cf. Théorème 1.2.9) est ex-
hibé lorsque, asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute fonction booléenne selon la
distribution de probabilité étudiée est de complexité exponentielle en k. Si l’on veut infirmer l’effet
Shannon, il faut exhiber une fonction gpkq sous-exponentielle en k telle que

µkptf P Fk, Lpfq ¤ gpkquq.
Nos résultats ne permettent pas de conclure quant à l’effet Shannon, car il faudrait alors les appliquer
à des fonctions dont la complexité, et donc éventuellement le nombre de variables essentielles dépend
de k. Il serait cependant d’étudier l’effet Shannon dans ces modèles. Il a été démontré par Genitrini
et Gittenberger [GG10] que, dans le modèle de l’implication (binaire, plan), la distribution induite
sur l’ensemble des fonctions booléennes n’exhibe pas d’effet Shannon, et il serait donc naturel de
conjecturer un comportement similaire dans nos nouveaux modèles, ainsi que dans le modèle des
arbres et/ou de Catalan.

Par ailleurs, remarquons que la notion de taille en termes de nombre de feuilles, c’est à dire en
termes de nombre de nœuds étiquetés par des littéraux, est pertinente pour pouvoir comparer ces
résultats à ceux obtenus dans le cadre binaire plan. Cependant, dans le cas d’arbres non binaires,
dans lesquels le nombre de nœuds internes n’est plus égal au nombre de feuilles moins 1, cette
notion de taille est peut-être moins naturelle que celle qui prendrait en compte tous les nœuds de
l’arbre. C’est cette modification, qui paraît naturelle du point de vue de l’espace mémoire, que nous
étudierons dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Une nouvelle notion de taille pour les
arbres et/ou non binaires

3.1 Une notion de taille naturelle

Ce chapitre est une extension naturelle du chapitre précédent : étant donné un arbre et/ou
associatif, la taille en termes de nombre total de nœuds et non en nombre de feuilles semble plus
naturelle. Si l’on parle par exemple en terme d’espace mémoire nécessaire pour stocker un tel arbre, la
notion de taille pertinente semble bien être le nombre total de nœuds. Définir une nouvelle notion
de taille pour des arbres booléens définit bien une nouvelle notion de complexité d’une fonction
booléenne, et donc une toute nouvelle distribution sur Fk, a priori.

Dans ce chapitre, nous considérons la distribution uniforme sur les arbres associatifs plans de
taille n (où la taille est désormais le nombre total de nœuds d’un arbre) étiquetés à k variables, et
montrons que la suite de distributions induites sur Fk converge vers une distribution asymptotique
µk. Les méthodes utilisées dans le Chapitre 2 s’avèrent inapplicables à ce nouveau modèle : la théorie
des motifs de Kozik, par exemple, ne s’applique pas. Intuitivement, la théorie des motifs repose sur
le fait que imposer une contrainte sur les étiquettes d’une famille d’arbre rajoute un facteur 1

k
à

sa fraction limite : cette heuristique n’est plus vraie dans ce nouveau modèle. Nous introduirons
donc de nouvelles méthodes, elles-aussi à base de combinatoire analytique, pour étudier ce nouveau
modèle.

Il est surprenant de constater que, même si les méthodes usuelles sont inefficaces pour ce nouveau
modèle, le comportement de la distribution étudiée µk est très similaire au comportement de la
distribution usuelle des arbres de Catalan, ou à celles introduites et étudiées dans le Chapitre 2 : nous
conjecturons que les fonctions de faible complexité sont favorisées par cette nouvelle distribution
et asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute tautologie est simple. Si la plupart
des preuves s’avèrent plus délicates dans ce nouveau modèle, nous verrons que montrer que cette
nouvelle distribution n’exhibe pas d’effet Shannon est relativement immédiat.

Le plan de ce chapitre est le suivant : la Section 3.2 contient la définition du modèle, la preuve de
la convergence vers une distribution asymptotique via le théorème de Drmota-Lalley-Woods [Drm97,
Lal93, Woo97], et l’énoncé des résultats principaux et de la conjecture concernant ce nouveau
modèle. La Section 3.3 est consacrée à l’étude générale du modèle : nous montrons dans cette
section des propriétés générales du modèle qui permettent de développer une bonne intuition du
comportement des arbres associatifs typiques et qui seront utiles dans la suite du Chapitre. La
Section 3.4 est consacrée à l’étude de la fonction constante Vrai, et donc des arbres tautologiques,
la Section 3.5 à l’étude des fonctions littéral, et enfin, la Section 3.6 contient quelques pistes non-
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abouties en vue de prouver la conjecture résumant le comportement global de la distribution µk

induite sur Fk.s

3.2 Modèle, résultats et conjecture

Nous reprenons dans ce chapitre la notion d’arbre booléen associatif du Chapitre 2 (cf. Défini-
tion 2.2.1), mais définissons une nouvelle notion de taille d’un arbre, et donc de complexité d’une
fonction booléenne :
Définition 3.2.1

La taille |t| d’un arbre booléen associatif t est le nombre de ses nœuds (nœuds internes et
feuilles). On notera An,k l’ensemble des arbres booléens de taille n, et An,k son cardinal.

La notion de complexité est donc modifiée pour cette notion de taille. Par exemple, la fonction
xor est de complexité 7 dans ce modèle. Nous posons LpVraiq � LpFauxq � 0. Par ailleurs, pour
des raisons qui seront claires ultérieurement, la complexité des fonctions littéral sera par définition
2. En effet, les deux arbres minimaux de la fonction x seront l’arbre ayant un nœud interne (étiqueté
soit par ^, soit par _) et une feuille étiquetée par x, même si ces arbres ne sont pas, à proprement
parler, des arbres associatifs booléens : un arbre associatif booléen ne peut être de taille 2.

De manière usuelle, nous noterons µn,kpfq la proportion d’arbres de taille n étiquetés sur k
variables calculant f , et étudierons le comportement de cette distribution limite quand n tend vers�8. Voici les résultats principaux de ce chapitre, suivis d’une conjecture plus générale dont la
preuve est incomplète dans ce manuscrit.
Lemme 3.2.2

Pour toute fonction booléenne f P Fk,

µkpfq � lim
nÑ�8µn,kpfq

existe et est strictement positive.

Théorème 3.2.3

Il existe deux constantes α et β telles que, pour tout k ¥ 1,

0   α ¤ µkpVraiq � µkpFauxq ¤ β   1
2
.

De plus, asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute tautologie est simple.

Théorème 3.2.4

La probabilité d’une fonction littéral vérifie, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpxq � Θ
�

1
k2



.

Conjecture 3.2.5

Pour toute fonction booléenne f P Fk telle que Lpfq ¥ 3, et telle que Epfq ne dépend pas de
k, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpfq � Θ
�

1
kLpfq
 .
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Ce modèle s’avère donc assez similaire au modèle associatif étudié dans le chapitre précédent :
la nouvelle notion de taille ne change pas le comportement global de la distribution induite sur
l’ensemble des fonctions booléennes. Nous remarquons tout de même que l’exposant de 1

k
dans la

conjecture est Lpfq au lieu de Lpfq � 1 dans le modèle classique, et les deux fonction constantes,
Vrai et Faux ont une probabilité en Θp1q quand k tend vers �8. Nous verrons par la suite que, bien
que ces résultats soient très similaires au cas classique, les preuves développées dans le Chapitre 2 ne
seront pas applicables dans ce nouveau modèle, pour des raisons que nous développeront notamment
dans la Section 3.3.

Montrons tout d’abord que la distribution asymptotique des µn,k existe quand la taille des
arbres considérés n tend vers �8, autrement dit, montrons le Lemme 3.2.2. Comme dans les autres
modèles d’arbres booléens, cette démonstration se fait via les fonctions génératrices et le théorème
de Drmota-Lalley-Woods.
Démonstration du Lemme 3.2.2 : Les arbres associatifs dont la taille est mesurée en nombre total de

nœuds sont décrits par la spécification suivante (rappelons que les arbres associatifs sont stratifiés) :

Â � L� t^u � Seq¥2
pǍq,

où Â (resp. Ǎ) est la famille des arbres associatifs de taille 1 ou enracinés par un ^ (resp. _), où
L � tx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku a pour série génératrice 2kz, et où t^u a pour série génératrice z (car chaque
nœud interne contribue pour 1 dans la taille). Dès lors, la méthode symbolique nous permet d’induire

Âpzq � 2kz � z � Ǎpzq2
1� Ǎpzq ,

où Âpzq (resp. Ǎpzq) est la série génératrice de Â (resp. Ǎ). Comme, par symétrie du modèle, Ǎpzq �
Âpzq, nous obtenons, après calcul,

Âpzq � 2kz � 1�ap4k2 � 8kqz2 � 4kz � 1
2pz � 1q . (3.1)

Enfin, si l’on note Apzq � °
n¥0

An,kz
n la fonction génératrice des arbres associatifs (dont la taille

est mesurée en nombre total de nœuds), alors

Apzq � 2Âpzq � 2kz.

Pour toute fonction booléenne f P Fk, nous noterons Âf pzq (resp. Ǎf pzq) la série génératrice des
arbres enracinés par ^ (resp. _) et calculant f . Via la méthode symbolique, nous avons

Âf pzq � z l1f lit �
ℓ̧¥2

¸
g1^...^gℓ�f

Ǎg1
. . . Ǎgℓ

Ǎf pzq � z l1f lit �
ℓ̧¥2

¸
g1_..._gℓ�f

Âg1
. . . Âgℓ

,

où l1f lit � 1 si f est une fonction littéral et l1f lit � 0 sinon. L’indice ℓ de la somme représente le
nombre d’enfants de la racine de l’arbre considéré : ce nombre est donc bien supérieur ou égal à 2,
par définition. Nous ne détaillons pas les arguments, mais le théorème de Drmota-Lalley-Woods peut
être appliqué à ce système. Nous en concluons que les pAf pzqqfPFk

ont toutes la même singularité
dominante que nous noterons ρk, que cette singularité est de type racine carrée pour toute fonction
f P Fk. Nous pouvons donc en conclure que, pour toute fonction f P Fk, il existe une constante
strictement positive ckpfq telle que, asymptotiquement quand n tend vers �8,rznsAf pzq � ckpfqn�3{2ρ�n

k .

Nous en déduisons rznsApzq � cn�3{2ρ�n
k ,
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où c �°
fPFk

ckpfq ¡ 0. Dès lors, asymptotiquement quand n tend vers �8,

µn,kpfq � rznsAf pzqrznsApzq � ckpfq
c

¡ 0,

ce qui conclut la preuve.

Au détour de la preuve du Lemme 3.2.2 (cf. Équation (3.1)), nous avons montré la proposition
suivante, qui sera fort utile par la suite. Nous avons en effet vu dans le Chapitre 2 que la connaissance
du comportement de la singularité dominante quand k tend vers �8, ainsi que celle de la série
génératrice elle-même évaluée en sa singularité, sont utiles dès que l’on applique le Lemme 1.5.1.

Proposition 3.2.6

La singularité ρk de Apzq vérifie, asymptotiquement quand k tend vers �8,

ρk � � 1

2pk �?
2kq � 1

2k
� 1

k
?

2k
�O

�
1
k2



,

Apρkq � 1� 1
k
�O

�
1

k
?
k



,

Âpρkq � 1� 1?
2k

�O

�
1
k



.

De plus, si l’on note B̂pzq la série génératrice des arbres associatifs enracinés par ^, et de taille
au moins 3, alors B̂pzq � Âpzq � 2kz, et

B̂pρkq � 1?
2k

�O

�
1
k



.

3.3 Propriétés générales du modèle

L’objectif de cette Section est de mieux comprendre, intuitivement, notre nouveau modèle
d’arbres. Par exemple, les arbres n’ayant aucune feuille de première génération sont peu probables,
ce qui n’était pas le cas dans le modèle usuel étudié dans le Chapitre 2, et la famille des arbres ayant
au moins une feuille de première génération étiquetée par x1 a une proportion limite d’ordre 1?

k
, et

non d’ordre 1
k

comme dans le modèle classique. Ces différences, a priori contre-intuitives, viennent
du fait qu’il existe maintenant deux atomes de taille 1 : les nœuds internes qui choisissent entre
deux étiquettes différentes et les feuilles qui choisissent entre 2k étiquettes différentes. Par ailleurs,
dans le modèle classique, un arbre booléen aléatoire de taille n étiqueté sur k variables est un
arbre non-étiqueté de taille n que l’on a étiqueté uniformément au hasard : cette décomposition
forme/étiquetage n’est plus vraie dans notre nouveau modèle. Une autre différence qui sera
fondamentale est que, dans ce nouveau modèle, un arbre typique contient beaucoup de répétitions.
Ce comportement augure des difficultés pour adapter telles quelles les méthodes utilisées dans les
modèles usuels, notamment la théorie des motifs de Kozik, qui reposent entièrement sur la faible
probabilité des répétitions. Ce sont ces raisons qui font de ce nouveau modèle de taille un problème
particulièrement intéressant.
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3.3.1 Quelques propriétés

Dans cette section, nous énumérons donc des propriétés surprenantes de ce modèle qui, en sus
de développer notre intuition, seront toutes utiles par la suite.

Proposition 3.3.1

La fraction limite de la famille Ap0q des arbres associatifs booléens n’ayant aucune feuille de
première génération vérifie, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpAp0qq � 1

k
?

2k
�O

�
1
k2



.

Démonstration : Via la méthode symbolique, nous pouvons établir que la série génératrice de la famille
Ap0q est donnée par (cf. Proposition 3.2.6 pour la définition de B̂pzq)

Ap0qpzq � 2z
B̂pzq2

1� B̂pzq .
Dès lors, via le Lemme 1.5.1,

µkpAp0qq � lim
nÑ�8 rznsAp0qpzqrznsApzq � lim

zÑρk

A1p0qpzq
A1pzq�2ρk

2B̂pρkq
1� B̂pρkq lim

zÑρk

B̂1pzq
A1pzq � 2ρk

B̂pρkq2p1 � B̂pρkqq2 lim
zÑρk

B̂1pzq
A1pzq� 2

B̂pρkq2
1� B̂pρkq lim

zÑρk

1
A1pzq .

Nous avons que ρk est une singularité de type racine carrée pour Apzq. Dès lors, limzÑρk
A1pzq � �8

et le troisième terme de la somme ci-dessus vaut donc 0. Par ailleurs, limzÑρk
B̂pzq{A1pzq � 1{2, et au

vu de la Proposition 3.2.6, nous obtenons

µkpAp0qq � 1

k
?

2k
�O

�
1
k2



.

Proposition 3.3.2

Soit Γ un sous-ensemble de tx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku dont le cardinal, noté γ, ne dépend pas de k. La
fraction limite (définie en Section 1.5) de la famille AΓ des arbres associatifs booléens ayant au
moins une feuille de première génération étiquetée par un littéral de Γ vérifie, asymptotiquement
quand k tend vers �8,

µkpAΓq � γ
?

2?
k
�O

�
1
k



.

Démonstration : Soit AΓpzq la série génératrice de la famille AΓ. Via la méthode symbolique, la ra-
cine apporte une contribution en 2z (étiquette ^ ou _) ; la suite des sous-arbres peut être ensuite
décomposée comme suit : (1) une première sous-suite d’arbres qui sont, soit de taille au moins 3, soit
non-étiquetés par un littéral de Γ, (2) un premier arbre de taille 1 étiqueté par un littéral de Γ, (3)
puis une suite d’arbres quelconques. De plus, l’une au moins des deux sous-suites évoquées dans les
points (1) et (3) précédents est nn vide, ce qui ajoute une correction �2γz2. Dès lors,

AΓpzq � 2z
1

1� pÂpzq � γzqγz 1

1� Âpzq � 2γz2.
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Dès lors, via le Lemme 1.5.1,

µkpAΓq � lim
nÑ8 rznsAΓpzqrznsApzq � lim

zÑρk

A1
Γ
pzq

A1pzq � γ



2
k
�O

�
1
k



,

asymptotiquement quand k tend vers �8.

3.3.2 Une famille d’arbres utile

Cette partie se concentre sur une sous-famille d’arbres associatifs. Il est assez difficile d’expliquer
en quoi cette famille sera cruciale plus tard, et la définition de cette famille peut sembler assez peu
naturelle. Cette définition provient de l’étude des tautologies, et notamment de la preuve que,
asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute tautologie est simple (cf. Section 3.4).
Comme l’étude de cette sous-famille est trop longue pour être incluse dans l’étude des tautologies,
elle est développée ici, à part, en tant que parenthèse technique.

Définition 3.3.3 (cf. Figure 3.1)

Soient q, r, ℓ, p quatre entiers, soit tγ1, . . . , γpu un sous-ensemble de tx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku ne pou-
vant contenir à la fois une variable et sa négation. Soit Mp

q,ℓ,r les famille des arbres associatifs
enracinés par un _, et tels que,

– exactement q littéraux différents α1, . . . , αq sont étiquettes des feuilles de première géné-
ration, et parmi ces étiquettes aucune variable ne peut apparaître à la fois positivement
et négativement ;

– exactement ℓ enfants de la racine sont des nœuds internes ;
– au moins l’un des sous-arbres enracinés en un des ces enfants de la racine appartient à la

famille J p
q,r définie ci-dessous.

La famille J p
q,r contient tous les arbres enracinés par un ^ et tels qu’il existe un ensemble

β1, . . . , βr de r littéraux deux à deux distincts (et différents des α1, . . . , αq, γ1, . . . , γp et de leurs
négations) vérifiant :

– les feuilles de première génération sont étiquetées par des littéraux de tα1, . . ., αq, γ1, . . .,
γp, β1, . . ., βru ou par leurs négations ;

– les étiquettes β1, . . . , βr apparaissent toutes parmi les feuilles de première génération.

Lemme 3.3.4

Si, asymptotiquement quand k tend vers �8, q � Ωpk1{4q, ℓ � Opk1{8q et r ¤ ℓ, alors, la fraction
limite de la famille Mq,ℓ,r vérifie, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpMq,ℓ,rq � O

�
1
k3{2
 .

Démonstration : Via des arguments symboliques, la fonction génératrice de J p
q,r est donnée par

Jpzq � zr�1p1� pB̂pzq � pq � pqzqq . . . p1� pB̂pzq � pq � p� rqzqq ,
où B̂pzq est la série génératrice des arbres de taille au moins 3 (cf. Proposition 3.2.6). La fonction
génératrice Mpzq de Mp

q,ℓ,r est donc majorée par

Mpzq ¤ ∆pzq :� z

�
k

q � r



2q�rq!

1
ℓ!

�
zq�ℓ

q¹
m�1

1
1�mz

�pℓq
JpzqB̂pzqℓ�1.
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Figure 3.1

Un arbre de Mp
q,ℓ,r est un arbre de la forme ci-dessous, à permutation des sous-

arbres près, où les étiquettes ℓ1, . . . , ℓs des feuilles de première génération forment un

ensemble {α1, . . . , αq} de q étiquettes deux à deux distinctes telles qu’une variable

et sa négation ne peuvent faire partie simultanément de cet ensemble, où les arbres

A1, . . . , Aℓ sont de taille au moins 3, tels qu’il existe i ∈ {1, . . . , ℓ} tel que Ai ∈ J p
q,r .

∨

ℓ1
. . . ℓs A1

. . . Aℓ

Un arbre de J p
q,r est un arbre de la forme suivante, à permutation des sous-arbres

près, où l’ensemble des étiquettes v1, . . . , vs′ privé des littéraux α1, . . . , αq, γ1, . . . , γp

et de leurs négations est de cardinal r et ne contient pas simultanément une variable

et sa négation, et où les arbres
a

sont des arbres de taille au moins 3.

∧

v1 . . . vs′

a
. . .

a

En effet, le facteur z représente la racine ; le facteur
�

k

q � r



2q�rq! correspond au choix des α1, . . . , αk,

β1, . . . , βr tels qu’une variable et sa négation ne peuvent être toutes les deux choisies ; le facteur
1

ℓ!

�
zq�ℓ

±q
m�1

1

1�mz

	pℓq
correspond au choix des emplacements des ℓ enfants de la racine qui sont

des nœuds internes 1 ; Jpzq représente le sous-arbre de J p
q,ℓ,r et B̂pzqℓ�1 représente les ℓ � 1 autres

sous-arbres. Il y a du double-comptage effectué dans cette dernière remarque puisque plusieurs sous-
arbres peuvent être des éléments de J p

q,ℓ,r, et nous comptons ici comme s’il y en avait un seul. C’est
pour cela que nous obtenons uniquement une majoration de Mpzq.

∆pzq � z

�
k

q � r



2q�rq!

1
ℓ!

�
zq�ℓ

q¹
m�1

1
1�mz

�pℓq
zr�1±r

m�0
r1� pB̂pzq � pq � p�mqzqs B̂pzqℓ�1. (3.2)

Soit

Kpzq � B̂pzqℓ�1±r
m�0

p1� pB̂pzq � pq � p�mqzqq .
Remarquons au passage que la singularité de ∆pzq est ρk. En effet, les dénominateurs p1 � pB̂pzq �pq � p�mqzqqmPt0,...,ru ne s’annulent pas avant ρk (car q � op?kq) et ρk est la singularité de B̂pzq.
De plus, les dénominateurs p1�mzqmPt1,...,qu ne s’annulent pas avant ρk car ρk � 1

2k
, et q � op?kq.

1. Rappelons que rznspzfpzqqpℓq � pn � ℓq . . . pn � 1qrznsfpzq, où l’exposant pℓq représente la dérivée ℓième.
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Au vu du Lemme 1.5.1, la fraction limite de la famille Mp
q,ℓ,r est donnée par

lim
zÑρk

M 1pzq
A1pzq � �

k

q � r



2q�rk!

1
ℓ!

�
ρ

q�ℓ
k

q¹
m�1

1
1�mρk

�pℓq
ρ2

kρ
r�2

k lim
zÑρk

K 1pzq
A1pzq .

Afin d’évaluer cette fraction limite quand k tend vers �8, nous devons remarquer que, si fpzq �
zq�ℓ

±q
m�1

1

1�mz
, alors, d’après le théorème de Cauchy,

f pℓqpzq
ℓ!

� 1
2iπ

¾
γ

fpzqpz � ρkqℓ�1
dz,

pour tout contour γ autour de ρk. Soit γ le cercle défini par l’équation |z � ρk| � 1

k
3{2 . Dès lors,|f pℓqpzq| ¤ 1

2π
ℓ!
¾
γ

|fpzq||z � ρk|ℓ�1
dz¤ ℓ!f

�
ρk

�
1� 2

k




k

3{2pℓ�1q 1
k3{2

car le maximum de |fpzq| sur γ est atteint en z � ρk � 1

k
3{2 � ρk

�
1� 2?

k

	
puisque fpzq est une

fonction génératrice à coefficients positifs. Nous en déduisons que, asymptotiquement quand z tend
vers ρk (� 1

2k
quand k tend vers �8),|f pℓqpzq| ¤ ℓ!k3{2ℓ

�
1
2k


q�ℓ �
1� 2?

k


q�ℓ q¹
m�1

1
1� m

2k¤ ℓ!kℓ{2�q2�q�ℓ

�
1� 2?

k


q�ℓ � 1
1� q

2k


q

.

Comme q ¤ k, nous avons, asymptotiquement quand k tend vers �8,|f pℓqpzq| ¤ cst � ℓ!2�q�ℓk
ℓ{2�q.

Au vu de l’Équation (3.2), asymptotiquement quand k tend vers �8 2,

lim
zÑρk

M 1pzq
A1pzq � cst � 2�ℓ�qk�q�ℓ{2� k

q � r



2q�rq!

�
1
2k


r�2

lim
zÑρk

K 1pzq
A1pzq¤ cst � kℓ{22r�ℓ pk � qqrpq � rqr pkqqkq

�
1
2k


r�2

lim
zÑρk

K 1pzq
A1pzq¤ cst � kℓ{22�ℓ k

r

qr

±q�r�1

m�q

�
1� m

k

�±r
m�1

�
1� m

q

	 q�1¹
m�1

�
1� m

k

	�1
k


r

lim
zÑρk

K 1pzq
A1pzq¤ cst � 2�ℓk

ℓ{2�2q�r

�
1� r

q


r

lim
zÑρk

K 1pzq
A1pzq¤ cst � 2�ℓk

ℓ{2�2q�r lim
zÑρk

K 1pzq
A1pzq

car
�

1� r
q

	r � �
1�O

�
1

k
1{8		r � Op1q. De plus,

lim
zÑρk

K 1pzq
A1pzq � B̂1pzq

A1pzq 1±r
m�0

p1 � B̂pρkq � pq � p�mqρkq �pℓ� 1qB̂pρkqℓ�2 � ŗ

m�0

B̂pρkqℓ�1

1� B̂pρkq � pq � p�mqρk

�
,

2. Rappelons que pour tout réel x et pour tout entier m, pxqm � xpx � 1q . . . px � pm � 1qq.
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et comme limzÑρk

B̂1pzq
A1pzq � 1{2 et B̂pρkq � 1?

2k
(cf. Proposition 3.2.6), nous obtenons

lim
zÑρk

K 1pzq
A1pzq � O

�
r2rℓ

�
1
2k


 ℓ�1

2

�
.

Nous avons donc finalement, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpMp
q,ℓ,rq � O

�
rℓ2r�ℓ2� ℓ�1

2 k�3{2	 � o

�
1
k3{2 
 .

Lemme 3.3.5

La fraction limite des arbres associatifs ayant moins de k
1{4 étiquettes différentes parmi les

feuilles de première génération est d’ordre O
�

1?
k

	
, asymptotiquement quand k tend vers �8.

Démonstration : La fonction génératrice des arbres ayant exactement q étiquettes différentes parmi les
feuilles de première génération (et tels qu’une variable et sa négation n’apparaissent pas toutes deux
dans la première génération) est donnée par

Gqpzq � �
k

q



2qq!z

q¹
m�0

z

1�mz � B̂pzq ,
et leur fraction limite est donc donnée par

lim
zÑρk

G1
qpzq

A1pzq � �
k

q



2qq!z

q¹
m�0

z

1�mρ� B̂pρkq q̧

m�0

1

1�mρk � B̂pρkq lim
zÑρk

B̂1pzq
A1pzq .

Comme limzÑρk

B̂1pzq
A1pzq � 1

2
, nous avons, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
zÑρk

G1
qpzq

A1pzq ¤ 1
4k

q�1¹
m�0

�
1� m

k

	 q¹
m�0

1
1� m

2k
� 1?

2k

�
q̧

m�0

1
1� m

2k
� 1?

2k

�¤ 1
4k

�
1

1� q
2k
� 1?

2k

�q�1 pq � 1q 1
1� q

2k
� 1?

2k

,

car q ¤ k
1{4 Dès lors, la fraction limite des arbres ayant moins de k1{4 étiquettes différentes parmi les

feuilles de première génération vérifie

k
1{4

q̧�0

lim
zÑρk

G1
qpzq

A1pzq ¤ k
1{4

q̧�0

1
4k

�
1

1� q
2k
� 1?

2k

�q�1 pq � 1q 1
1� q

2k
� 1?

2k¤ k
1{4 1
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�� 1

1� k
1{4
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� 1?

2k

�
k
1{4�1 pk1{4 � 1q 1

1� k
1{4

2k
� 1?

2k� O
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k



.

Lemme 3.3.6

La fraction limite des arbres ayant au moins k1{8 sous-arbres de taille au moins 3 est d’ordre
Θ
�

k
1{8

2k
1{8 	, asymptotiquement quand k tend vers �8.
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Démonstration : La fonction génératrice des arbres ayant exactement ℓ sous-arbres de taille au moins
3 est donnée par

Hℓpzq � 2z
B̂ℓpzqp1� 2kzqℓ�1

.

Dès lors, la fraction limite de cette famille vérifie, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
zÑρk

H 1
ℓpzq

A1pzq � 1
k

ℓB̂ℓ�1pρkqp1� 2kρkqℓ�1
lim

zÑρk

B̂1pzq
A1pzq � 1

2k

ℓ
�

1?
2k

	ℓ�1�b
2

k

	ℓ�1� 1
2k

ℓ
�

1?
2k

	ℓ�1�b
2

k

	ℓ�1
� ℓ

2ℓ�1
.

Dès lors, la fraction limite des arbres ayant au moins k1{8 enfants de la racine qui sont des nœuds
internes vérifie, asymptotiquement quand k tend vers �8,¸

ℓ¥k
1{8 ℓ

2ℓ�1
� Θ

�
k

1{8
2k

1{8 
 .
3.4 Tautologies.

L’objet de cette partie est de démontrer le Théorème 3.2.3. Comme dans tout modèle d’arbres
booléens, étudier la fonction Vrai est certes l’étude d’un cas particulier simple, mais aussi la première
étape du cas général, i.e. de l’étude de la probabilité de n’importe quelle fonction booléenne. Cette
Section est divisée en trois sous-sections : la première permet de montrer l’existence de la borne
inférieure α du Théorème 3.2.3, la seconde montrera l’existence de la borne supérieure β, et la
troisième montrera que, asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute tautologie est une
tautologie simple (cf. Définition 1.3.6).

3.4.1 Une famille non-négligeable de tautologies.

Dans cette partie nous définissons une famille de tautologies dont la fraction limite est bornée
inférieurement, et uniformément pour tout k ¥ 1. Rappelons la définition d’une tautologie simple
dans le cas d’arbres associatifs (cf. Définition 1.3.6) :

Définition 3.4.1

Une tautologie simple réalisée par la variable x est un arbre enraciné par _, et tel que x et x̄
apparaissent comme étiquettes de deux feuilles de première génération. On notera ST la famille
des tautologies simples.

Soit Eq la famille des arbres enracinés par _ ayant exactement q feuilles de première génération
et exactement un enfant de la racine qui ne soit pas une feuille (la racine est donc d’arité q� 1). On
prendra q P tt?ku, . . . , 15t?kuu (par exemple). Dans la suite, pour plus de lisibilité, nous omettrons
les symboles tu. Pour tout entier q ¥ 1, la série génératrice de Eq est donnée par

Eqpzq � z � p2kzqq � pq � 1qB̂pzq,
où, rappelons-le, B̂pzq � Âpzq � 2kz.

Pour tout q ¥ 1, nous allons maintenant partitionner Eq en deux sous-familles. La famille Eq,1

contient tous les arbres de Eq tels que :
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(a) L’ensemble L des étiquettes des
?
k premières feuilles de première génération est de cardinal

au moins
?
k{2.

(b) Les q �?
k feuilles de première génération restantes sont étiquetées par des littéraux dont la

négation n’appartient pas à L.

La famille Eq,2 contient tous les arbres de Eq tels que

(a’) L’ensemble L1 des étiquettes des
?
k premières feuilles de première génération est de cardinal

au plus
?
k{2.

(b) Les q �?
k feuilles de première génération restantes sont étiquetées par des littéraux dont la

négation n’appartient pas à L1.
Le lemme suivant vient du fait que tout arbre qui n’est pas une tautologie simple vérifie soit la

condition (a), soit la condition (a’), et vérifie toujours la condition (b) :

Lemme 3.4.2

Soit t un arbre qui n’est pas une tautologie simple. Alors, t P Yq¥0pEq,1 Y Eq,2q.
Dès lors, l’ensemble des tautologies simples ayant q feuilles de première génération contient

EqzpEq,1 Y Eq,2q. Minorons la fraction limite de cet ensemble. On introduit la notation suivante :
étant données deux séries génératrices Apzq et Bpzq, on notera Apzq   Bpzq si, et seulement si, pour
tout entier n ¥ 0, rznsApzq ¤ rznsBpzq. On note Eq,1pzq (resp. Eq,2pzq) la série génératrice de Eq,1

(resp. Eq,2). Par la méthode symbolique,

Eq,1pzq   z � p2kzq?k ���
2k � ?

k

2

�
z

�q�?k � pq � 1qB̂pzq.
Nous avons seulement une inégalité car nous n’avons pas restreint les étiquetages des

?
k feuilles

de gauche. De plus, nous interdisons
?

k
2

étiquettes pour les feuilles de droite alors qu’il suffit d’en

interdire moins si le cardinal de L est strictement inférieur à
?

k
2

. De même, par des arguments
symboliques,

Eq,2pzq   �
k?
k{2
2

?
k{2 � z ��?k

2
z

�?
k � p2kzqq�?k � pq � 1qB̂pzq.

Dès lors,

µkpEqzpEq,1 Y Eq,2qq ¥ lim
zÑρk

d
dz
Eqpzq � d

dz
E

q
1pzq � d

dz
E

q
2pzq

A1pzq .

Nous avons

Eqpzq �E
q
1pzq �E

q
2pzq �pq � 1qzB̂pzq��p2kzqq � p2kzq?k

��
2k � ?

k

2

�
z

�q�?k

�� k?
k{2
2

?
k{2 ��?k

2
z

�?
k � p2kzqq�?k

�� ,
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et donc, comme limzÑρk

B̂1pzq
A1pzq � 1{2,

µkpEqzpEq
1 Y Eq

2 qq ¥q � 1
2

ρk

�p2kρkqq � p2kρkq?k

��
2k � ?

k

2

�
ρk

�q�?k��
k?
k{2
2

?
k{2 ��?k

2
ρk

�?
k � p2kρkqq�?k

�
.

Regardons les termes de la somme entre crochets un par un : asymptotiquement quand k tend vers�8, p2kρkqq � �
1� ?

2?
k


q � exp
��q?2?

k



,

de plus, p2kρkq?k

��
2k � ?

k

2

�
ρk

�q�?k � �
1�


2
k

���
1� 1

4
?
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1� ?

2?
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q�?k� �
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2
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1� 1
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?
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��p1� 4
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2qq �?
k

4
?
k

�
.

Enfin, via la formule de Stirling, nous avons�
k?
k{2
 � p2eq?k{2k?

k
4
� 1

4 ,

ce qui implique, après quelques calculs,�
k?
k{2
2

?
k{2 ��?k

2
ρk

�?
k � p2kρkqq�?k � O

��
e

2
?
k


?
k{2�

.

Dès lors,

µkpEqzpEq,1 Y Eq,2qq ¥ pq � 1qρk

2
e
� q

?
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k
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Posons γ � q?
k
, alors,

µkpEqzpEq
1 Y Eq

2 qq ¥ pq � 1qρk

2
e�γ

?
2
�

1� e�γ{4� 1�4
?

2

4

	
,

Ce qui implique, comme l’union considérée est disjointe,

µk

�� 15
?

k¤
q�2

?
k

pEqzpEq
1 Y Eq

2 qq�
¥ 15
?

k¸
q�2

?
k

µkpEqzpEq
1 Y Eq

2 qq ¥ 15
?

k¸
q�2

?
k

pq � 1qρk

2
cq,

où cq � e�γ
?

2
�

1� e�γ{4� 1�4
?

2

4

	 ¡ 0. Ainsi,

µk

�� 15
?

k¤
q�2

?
k

pEqzpEq
1 Y Eq

2 qq�
¥ 14
?
k
p2?k � 1qρk

2
min

qPt2?k,...,15
?

ku cq ¥ cst � kρk,
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où cst est une constante strictement positive. Comme kρk � 1{2, asymptotiquement quand k tend
vers �8, nous obtenons bien que

µk

�� 15
?

k¤
q�2

?
k

pEqzpEq,1 Y Eq,2qq�
� Ωp1q,
asymptotiquement quand k tend vers �8. Nous avons donc montré le lemme suivant :

Lemme 3.4.3

Il existe une constante α telle que, pour tout k ¥ 1,

µkpVraiq ¥ µkpST q ¥ α ¡ 0.

3.4.2 Une famille non-négligeable de non-constantes.

Prouvons le lemme suivant :

Lemme 3.4.4

Il existe une constante β telle que, pour tout n ¥ 0,

µkpVraiq ¤ β   1
2
.

Il s’agit de trouver une famille d’arbres de fraction limite d’ordre Θp1q quand k tend vers �8
et telle que les arbres de cette famille ne calculent ni la fonction constante Vrai, ni la fonction
constante Faux :

Définition 3.4.5

Soit Ǧq la famille des arbres enracinés par un _ et ayant exactement q feuilles de première
génération, étiquetées par exactement q étiquettes différentes α1, . . . , αq (telles qu’une variable
et sa négation ne peuvent apparaître toutes deux parmi ces étiquettes) et dont les sous-arbres
de taille au moins 3 sont tous des contradictions.

Remarquons qu’un arbre de Ǧq calcule la fonction α1 _ . . . _ αq, qui n’est ni une tautologie, ni
une contradiction. La fonction génératrice de cette famille est donnée par (rappelons que T pzq est
la série génératrice des tautologies)

Ǧqpzq � �
k

q



2qq!zq�1 1p1� T pzqqq�1

,

et sa fraction limite est donc donnée par

lim
zÑρk

Ǧ1
qpzq

A1pzq � �
k

q



2qq!ρq�1

k

q � 1p1� T pρkqqq�1
lim

zÑρk

T 1pzq
A1pzq .

La sous-section 3.4.1 nous assure que limzÑρk

T 1pzq
A1pzq ¥ α, car µkpVraiq � limzÑρk

T 1pzq
A1pzq ¥ α. De plus,

nous savons que 0 ¤ T pρkq ¤ B̂pρkq   1 (car une tautologie ne peut être un arbre de taille 1), ce
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qui implique q�1p1�T pρkqqq�1 ¥ 1. Dès lors,

lim
zÑρk

G1pzq
A1pzq ¥ �

k

q



2qq!pq � 1qρq�1

k α¥ cst � kpk � 1q . . . pk � q � 1q
kq

pq � 1qp2kqqρq�1
k¥ cst � q�1¹

j�1

�
1� j

k


 pq � 1qp2kqqρq�1
k¥ cst � �1� q � 1

k


q�1 pq � 1qp2kqqρq�1
k� cst � �1�O

�
q2

k




qρk

�
1�O

�
1?
k




.

Si l’on suppose q � Θp?kq, asymptotiquement quand k tend vers �8, alors la borne supérieure
ci-dessus est d’ordre Θp 1?

k
q, et la fraction limite de la famille Gq est plus grande que cq?

k
où cq

est une constante strictement positive. Considérons la famille Ǧ � �2
?

k

q�?k
Ǧq. Sa fraction limite est

donc plus grande que la constante positive c � min
q�?k...2

?
k
cq, ce qui conclut donc la preuve du

Lemme 3.4.4, en posant β � 1
2
� c.

Nous avons aussi le résultat suivant :
Théorème 3.4.6

La distribution induite sur Fk des arbres associatifs dont la taille est mesurée en terme de
nombre total de nœuds n’exhibe pas d’effet Shannon.

Démonstration : Nous avons montré précédemment que

µk

�� 15
?

k¤
q�2

?
k

Ǧq

�
¥ c ¡ 0.

Or, la complexité des fonctions calculée par les arbres de Ǧq est q�1, et ce quel que soit q ¥ 1. Donc,
la probabilité des fonctions de complexité

?
k ¤ Lpfq ¤ 15

?
k vérifie :

µkptf | ?k ¤ Lpfq ¤ 15
?
kuq ¥ c ¡ 0,

ce qui implique l’existence d’une famille de fonctions booléennes de complexité sub-exponentielle en
k dont la proportion limite est d’ordre Θp1q quand k tend vers �8, et nie donc l’effet Shannon
(cf. Théorème 1.2.9).

3.4.3 Presque toute tautologie est simple

L’objet de cette partie est de montrer que, asymptotiquement quand k tend vers �8, presque
toute tautologie est simple. Cela permet de comparer ce nouveau modèle d’arbres à ceux déjà
étudiés dans la littérature et dans ce mémoire. Cette propriété, vraie dans tous (ou presque, cf.
Chapitre 5) les autres modèles d’arbres est aussi vérifiée ici, même si la preuve que nous en donnons
est très différente d’une approche via la théorie des motifs, car la théorie des motifs ne semble pas
s’appliquer à ce nouveau modèle.

Montrons que la fraction limite des tautologies qui ne sont pas des tautologies simples tend vers
0, asymptotiquement quand k tend vers �8 :
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Lemme 3.4.7

Asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpVraiq � µkpST q.
Démonstration Proof of Theorem 3.2.3 : Soit N la famille des tautologies qui ne sont pas simples.

Soit t P N . Supposons tout d’abord que la racine de t est étiquetée par ^. Alors, t ne peut
avoir aucune feuille de première génération. D’après la Proposition 3.3.1, la fraction limite des arbres
associatifs n’ayant aucune feuille de première génération est d’ordre 1

k3{2 . Dès lors, le sous-ensemble
des arbres de N enracinés par un ^ est négligeable devant l’ensemble des tautologies simples qui a
une fraction limite d’ordre Θp1q au vu du Lemme 3.4.3.

Soit t P N enraciné par un _ et dont exactement ℓ enfants de la racine sont des nœuds internes
en lesquels sont enracinés les sous-arbres A1, . . . , Aℓ et tels que q littéraux différentes α1, . . . , αq

apparaissent parmi les feuilles de première génération. Comme t n’est pas une tautologie simple, une
variable et sa négation ne peuvent apparaître simultanément comme étiquettes de deux feuilles de
première génération. Pour tout i P t1, . . . , ℓu, les feuilles de première génération de l’arbre Ai sont
étiquetées soit par des étiquettes de tα1, . . . , αqu, soit par de “nouvelles variables” ou leurs négations.
Montrons qu’il existe au moins un indice i P t1, . . . , ℓu tel que Ai a au moins ℓ� 1 nouvelles variables
apparaissant comme étiquettes de ses feuilles de première génération.

Raisonnons par l’absurde et supposons que, pour tout i P t1, . . . , ℓu, au moins ℓ feuilles de première
génération de Ai soient étiquetées par une nouvelle variable. Considérons le sous-arbre A1 qui est
enraciné par ^. Fixons la valeur d’une des nouvelles variables à Vrai ou Faux de façon à ce que A1

calcule Faux pour cette affectation partielle des variables. Comme t calcule la fonction constante Vrai

et non la fonction α1 _ . . ._αq, et que t est enraciné par un _, nous savons qu’il existe au moins un
sous-arbre Ap2q P tA2, . . . , Aℓu qui n’est pas une contradiction pour cette affectation.

Raisonnons par induction. Après l’étape m � 1 ¤ ℓ, nous avons affecté les “nouvelles variables”
ν1, ν2, . . . , νm�1 et au moins m�1 arbres parmi tA1, . . . , Aℓu calculent Faux. A l’étape m, remarquons
que l’un des sous-arbres, noté Apmq, n’est pas une contradiction pour cette affectation des variables,
car sinon t calcule α1 _ . . . _ αq, ce qui est absurde. L’arbre Apmq est tel que, par hypothèse, au
moins ℓ � 1 nouvelles variables apparaissent comme étiquette d’une feuille de première génération.
Nous avons affecté moins de m � 1 ¤ ℓ variables, l’une des nouvelles variables apparaissant comme
étiquette d’une feuille de première génération de Apmq n’est donc pas encore affectée, et nous pouvons
donc lui choisir une affectation telle que Apmq calcule Faux.

Ainsi, après ℓ étapes, nous avons trouvé une affectation des “nouvelles variables” telle que tous les
A1, . . . , Aℓ calculent la fonction Faux pour cette affectation partielle. Dès lors, l’arbre total t calcule
la fonction α1 _ . . ._ αq, ce qui est impossible, car, rappelons-le, t est une tautologie.

Nous avons donc démontré par l’absurde qu’il existe au moins un sous-arbre de tA1, . . . , Aℓu dont
les feuilles de première génération ont leurs étiquettes soit dans tα1, . . . , αqu, soit dans un ensemble
de cardinal plus petit que ℓ de nouvelles variables. Cela signifie que N � �k

q�0

��8
ℓ�0

M0
q,ℓ,ℓ (cf.

Section 3.3.2). Si l’on décompose cette union en trois unions distinctes, nous obtenons :

k¤
q�0

�8¤
ℓ�0

M0

q,ℓ,ℓ � ��k
1{4¤

q�0

�8¤
ℓ�0

M0

q,ℓ,ℓ

�
Y�� k¤
q�1{4 �8¤

ℓ�k
1{8 M0

q,ℓ,ℓ

�
Y�� k¤
q�1{4 k

1{8¤
ℓ�0

M0

q,ℓ,ℓ

�
.
Le Lemme 3.3.5 nous assure que le premier ensemble de cette union a une fraction limite qui tend
vers 0 quand k tend vers �8, le Lemme 3.3.6 nous assure que le second ensemble de cette union a
lui aussi une fraction limite qui tend vers 0 quand k tend vers �8, et enfin, le Lemme 3.3.4 nous
indique que la fraction limite du troisième terme de cette union vérifie :

µk

���� k¤
q�1{4 k

1{8¤
ℓ�0

M0

q,ℓ,ℓ

�
�
� O

�pk � k
1{4qk1{8 1

k3{2 
 � O

�
1
k3{8 
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et tend donc vers 0 quand k tend vers �8. Nous avons donc montré que l’ensemble des tautologies
qui ne sont pas des tautologies simples a une fraction limite qui tend vers 0 quand k tend vers �8,
et est donc négligeable devant l’ensemble des tautologies simples.

3.5 Fonctions littéral

L’objet de cette partie est d’étudier la complexité des fonctions littéral. En effet, nous avons déjà
étudié les tautologies, et donc les contradictions (par symétrie). Pour mieux comprendre le modèle,
il est intéressant de regarder les fonctions de complexité 1, même si elles ne sont a priori qu’un cas
particulier du cas général. Pour étudier ces fonctions nous allons tout d’abord nous intéresser à la
probabilité de l’ensemble des fonctions plus grandes qu’une fonction booléenne f0 fixée.

3.5.1 Probabilité des fonctions plus grandes qu’une fonction fixée f0

Définition 3.5.1

Soient f et g deux fonctions booléennes à k variables. On dira que g est plus grande que f (et
f est plus petite que g) et on notera g ¥ f , si, et seulement si, gpx1, . . . , xkq ¤ fpx1, . . . , xkq
pour tout px1, . . . , xkq P t0, 1uk.

Notre idée est de fixer une fonction booléenne f0, et de calculer la probabilité µkptf P Fk | f ¥ f0uq.
Nous allons d’abord considérer le cas particulier où f0 � x1 ^ . . .^ xp où p ¥ 1 est un entier, avant
d’étudier le cas d’une fonction f0 quelconque. Nous montrons le résultat suivant :

Proposition 3.5.2

Pour toute fonction booléenne f0 P Fn, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpf ¥ f0q � µkpVraiq.
Remarque : Par symétrie du modèle, nous avons le résultat suivant : pour toute fonction booléenne
f0 P Fn, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpf ¤ f0q � µkpFauxq � µkpVraiq.
Démonstration : Supposons tout d’abord que f0 � γ1 ^ . . . ^ γp. Comme la fonction Vrai est

plus grande que f0, nous avons l’inégalité suivante : µkpf ¥ f0q ¥ µkpVraiq ¥ α ¡ 0 (cf. Théo-
rème 3.2.3). Soit t un arbre non tautologique calculant une fonction plus grande que f0.

La famille des arbres n’ayant aucune feuille de première génération a une fraction limite d’ordre
1{k?2k, asymptotiquement quand k tend vers �8 (cf. Proposition 3.3.1) et est donc négligeable devant
µkpVraiq. Dès lors, nous pouvons supposer que t a au moins une feuille de première génération.

Si t est enraciné par un _ :
– Supposons tout d’abord qu’il existe une feuille de première génération étiquetée par l’un destγ1, . . . , γpu. La famille des arbres ayant au moins une feuille de première génération étiquetée

par un tγ1, . . . , γpu a pour série génératrice

Gppzq � 2kz � 2z � pz 1p1� B̂pzq � p2k � pqzqp1� Âpzqq � 2pz2,
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et sa fraction limite vérifie donc, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
zÑρk

G1
ppzq

A1pzq � p



2
k
,

résultat qui est en accord avec la Proposition 3.3.2. La fraction limite de ces arbres est donc
négligeable devant µkpVraiq : nous pouvons négliger cette famille.

– Supposons, au contraire, qu’aucune feuille de première génération de t n’est étiquetée par
un littéral de tγ1, . . . , γpu. Notons tα1, . . . , αqu les différents littéraux apparaissant comme
étiquettes d’une feuille de première génération. Notons ℓ le nombre d’enfants de la racine qui
sont des nœuds internes, on notera les sous-arbres enracinés en ces nœuds internes A1, . . . , Aℓ.
Comme t n’est pas une tautologie, une variables et sa négation ne peuvent apparaître toutes
deux comme étiquettes de feuilles de première génération. Les feuilles de première génération
des sous-arbres A1, . . . , Aℓ sont étiquetées, soit par des littéraux de Ω � tα1, . . . , αq, γ1, . . . , γpu
et leurs négations, soit par des “nouvelles variables”.
Supposons que pour tout i P t1, . . . , ℓu, Ai ait au moins ℓ nouvelles variables différentes appa-
raissant parmi les feuilles de première génération. Dès lors, comme nous l’avons déjà fait dans
la Sous-Section 3.4.3, nous pouvons trouver une affectation des variables tx1, . . . , xkuzΩ telle
que A1, . . . , Aℓ calculent Faux pour cette affectation (rappelons que les Ai sont tous enracinés
par ^ car t est enraciné par _). Nous pouvons donc ensuite affecter tous les α1, . . . , αq à Faux

et les γ1, . . . , γp à Vrai. Pour cette affectation, l’arbre t calcule Faux et f0 vaut Vrai, ce qui
est absurde car nous avons supposé que t calcule une fonction booléenne plus grande que f0.
Il existe donc i P t1, . . . , ℓu tel que Ai a au plus ℓ � 1 “nouvelles variables” apparaissant
comme étiquettes de feuilles de première génération. Cela implique que t appartient à la famille�k

q�0

�ℓ�1

r�0
Mp

q,ℓ,r.
La fraction limite des arbres non tautologiques calculant une fonction plus grande que f0 est
donc plus petite que celle de

�
q,ℓ¥0

�ℓ�1

r�0
Mp

q,ℓ,r, et d’après les résultats de la Section 3.3.2,
asymptotiquement quand k tend vers �8,

µk

� ¤
q,ℓ¥0

ℓ�1¤
r�0

Mp
q,ℓ,r

� � µk

���� k¤
q�1{4 k

1{8¤
ℓ�0

Mp
q,ℓ,ℓ

�
�
� O

�pk � k
1{4qk1{8 1

k3{2 
 � O

�
1
k3{8 
 .

Cette fraction limite étant négligeable devant celle des tautologies, il ne nous reste plus qu’à
étudier le cas où t est enraciné par un ^ pour en déduire la Proposition 3.5.2 pour le cas
particulier où f0 est une union de littéraux.

Supposons que t soit enraciné par un ^ et calcule une fonction plus grande que f0 � γ1^ . . .^γp.
Alors, ses feuilles de première génération doivent être étiquetées par tγ1, . . . , γpu, car sinon, il suffit
d’affecter une de ces étiquettes à Faux pour que t calcule Faux, indépendamment de f0 � γ1^ . . .^γp

alors que nous avons supposé que t calcule une fonction plus grande que f0. La famille des arbres dont
les feuilles de première génération sont étiquetées par des littéraux de tγ1, . . . , γpu a pour fonction
génératrice

Hppzq � 2kz � 2z
pB̂pzq � pzq2
1� B̂pzq � pz

et sa fraction limite est conséquemment d’ordre 1{k?2, asymptotiquement quand k tend vers �8.
Cette famille est donc négligeable devant la famille des tautologies et nous avons donc bien montré
la Proposition 3.5.2 dans le cas particulier où f0 est une union de littéraux.

Étudions maintenant le cas général : f0 quelconque. Toute fonction booléenne peut s’écrire
sous la forme f0 � pγ1^ . . .^γpq_g0 avec p ¥ 1 un entier, tγ1, . . . , γpu des littéraux et g0 une fonction
booléenne. Dès lors, d’après le cas particulier étudié ci-dessus, asymptotiquement quand k tend vers�8,

µkpVraiq ¤ µkpf ¥ f0q ¤ µkpf ¥ γ1 ^ . . .^ γpq � µkpVraiq
ce qui termine la preuve de la Proposition 3.5.2.
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3.5.2 Probabilité d’une fonction littéral

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le Théorème 3.2.4.
Définition 3.5.3

Un arbre associatif booléen est un simple-x s’il est enraciné par un _ (resp. ^), si sa racine
a deux enfants, l’un étant une feuille étiquetée par x et l’autre étant une tautologie (resp.
contradiction). On note X la famille des simple-x.

Lemme 3.5.4

Asymptotiquement quand k tend vers �8, la fraction limite des simple-x vérifie

µkpX q � µkpVraiq
2k2

.

Démonstration : La fonction génératrice des simple-x est donnée par

Xpzq � 2z2T pzq,
où T pzq est la fonction génératrice des tautologies, et donc, sa fraction limite vérifie (cf. Lemme 1.5.1),

µkpX q � lim
zÑρk

X 1pzq
A1pzq � 2ρ2

k lim
zÑρk

T 1pzq
A1pzq .

Comme T 1pzq
A1pzq tend vers µkpVraiq quand z tend vers ρk et comme ρk � 1{2k quand k tend vers �8

(cf. Proposition 3.2.6), nous pouvons conclure la preuve.

Théorème 3.5.5

Pour toute fonction littéral f , asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpfq � µkpX q.
Démonstration : Au vu du Lemme 3.5.4, nous savons que

µkpfq ¥ µkpVraiq
2k2

¥ α

2k2

quand k tend vers �8 (cf. Lemme 3.4.3 pour la définition de α). Soit t un arbre calculant la fonc-
tion littéral f � x. Supposons que cet arbre soit enraciné par ^ (le cas où la racine est étiquetée
par _ se traite de manière identique). La fraction limite de la famille des arbres A

p0q
x calculant x et

n’ayant aucune feuille de première génération ne dépend pas du choix de x parmi les 2k littérauxtx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku. Dès lors, via la Proposition 3.3.1, comme Ap0q � �
x littéral

A
p0q
x , asymptotique-

ment quand k tend vers �8,

2kµkpAp0q
x q ¤ µkpAp0qq � 1

k
?

2k
.

Nous en déduisons que la fraction limite des arbres calculant x et n’ayant aucune feuille de première
génération est d’ordre Opk�5{2q, et est donc négligeable devant la famille des simple-x. Nous pouvons
donc négliger cette famille et nous concentrer sur la famille des arbres ayant au moins une feuille de
première génération.

Notons que les feuilles de première génération de t doivent toutes être étiquetées par x, et que,
de plus, chaque sous-arbres enraciné en un nœud interne de première génération doit calculer une
fonction plus grande que x (au sens de la Définition 3.5.1). Nous en déduisons qu’un arbre calculant
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x est presque sûrement, asymptotiquement quand k tend vers �8, un arbre enraciné par ^ (resp._), ayant au moins une feuille de première génération, dont les feuilles de première génération sont
étiquetées par x et dont les sous-arbres enracinée en des nœuds internes de première génération
calculent des fonction plus grandes que x (resp. plus petites que x).

On notera Lxpzq la fonction génératrice des arbres calculant une fonction plus grande que x. Au
vu de la Proposition 3.5.2, nous avons, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
zÑρk

L1xpzq
A1pzq � µkpVraiq.

Par symétrie, la série génératrice des arbres calculant des fonctions plus petites que x est égale à
Lxpzq. La série génératrice des arbres non négligeables calculant x est donc donnée par

Txpzq � 2z
z

1� z

1
1� Lxpzq � 2z2

et sa fraction limite vérifie, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpTxq � 2ρk

1� ρk

lim
zÑρk

L1xpzq
A1pzq � µkpVraiq

2k2
.

Nous en concluons que, asymptotiquement quand k tend vers �8
µkpxq � µkpX q � µkpVraiq

2k2
.

Les preuves développées dans cette Section sont généralisables pour toute conjonction ou dis-
jonction de littéraux : par exemple ppx1, . . . , xkq ÞÑ x1^x2^x3q. Nous ne détaillons pas ces preuves,
mais il est possible de montrer le lemme suivant :

Lemme 3.5.6

Pour tout entier p ¥ 2, pour toute fonction pf : px1, . . . , xkq ÞÑ α1 � . . . � αpq où α1, . . . , αp

sont des littéraux deux à deux distincts (ne contenant pas une variable et sa négation) et où� P t^,_u, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpfq � µkpVraiq
kp�1

� µkpVraiq
kLpfq .

3.6 Cas général : arbres minimaux et expansions.

La preuve complète de la Conjecture 3.2.5 n’est pas encore établie. Nous avons pour idée de
suivre les étapes utilisées pour le modèle de l’implication dans [FGGG12] : il s’agit de montrer que,
asymptotiquement quand k tend vers �8, presque tout arbre calculant f est une expansion d’un
arbre minimal de f . Pour ce faire, nous calculons tout d’abord la fraction limite des expansions
d’arbres minimaux de f , puis, nous montrons que les expansions d’expansions sont négligeables
devant les expansions d’arbres minimaux de f , et enfin, nous conjecturons que les arbres calculant
f , qui ne sont pas expansions (ou issus d’expansions successives) d’un arbre minimal de f , mais
de ce que nous appellerons un arbre irréductible, sont eux aussi négligeables. En pratique, si les
preuves des deux premières étapes sont établies et détaillées dans cette partie, le traitement des
arbres irréductibles reste ouvert.
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3.6.1 Expansions

La notion d’expansion est la même que celle introduite dans le traitement des arbres associatifs
du Chapitre 2 (cf. Définition 2.5.2). Ceci dit, il semble qu’il suffise dans ce nouveau modèle, de
considérer les T-expansions, et non les X-expansions (cf. Définition 2.5.3), cela car les tautologies
ont une fraction limite d’ordre Op1q alors que les arbres calculant un littéral ont une fraction limite
d’ordre Op1{k2q (soit inférieur de deux ordres de grandeurs et non d’un seul comme dans le cas étudié
dans le chapitre précédent.), asymptotiquement quand k tend vers �8.

Nous reprenons la notion d’expansion définie en Définition 2.5.2. Pour toute famille d’arbres T ,
on note EpT q l’ensemble des T-expansions d’arbres de T . On notera EqpT q les arbres obtenus après
q T-expansions consécutives à partir d’arbres de T , et E�pT q � �

q¥0 EpT q.
Remarquons que si l’on fait deux expansions successives en un arbre t, et si la seconde expansion

est faite en un nœud de l’arbre greffé lors de la première expansion, alors, l’arbre obtenu est une
T-expansion de t. Tout au long de notre étude, il nous suffit donc de considérer des expansions faites
successivement en des nœuds de l’arbre de départ.
Proposition 3.6.1

Asymptotiquement quand k tend vers �8, la fraction limite de E�pMf q � �
q¥0EpT q, est

équivalente à la fraction limite de EpMf q. De plus,

µkpEpMf qq � Θ
�

1
kLpfq
 .

Comme tout arbre de E�pMf q calcule f , nous avons :

µkpfq ¥ µkpE�pMf qq � Θ
�

1
kLpfq
 .

Démonstration : Soit Φqpzq la série génératrice des arbres obtenus après q expansions successives d’un
arbre minimal de f , chaque expansion étant faite en un nœud de l’arbre minimal de départ. Étant
donné un arbre te, le nombre de façons différentes de greffer cet arbre dans un arbre minimal t de f
est donnée par

Pt � ¸
i nœud interne de t

pdpiq � 1q
où dpiq est l’arité du nœud i. Dès lors,

Pt � it � |t| � 1

où it est le nombre de nœuds internes de t, et |t| la taille de t. Comme t est minimal et comme
1 ¤ it ¤ tLpfq

2
u (la forme binaire est celle qui maximise le nombre de nœuds internes, et un arbre

binaire à m feuilles a m� 1 noeuds internes),

Lpfq ¤ Pt ¤ 3Lpfq
2

.

Si q � 1,

Φ1pzq   mfz
Lpfq 3Lpfq

2
T pzq,

où mf est le nombre d’arbres minimaux de f , où T pzq est la fonction génératrice des tautologies 3, ce
qui implique

mfLpfqρLpfq
k lim

zÑρk

T 1pzq
A1pzq ¤ µkpEpMf q ¤ mf

3Lpfq
2

ρ
Lpfq
k lim

zÑρk

T 1pzq
A1pzq .

3. Rappelons que Apzq   Bpzq si, et seulement si, pour tout entier n, rznsApzq ¤ rznsBpzq
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Comme, asymptotiquement quand k tend vers �8, µkpVraiq � Θp1q (cf. Théorème 3.2.3), et comme
ρk � 1

2k
quand k tend vers �8, nous obtenons

µkpEpMf qq � Θ
�

1
kLpfq
 .

Si l’on fait q expansions successives en des nœuds d’un arbre minimal de f , il y a au plus t3{2Lpfqu
emplacements différents pour la première, t3{2Lpfqu� 1 pour la seconde, et ainsi de suite. Dès lors,

Φqpzq   mfz
Lpfq�t3{2Lpfqu� q

q



T pzqq

ce qui implique

µkpEqpMf qq � lim
zÑρk

Φ1
qpzq
A1pzq ¤ mfρ

Lpfq
k

�t3{2Lpfqu� q

q



qT pρkqq�1 lim

zÑρk

T 1pzq
A1pzq¤ mfρ

Lpfq
k q

�t3{2Lpfqu� q

q



T pρkqq�1µkpVraiq.

Si q ¥ 2, asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpEqpMf qq ¤ βmf q

�t3{2Lpfqu� q

q



ρ

Lpfq
k T pρkqq�1,

où la constante β vérifie 0   β ¤ µkpVraiq (pour tout entier k) est définie dans le Théorème 3.2.3.
Pour conclure,

µkpEq¥2pMf qq ¤ βmfρ
Lpfq
k

q̧¥2

q

�t3{2Lpfqu� q

q



T pρkqq�1� βmfρ

Lpfq
k

q̧¥1

pq � 1q�t3{2Lpfqu� pq � 1qpq � 1q 

T pρkqq� mfρ

Lpfq
k T pρkq

q̧¥1

pq � 1q�t3{2Lpfqu� pq � 1qpq � 1q 

T pρkqq�1.

Comme pq � 1q�t3{2Lpfqu� pq � 1qpq � 1q 
 � C�q�1

q
q
�

C�q
q

�
, on obtient,

µkpEq¥2pMf qq ¤ pC � 2qmfρ
Lpfq
k T pρkq

q̧¥1

q

�t3{2Lpfqu� q

q



T pρkqq�1

D’après [GKP94, page 174], pour tout C P N,

m̧¥0

�
C �m

m



zm � 1p1� zqC�1

. (3.3)

Dès lors,

m̧¥1

m

�
C �m

m



zm�1 � C � 1p1 � zqC�2

,

et

µkpEq¥2pMf qq ¤ βmfρ
Lpfq
k T pρkq t3{2Lpfqu� 1p1 � T pρqqt3{2Lpfqu�2

.

Enfin, comme T pρkq ¤ B̂pρkq ¤ 1{?2k (car une tautologie ne peut être un arbre de taille 1),

µkpE¥2pMf qq � O

�
1

kLpfq�1{2 
 .
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3.6.2 Arbres irreductibles
Définition 3.6.2

Soit t un arbre associatif. Si t ne peut être obtenu comme T-expansion (valide) d’un arbre
plus petit, alors t est un arbre irréductible. On notera If l’ensemble des arbres irréductibles
calculant f qui ne sont pas des arbres minimaux de f .

Un arbre calculant f est une expansion (ou issu d’une succession d’expansions) soit d’un arbre
minimal de f , soit d’un arbre irréductible de f :

µkpfq ¤ µkpE�pMf qq � µkpE�pIf qq. (3.4)

Conjecture 3.6.3

Asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpE�pIf qq � o

�
1

kLpfq
 .
Montrer cette conjecture permettrait de prouver la Conjecture 3.2.5.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons ébauché l’étude d’un nouveau modèle d’arbres associatifs dans
lequel la taille d’un arbre est calculée en terme de nœuds, et non plus en terme de feuilles. Ce
changement, minime à première vue, met en échec les approches utilisées dans les cas classiques
d’arbres aléatoires, notamment la théorie des motifs de Kozik. Dans ce chapitre, nous étudions la
probabilité des fonctions constantes, celle des fonctions littéral et présentons les premières étapes
d’une étude possible du cas général.

La preuve de la Conjecture 3.2.5 reste ouverte. Nous avons montré qu’un moyen de clore cette
preuve est de terminer l’étude des arbres irréductibles en démontrant la Conjecture 3.6.3.

Il est remarquable que, bien que les méthodes de preuve usuelles s’avèrent inefficaces, nous
conjecturons un comportement similaire à celui des distributions arborescentes usuelles (cf. Cha-
pitre 2), à savoir un comportement de µkpfq en 1

kLpfq quand k tend vers �8. Ce modèle n’est donc
finalement pas si différent du modèle où la taille est mesurée en nombre de feuilles.



Chapitre 4

Arbres implicatifs généraux

4.1 Des arbres implicatifs non binaires, non plans

L’idée de ce chapitre est la même que celle du Chapitre 2 : il s’agit de définir de nouveaux mo-
dèles d’arbres prenant en compte les propriétés logiques inhérentes au connecteurs logiques. Dans
ce chapitre, nous nous intéressons aux arbres implicatifs, dont les nœuds internes sont donc tous
étiquetés par le connecteur Ñ. Ce connecteur a la propriété suivante : toute formule implicative
s’écrit pA1 Ñ pA2 Ñ . . . pAp Ñ αqqq où A1, . . . , Ap sont des formules implicatives, et l’ordre des
prémisses A1, . . . , Ap n’influe pas la fonction booléenne calculée par cette formule. D’un point de
vue arborescent, un arbre de l’implication binaire plan peut être décrit comme une branche droite
de longueur p de nœuds internes étiquetés par Ñ, dont les fils gauches sont des arbres implica-
tifs T1, . . . , Tp et dont la feuille extrême est étiquetée par un littéral positif α P tx1, . . . , xku. Les
arbres obtenus par permutation des arbres T1, . . . , Tp calculent tous la même fonction booléenne
(cf. Figure 4.1).

Afin de prendre en compte cette propriété, nous représenterons la formule booléenne pA1 ÑpA2 Ñ . . . pAp Ñ αqqq par un arbre non-binaire, non-plan, dont la racine est étiquetée par α, et
donc les sous-arbres représentent les formules A1, . . . , Ap. Ce modèle est un nouveau modèle prenant
en compte les propriétés logiques du connecteur Ñ. La taille d’un tel arbre implicatif sera le nombre
de ses feuilles, et donc le nombre de littéraux intervenant dans la formule implicative associée : cette
notion de taille est bien la même que dans le cas binaire plan, et les comparaisons entre ces deux
modèles seront donc sensées.

Considérons la distribution uniforme sur les arbres implicatifs généraux de taille n étiquetés
sur k variables : nous montrerons que la suite des distributions induites sur Fk converge vers
une distribution limite µk quand n tend vers �8. L’objet de ce chapitre est d’étudier µk et de
comparer cette nouvelle distribution à celle obtenue dans l’étude de arbres implicatifs binaires
plans (cf. Section 1.3.2). Nous verrons que les méthodes utilisées dans le cas classique s’adaptent
sans difficulté à ce nouveau modèle et que les raisonnements deviennent plus simples de par la
structure minimaliste des arbres considérés : l’information superflue du connecteur Ñ qui apparaît
sur tous les nœuds internes dans le cas binaire plan est ici sous-entendue. Par ailleurs, cette nouvelle
distribution a un comportement très similaire à celle du cas classique, même si nous verrons que les
deux distributions ne sont pas égales.

La Section 4.2 définit le modèle étudié et énonce le résultat principal de ce chapitre ; elle contient
aussi la preuve de l’existence de la distribution asymptotique quand n tend vers �8 (via le théorème
de Drmota-Lalley-Woods). La Section 4.3 est consacrée à l’étude des tautologies dans ce modèle :
nous y montrons en particulier que, asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute tauto-
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logie est simple. La Section 4.4 est consacrée à la preuve du résultat principal : les méthodes utilisées
sont celles introduites dans le cadre du modèle implicatif classique (cf. Fournier et al. [FGGG12]).

4.2 Description du modèle et résultat principal

Définition 4.2.1

Une formule (ou expression) implicative est soit une variable de tx1, . . . , xku, soit une
expression de la forme tA1, A2, . . . Apu Ñ α où A1, . . . , Ap sont des formules implicatives, et α
un littéral de tx1, . . . , xku. L’ordre des prémisses A1, . . . , Ap ne change pas la fonction booléenne
calculée par cette expression : toutes les expressions tAσp1q, Aσp2q, . . . , Aσppqu Ñ α où σ est une
permutation de t1, . . . , pu sont égales. La variable α est le but de cette expression. La taille d’une
formule est le nombre de variables qui y apparaissent, en comptant les éventuelles répétitions.

Remarque : Rappelons qu’une variable est un élément de tx1, . . . , xku, et qu’un littéral est
une variable ou la négation d’une variable. Comme dans ce chapitre, nous ne considérons que des
littéraux positifs, les termes variable et littéral représentent le même objet, à savoir un élément detx1, . . . , xku.
Exemple : Les deux formules tpx1 Ñ x2q, x1u Ñ x3 et tx1, px1 Ñ x2qu Ñ x3 représentent la même
fonction booléenne ppx1, . . . , xkq ÞÑ px1 ^ px1 Ñ x2qq Ñ x3q. Ces deux formules sont de taille 4.

Les formules implicatives peuvent être représentées par des arbres. Considérer des arbres non
plans nous permet de représenter par un même arbre les expressions identiques à permutation des
prémisses près.

Définition 4.2.2 (cf. Figure 4.1)

Un arbre général implicatif est un arbre non plan enraciné dont les nœuds sont étiquetés par
des variables de tx1, . . . , xku. La taille d’un arbre général implicatif sera le nombre total de ses
nœuds. L’ensemble de tous les arbres généraux implicatifs est noté I, et le nombre de ces arbres
de taille n est noté In,k.

Les arbres généraux implicatifs sont une représentation naturelle des expressions implicatives :
l’étiquette de la racine est le but de l’expression représentée par un arbre, et les sous-arbres en sont
les prémisses. Les deux notions de taille sont elles aussi cohérentes : un arbre de taille n représente
une formule de taille n.

Définition 4.2.3

Soit f P Fk. On note In,kpfq le nombre d’arbres implicatifs généraux calculant f et

µn,kpfq � In,kpfq
In,k

la proportion d’arbre de taille n calculant f . On s’intéresse à la limite de cette proportion quand
n tend vers �8 :

µkpfq � lim
nÑ�8µn,kpfq,

et on appelle cette limite, si elle existe, probabilité de f .
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α

T1 T2 · · · Tp

Figure 4.1 – Cet arbre est un arbre général implicatif qui représente l’expression
A1 Ñ pA2 Ñ pA3 Ñ . . . pAp Ñ αqqq où A1, . . . , Ap sont les expressions représentées

par les arbres généraux implicatifs T1, . . . , Tp.

x1

x3

x1

x2 x1 x1 x2

x3

x1

Figure 4.2 – Cet arbre général implicatif représente la fonction booléenneppx1, . . . , xkq ÞÑ px3 Ñ x1qq.
Remarque : Comme signalé en préliminaire de ce mémoire, le système logique de l’implication
n’est pas complet. Une fonction booléenne non expressible dans ce système aura donc une probabilité
nulle dans ce modèle. Il nous sera parfois nécessaire de ne considérer que les fonctions expressibles
dans le système de l’implication : nous noterons Ek cet ensemble.

Lemme 4.2.4

Pour toute fonction f P Ek, la probabilité

µkpfq � lim
nÑ�8µn,kpfq

existe et est strictement positive.

Démonstration : La famille des arbres généraux implicatifs est décrite par la spécification suivante :

I � L� multisetpIq,
où L est l’ensemble des variables tx1, . . . , xku. Par la méthode symbolique, la série génératrice des
arbres généraux implicatifs est donc donnée par

Ipzq �
ņ¥1

In,kz
n � kz exp

�
i̧¥1

P pziq
i

�
.

Pour toute fonction booléenne fixée, posons

If pzq �
ņ¥1

In,kpfqzn.
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Via la méthode symbolique, nous obtenons

If pzq � z l1tf litu � z

ķ

j�1

�8̧
ℓ�1

¸tg1,...,gℓuÑxj�f

ℓ¹
p�1

exp

��8̧
i�1

Igp
pziq
i

�
,

où l1tf litu vaut 1 si f est une fonction littéral et 0 sinon, où l’indice j correspond au choix de la
variable qui étiquette la racine de l’arbre et l’indice ℓ représente le nombre de fonctions booléennes
deux à deux distinctes calculées par au moins un sous-arbre de la racine. La somme intérieure se fait
donc sur tous les différents choix de ℓ fonctions booléennes distinctes vérifiant la condition indiquée.
Cette équation étant vérifiée pour toute fonction booléenne f de Fk, l’ensemble des ces équations
forme un système d’équations fonctionnelles.

Remarque : Le théorème de Drmota-Lalley-Woods nécessite une hypothèse de forte connexité du
graphe de dépendance du système d’équations fonctionnelles. Pour que cette hypothèse soit vérifiée,
il ne faut considérer que les fonctions booléennes expressibles dans le système de l’implication, i.e. les
fonctions de Ek, par définition.

Le théorème de Drmota-Lalley-Woods [Drm09, Lal93, Woo97] (cf. [FS09, page 489]) peut être
appliqué à ce système (une vérification des hypothèses dans le cadre du modèle des arbres binaires
de l’implication peut être lue dans [FGGG12] ; nous ne détaillons pas cette vérification ici) : les séries
génératrices pIf pzqqfPEk

ont toutes la même singularité ηk, et cette singularité est de type racine
carrée. Le lemme de transfert de Flajolet et Odlyzsko [FO90] permet donc d’affirmer que, pour toute
fonction booléenne de Ek, il existe une constante ckpfq ¡ 0 telle que, asymptotiquement quand n

tend vers �8,
In,kpfq � ckpfqn�3{2η�n

k .

Notons que, asymptotiquement quand n tend vers �8,

In,k �
f̧PEk

In,kpfq � ckn
�3{2η�n

k ,

où ck �°
fPEk

ckpfq ¡ 0. Dès lors, asymptotiquement quand n tend vers �8,

µn,kpfq � In,kpfq
In,k

� ckpfq
ck

¡ 0,

et µkpfq existe pour tout f P Ek et est strictement positive.

L’objectif de ce chapitre est d’étudier la probabilité d’une fonction f , notamment en fonction
de sa complexité. Nous allons montrer le théorème suivant :
Théorème 4.2.5

Soit f une fonction booléenne de Ek dont le nombre de variables essentielles Epfq ne dépend
pas de k. Alors, il existe une constante λf ¡ 0 telle que, asymptotiquement quand k tend vers�8,

µkpfq � λf

kLpfq�1
�O

�
1

kLpfq�2



.

4.3 Tautologies

La première étape de la preuve du Théorème 4.2.5 est l’étude des tautologies, i.e. de la fonction
constante Vrai. Pour énumérer les tautologies, nous allons montrer que, asymptotiquement quand k
tend vers �8, presque toute tautologie est simple. Nous suivons les étapes de la preuve développée
dans le cadre des arbres binaires plans de l’implication (cf. [FGGZ10]).
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Définition 4.3.1 (cf. Figure 4.3)

Une tautologie simple est un arbre général implicatif dont exactement une prémisse est de
taille 1 et est étiquetée par la même variable que la racine. Si cette variable est x, on dira que
cette tautologie simple est réalisée par x.

x

x T1 · · · Tp

Figure 4.3 – Une tautologie simple réalisée par la variable x.

Définition 4.3.2 (cf. Figure 4.4)

Une simple non-tautologie est un arbre général implicatif dont l’étiquette de la racine est
différent des étiquettes de tous ses enfants.

x

xi1

· · ·

xi2

· · ·

· · · xip

· · ·

Figure 4.4 – Une simple non-tautologie : x R txi1
, . . . , xip

u.
Définition 4.3.3 (cf. Figure 4.5)

Une non-tautologie moins simple est un arbre général implicatif tel que
– exactement un enfant de la racine, noté s, a la même étiquette x que la racine,
– le sous-arbre enraciné en s est de taille au moins 2,
– toute étiquette d’un enfant de s est différente de toutes les étiquettes des nœuds à hauteur 1

dans l’arbre, et tous les petits-enfants de s ont une étiquette distincte de x et de l’étiquette
de leurs parents respectifs.

Remarque : Comme leurs noms l’indiquent, les tautologies simples calculent la fonction constante
Vrai, et que les non-tautologies simples ainsi que les non-tautologies moins simples ne calculent pas
la fonction Vrai.

Nous allons montrer que presque toute formule est, asymptotiquement quand k tend vers �8,
une tautologie simple, une non-tautologie simple ou une non-tautologie moins simple. Ce résul-
tat impliquera que, asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute tautologie est une
tautologie simple.

On notera ST l’ensemble des tautologies simples, N ST and LN ST les ensemble des non-
tautologies simples et des non-tautologies moins simples respectivement. De plus, on notera STn,k,
NSTn,k et LNSTn,k respectivement, le nombre de tautologies simples, non-tautologies simples et
non-tautologies moins simples de taille n et étiquetées sur k variables.
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x

y1

· · ·

y2

· · ·

· · · yr

· · ·

x

T1 · · · Tp

les (Ti)i=1...p sont des arbres enracinés respectivement par les
wi /∈ {x, y1, . . . , yr} et dont les nœuds de première génération sont étiquetés

par les zij /∈ {x, wi} :

wi

zi1

· · ·

zi2

· · ·

· · · ziq

· · ·

Figure 4.5 – Une non-tautologie moins simple.

Théorème 4.3.4

Asymptotiquement quand k tend vers �8, presque toute tautologie est simple. Autrement dit,
asymptotiquement quand k tend vers �8,

µkpVraiq � lim
nÑ�8 STn,k

In,k

.

Pour montrer ce résultat, nous allons montrer que, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
nÑ�8 STn,k �NSTn,k � LNSTn,k

In,k
� 1�O

�
1
k2



,

ce qui impliquera

µkpVraiq � lim
nÑ�8 STn,k

In,k
�O

�
1
k2



.

La proposition suivante nous assure que limnÑ�8 STn,k

In,k
est d’ordre 1

k
et que les termes en O

�
1

k2

�
sont en effet négligeables devant la contribution des tautologies simples.

Proposition 4.3.5

Asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
nÑ�8 STn,k

In,k

� 1
ek

�O

�
1
k2



.
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Démonstration : Par définition, l’ensemble des tautologies simples est défini par la spécification sui-
vante :

L�Z � multisetpIzZq,
où I et L sont respectivement l’ensemble des arbres généraux implicatifs et l’ensemble des variablestx1, . . . , xku, et Z est l’ensemble constitué d’une seule variable. L’occurrence du Z dans la spécification
correspond à l’unique occurrence de la variable de la racine parmi les nœuds de première génération.
Par la méthode symbolique, la fonction génératrice des tautologies simples est donc donnée par

ST pzq � kz2 exp

�
i̧¥1

Ipziq � zi

i

� � zIpzq exp

��
i̧¥1

zi

i

� � zp1� zqIpzq. (4.1)

Nous pouvons déduire de cette équation que les fonctions génératrices ST pzq et Ipzq ont la même
singularité dominante ηk, et que cette singularité est de type racine carrée. Dès lors,

lim
nÑ�8 STn,k

In,k

� lim
zÑηk

ST 1pzq
I 1pzq .

Nous avons
ST 1pzq
I 1pzq � p1� zqIpzq

I 1pzq � zIpzq
I 1pzq � zp1� zqI 1pzq

I 1pzq .

Comme ηk est une singularité de type racine carrée de I, nous savons que I 1pzq tend vers �8 quand
z tend vers ηk. Dès lors, les deux premiers termes de cette somme tendent vers 0 quand z tend vers
ηk, et

lim
zÑηk

ST 1pzq
I 1pzq � ηkp1 � ηkq.

A défaut de connaître une formule close pour ηk, il nous faut déterminer son comportement asymp-
totique quand k tend vers �8 : via une application du théorème des fonctions implicites (cf. [Drm09,
Theorem 2.19]), pηk, Ipηkqq vérifie le système d’équations"

Y � kXQpXqeY

1 � kXQpXqeY

où Qpzq � exp
�°

i¥2

Ipziq
i

	
est une fonction analytique en ηk. Dès lors, Y � 1 et X � 1

keQpXq .
Comme Qpzq ¥ 1 pour tout réel positif z, et comme X � ηk est un réel positif, nous obtenons
X � O

�
1

k

�
. Pour tout entier i ¥ 2,

IpX iq �
ņ¥1

In,kX
in � X i�1

ņ¥1

In,kX
ipn�1q�1 ¤ X i�1

ņ¥1

In,kX
n � X i�1IpXq.

Donc, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lnQpXq �
i̧¥2

IpX iq
i

¤ IpXq
i̧¥2

X i�1

i
� Y

X
i̧¥2

X i

i
� 1
X
p� lnp1�Xq �Xq � X � O

�
1
k



.

Autrement dit, QpXq � 1�O
�

1

k

�
, et X � 1

ek
�O

�
1

k2

�
. En réinjectant ce développement asymptotique

dans le système, il est possible d’obtenir

ηk � 1
ek

� 1
2e2k2

�O

�
1
k3



,

développement qui nous sera utile plus tard. Nous obtenons donc finalement, grâce au premier ordre
du développement de ηk, limzÑηk

ST 1pzq
I1pzq � ηkp1� ηkq � 1

ek
�O

�
1

k2

�
.

Résumons dans le lemme suivant les résultats obtenus sur la singularité dominante de Ipzq :
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Lemme 4.3.6

Soit Ipzq � °
n¥1 In,kz

n la fonction génératrice des arbres généraux implicatifs, et soit ηk sa
singularité dominante. Alors,

ηk � 1
ek

� 1
2e2k2

�O

�
1
k3



,

et
Ipηkq � 1.

Proposition 4.3.7

Asymptotiquement quand k tend vers �8, limnÑ�8 SNTn,k

In,k
� 1� 2

k
�O

�
1

k2

�
.

Démonstration : L’ensemble des non-tautologies simples vérifie la spécification suivante :

SN T � L� multisetppLzZq � multisetpPqq.
Comme, par la méthode symbolique, le terme pLzZq � multisetpPq donne un termepk � 1qz exp

�
i̧¥1

Ipziq
i

� � k � 1
k

Ipzq
dans la fonction génératrice de SN T , on a :

SNT pzq � kz exp

�
k � 1
k

i̧¥1

Ipziq
i

� � kz

�
Ipzq
kz


 k�1

k � pkzq1{kIpzq k�1

k .

Dès lors,

SNT 1pzq � 1
k
pkzq 1�k

k Ipzq k�1

k � k � 1
k

pkzq1{kI 1pzqIpzq k�1�k
k .

Si l’on divise SNT 1pzq par I 1pzq et si l’on considère la limite quand z tend vers ηk, le premier terme
de la somme tend vers 0. Comme de plus Ipηkq � 1, nous obtenons

lim
nÑ�8 SNTn,k

In,k

� lim
zÑηk

SNT 1pzq
I 1pzq � k � 1

k

�
1
e


1{k�O

�
1
k2


 � �
1� 1

k


2�O

�
1
k2


 � 1�2
k
�O

�
1
k2



,

ce qui conclut la preuve.

Proposition 4.3.8

Enfin, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
nÑ�8 LSNTn,k

In,k
� 2� 1{e

k
�O

�
1
k2



.

Démonstration : Si l’on exige qu’au moins deux étiquettes parmi y1, . . . , yr (cf. Figure 4.5) soient égales,
cette contrainte supplémentaire rajoute un facteur 1

k
asymptotiquement quand k tend vers �8. Dès

lors, la famille des non-tautologies moins simples vérifiant cette contrainte est négligeable devant les
non-tautologies moins simples ne la vérifiant pas. Cet argument qualitatif pourrait être justifié par
le calcul en utilisant la méthode symbolique ainsi que la manipulation des séries génératrices. Nous
omettons les détails.
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Supposons dès lors que les étiquettes y1, . . . , yr sont deux à deux distinctes. On fixe l’entier r ¥ 0
et les variables tx, y1, . . . , yru. Soit Gpzq la fonction génératrice des arbres de la forme des pTiqiPt1,...,pu
(cf. Figure 4.5). La racine des pTiqiPt1,...,pu doit être étiquetée par une variable qui n’appartient pas àtx, y1, . . . , yru et deux variables sont interdites pour l’étiquetage des nœuds de la première génération :
on notera Tr la famille des arbres vérifiant ces contraintes. La série génératrice de Tr est donnée par

Gpzq � pk�r�1qz exp

�
i̧¥1

k � 2
k

Ipziq
i

� � pk�r�1qz exp

�
i̧¥1

Ipziq
i

�k�2

k � pk�r�1qz� Ipzq
kz


 k�2

k

,

(4.2)

car Ipzq � kz
°

i¥1

Ipziq
i

. La famille des non-tautologies moins simples est définie par la spécification
suivante :

LSN T � L�Z � ¤
r¥0

�
k � 1
r


pZ � multisetpIqqr � pmultisetpTrqztHuq.
Le terme L � Z représente la racine et la feuille de première génération qui a la même étiquette
que la racine, et le terme

�
k�1

r

�
compte le nombre de choix possibles pour les variables y1, . . . , yr.

Comme les sous-arbres enracinés en y1, . . . , yr sont, de fait, tous différents, le terme Z�multisetpIq
représente la famille eds arbres dont la racine est déjà étiquetée, ce terme est élevé à la puissance r
pour représenter un ensemble (et non un multi-ensemble) de r arbres dont la racine est déjà étiquetée
(c’est un ensemble car les racines des arbres de cet ensemble sont distinctes deux à deux). Enfin,
l’arbre enraciné en x a pour sous-arbres des arbres de la forme des pTiqiPt1,...,pu (cf. Figure 4.5) mais
ne peut être réduit au nœud x. Via la méthode symbolique, nous avons donc, comme la fonction
génératrice de Z � multisetpIq est donnée par Ipzq

k

LSNT pzq � kz2

ŗ¥0

�
k � 1
r


�
Ipzq
k


r
�

exp

�
i̧¥1

Gpziq
i

�� 1

�� kz2

ŗ¥0

�
k � 1
r


�
Ipzq
k


r

��exp

��
i̧¥1

pk � r � 1qzi

i

�
Ipziq
kzi


 k�2

k

�
� 1

�
.
Notons Qpzq � exp

�°
i¥2

pk�r�1qzi

i

�
Ipziq
kzi

	 k�2

k



, de sorte que

LSNT pzq � kz2

ŗ¥0

�
k � 1
r


�
Ipzq
k


r �
e

Ipzq
kz Qpzq � 1

	
.

Dès lors, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
zÑηk

LSNT 1pzq
I 1pzq � kη2

k

ŗ¥0

�
k � 1
r



Ipηqr�1

kr
���

k � 2
k

pk � r � 1qηk

�
Ipzq
kηk


 k�2

k � r

�
Qpηkqepk�r�1qηk

�
Ipηkq
kηk

	 k�2

k � r

�
.

Il est possible de voir que tronquer cette somme à k
3

ne change pas le comportement asympto-
tique quand k tend vers �8. Comme pk � 1qr{kr � 1 quand k tend vers �8. De plus, au vu du
Lemme 4.3.6, Ipηkq � 1 et ηk � 1

ek
asymptotiquement quand k tend vers �8. Dès lors, Qpηkq � 1,

et, asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
zÑηk

LSNT 1pzq
I 1pzq � 1

ke2

r k
3
ş

r¥0

pk � 1qr
r!kr

��
k � 2
k

pk � r � 1q 1{kep1{eq k�2

k

� r

�
epk�r�1q 1

ek
e

k�2

k � r

�
,
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ce qui implique

lim
zÑηk

LSNT 1pzq
I 1pzq � 1

ke2

r k
3
ş

r�0

1
r!
ppr � 1qe� rq � 2

k
� 1

ek
.

Il est intéressant de noter que les tautologies simples, non-tautologies simples et non-tautologies
moins simples jouent exactement le même rôle que dans le modèle de l’implication classique (cf. [FGGZ07]),
et qu’elles suffisent à décrire, asymptotiquement quand k tend vers l’infini, tous les arbres typiques.
Démonstration du Théorème 4.3.4 : Les Propositions 4.3.5, 4.3.7 et 4.3.8 impliquent que, asympto-

tiquement quand k tend vers �8,

lim
nÑ�8 STn,k �NSTn,k � LNSTn,k

In,k

� 1�O

�
1
k2



,

ce qui implique donc

µkpVraiq � lim
nÑ�8 STn,k

In,k

�O

�
1
k2



.

4.4 Probabilité d’une fonction générale

Pour démontrer le Théorème 4.2.5, nous adaptons les idées utilisées dans [FGGG12] et nous
définissons les expansions d’un arbre général implicatif.

Définition 4.4.1

Étant donné un arbre général implicatif t, nous appelons expansion de t un arbre obtenu en
ajoutant à un nœud ν de t un nouveau sous-arbre te.

– Si cette expansion calcule la même fonction booléenne que t, nous dirons que c’est une
expansion valide.

– Si te est une tautologie simple, cette expansion est une T -expansion de t. Remarquons
que pour tout choix de ν, une T -expansion de t est valide.

– Si te a exactement un sous-arbre de taille 1, si l’unique nœud de ce sous-arbre est éti-
queté par x, alors cette expansion est une x-prémisse-expansion. Si ν a un ancêtre
étiqueté par x ou est lui-même étiqueté par x, alors cette x-prémisse-expansion est valide
(cf. Figure 4.6).

– Si la racine de te est étiquetée par x, alors cette expansion est une x-but-expansion. Si
ν est le parent d’une feuille étiquetée par x ou si ν a un ancêtre dont l’un des frères est
une feuille étiquetée par x, alors cette expansion est valide (cf. Figure 4.7).

Soit f une fonction de Fk dont le nombre de variables essentielles, Epfq ne dépend pas de k. On
note EtpMf q (resp. EppMf q, resp. EgpMf q) l’ensemble des T -expansions (resp. prémisse-expansion,
resp. but-expansion) valides d’un arbre minimal de f , et EpMf q l’union de ces trois ensembles. De
plus, pour tout n ¥ 1, on notera EpMf qn,k le nombre d’expansions de taille n d’arbres minimaux
de f .

Lemme 4.4.2

Pour toute fonction booléenne f fixée, il existe une constante λf ¡ 0, telle que, asymptotique-
ment quand k tend vers �8,

lim
nÑ�8 EpMf qn,k

In,k
� λf

kLpfq�1
�O

�
1

kLpfq�2



.
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root

x

ν

y

x

Figure 4.6 – Une x-prémisse-expansion valide en ν (pour tout y P tx1, . . . , xku).
root

z

x y

ν

x

Figure 4.7 – Une x-but-expansion valide en ν (pour tout y, z P tx1, . . . , xku).
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Démonstration : Soit x P tx1, . . . , xku, on note Ex l’ensemble des arbres généraux implicatifs dont la
racine est étiquetée par x, et par Gx l’ensemble des arbres dont au moins un sous-arbre est une
feuille étiquetée par x. Toute x-prémisse-expansion (resp. x-but-expansion) d’un arbre t est obtenue
en greffant un arbre de Ex (resp. Gx) en un nœud ν de t.

Via la méthode symbolique, nous pouvons calculer la fonction génératrice de la famille Ex pour
x P tx1, . . . , xku fixé :

Expzq � kz2 exp
i̧¥1

Ipziq � zi

i
� zp1� zqIpzq � ST pzq,

où ST pzq, rappelons-le, est la série génératrice des tautologies simples, calculée dans la Section 4.3,
Équation (4.1). Nous pouvons en déduire (les détails sont omis) que

lim
nÑ�8 rznsExpzq

In,k

� 1
ek

�O

�
1
k2



.

De même, la fonction génératrice de la famille Gx est donnée par

Gxpzq � Ipzq
k
,

et

lim
nÑ�8 rznsGxpzq

In,k

� 1
n
�O

�
1
k2



.

Soit t un arbre. Définissons

pptq � ¸
xPtx1,...,xku#sommets de t où une x-prémisse-expansion valide est possible,

gptq � ¸
xPtx1,...,xku#sommets de t où une x-but-expansion valide est possible.

Dès lors,

lim
nÑ�8 EpMf qn,k

In,k

� lim
nÑ�8 ¸

tPMf

�
pptq rzn�LpfqsExpzq

In,k

� gptq rzn�LpfqsGxpzq
In,k

� Lpfq rzn�LpfqsST pzq
In,k


� 1pekqLpfq �λp

1
ek

� λg

1
k
� Lpfq 1

ek



,

où λp �°
tPMf

pptq et λg �°
tPMf

gptq. Posons

λf � 1
eLpfq �λp

e
� λg � Lpfq

e



,

alors,

lim
nÑ�8 EpMf qn,k

In,k

� λf

kLpfq�1
�O

�
1

kLpfq�2



.

Notons que, dans ce calcul, nous avons compté plusieurs fois les arbres qui peuvent être obtenus à
partir de différents arbres minimaux de f , via différents types d’expansions. Mais ces arbres vérifient
donc deux contraintes, qui chacune introduisent un facteur multiplicatif 1{k. Cette remarque peut être
rendue rigoureuse par le calcul (les détails sont omis ici), et le double-comptage effectué s’avère être
négligeable.

Le lemme suivant nous assure qu’il suffit de considérer les expansions d’arbres minimaux de f :
les expansions d’expansions d’arbres minimaux de f sont négligeables devant les expansions d’arbres
minimaux de f . Pour tout entier p ¥ 1, nous noterons EppMf q les arbres obtenus par p expansions
successives dans un arbre minimal de f .
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Lemme 4.4.3

Asymptotiquement quand k tend vers �8, la fraction limite des arbres obtenus après deux
expansions (et non une seule expansion) d’un arbre minimal de f vérifie :

µk

�¤
p¥2

EppMf qzEpMf q� � O

�
1

kLpfq�2



.

Démonstration : Soit t un arbre minimal de f . Soit t̂ une but-expansion de t. On note donc te l’arbre
rajouté dans t pour obtenir t̂. Dès lors, tout arbre obtenu par une expansion en un nœud de te est
toujours une but-expansion de t.

Soit t̂ est une prémisse-expansion de t ou une T -expansion de t. On note donc te l’arbre rajouté
dans t pour obtenir t̂. Si nous faisons une seconde expansion dans t̂, si cette expansion est faite en
l’unique nœud de te dont l’étiquette est la même que celle de la racine de te (ou en l’unique nœud
réalisant la but-expansion), alors, l’arbre obtenu après les deux extensions n’est peut-être pas dans
EpMf q. Calculons la fonction génératrice de ces arbres obtenus en réalisant une seconde expansion
en un nœud précis du premier arbre greffé :

Npzq � ExpzqpExpzq �Egpzq � ST pzqq.
Dès lors, la proportion limite de cette famille d’arbre est d’ordre O

�
1

kLpfq�2

�
.

Le même raisonnement peut être effectué si la première expansion réalisée est une T -expansion.
Lorsque nous considérerons des expansions successives dans un arbre minimal de f , nous pourrons
donc nous restreindre à des expansions qui se feront toutes en des nœuds de l’arbre initial.

La fonction génératrice des arbres obtenus après k expansions dans k nœuds d’un arbre minimal
vérifie :

Gkpzq ¤ Lpfqk
k!

pEtpzq �Eppzq �Egpzqqkmfz
Lpfq.

Dès lors, la proportion limite de ces arbres est d’ordre O
�

1

kLpfq�k

�
, pour tout k ¥ 2.

Étant donné un arbre t, il est possible de simplifier cet arbre en supprimant les arbres qui
réalisent une expansion valide. Les arbres qui après simplification appartiennent à Mf sont donc
des éléments de EpMf q. Malheureusement, certains arbres calculant f ne se simplifient pas jusqu’à
obtention d’un arbre minimal de f . Nous devons donc contrôler la contribution de ces arbres à
µkpfq.
Définition 4.4.4

Un arbre irréductible est un arbre qui ne peut être simplifié par suppression d’expansions
valides. Soit f une fonction booléenne. Un arbre irréductible de f est un arbre irréductible
calculant f et qui n’est pas minimal pour f . On note Jf l’ensemble des arbres irréductibles de
f .

Un exemple d’arbre irréductible est décrit dans [FGGG12] pour le modèle de l’implication bi-
naire. Ce modèle se traduit immédiatement pour notre modèle puisque les expansions sont une
généralisation directe des expansions décrite dans [FGGG12].

La dernière étape de la preuve du Théorème 4.2.5 est de montrer que la contribution des arbres
de E�pJf q (i.e. l’ensemble des arbres obtenus par un nombre arbitraire d’expansions successives
d’un arbre irréductible de f) à la probabilité de f est négligeable, asymptotiquement quand k tend
vers �8. Pour ce faire, nous adapterons des idées de [FGGG12] : nous devons montrer cet analogue
du Corollaire 25 de [FGGG12].
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Lemme 4.4.5

Soit Γ � tx1, . . . , xku un ensemble dont le cardinal ne dépend pas de k. Soit Ap
q l’ensemble des

arbres généraux implicatifs qui ont au moins p nœuds de hauteur au plus q et étiquetés par une
variable de Γ. On note E�pAp

qq � �
k¥0E

kpAp
qq et E�pzq la fonction génératrice de cet ensemble.

Alors,

lim
nÑ�8 rznsE�pzq

In,k

� O

�
1
kp



.

Démonstration : Soit Bp
q l’ensemble des arbres de hauteur au plus q avec au plus pq nœuds dont au

moins p sont étiquetés par une variable de Γ. Soit XpBp
qq l’ensemble des arbres obtenus en rajoutant à

chaque nœud interne d’un arbre de Bp
q un nombre arbitraire de sous-arbres. Notons que Ap

q � XpBp
qq.

On notera Φq,ppzq la fonction génératrice de l’ensemble Bp
q . Alors,rzℓsΦq,ppzq ¤ cℓ

�
ℓ

p



γpkℓ�p,

où γ est le cardinal de Γ et cℓ une constante.
Ajouter un multi-ensemble d’arbres en un nœud d’un arbre de Bp

q donne une contribution multipli-
cative expp°i¥1

Ipziq{iq � P pzq{kz en terme de fonctions génératrices. Dès lors, la fonction génératrice
ΦXq,p

pzq de XpBq,pq vérifierznsΦXq,p
pzq ¤ rzns ¸

ℓ¤pq

cℓ

�
ℓ

p



γpkl�p Ipzqℓ

kℓ
� 1
kp

¸
ℓ¤pq

rznsCℓIpzqℓ,
où Cℓ est une constante. Comme Ipzq et Iℓpzq ont la même singularité dominante, et comme cette

singularité est de type racine carrée pour les deux fonctions, nous en déduisons que rznsIℓpzq
In,k

converge
vers une constante strictement positive quand n tend vers �8. Dès lors, pour tout ℓ, il existe une
constante Kℓ telle que rznsΦXq,p

pzq
In,k

¤ 1
kp

¸
ℓ¤pq

Kℓ,

ce qui implique que la proportion limite de l’ensemble Ap
q est d’ordre O

�
1

kp

�
, asymptotiquement

quand k tend vers �8.

Grâce à ce lemme, les preuves de [FGGG12] peuvent être adaptées littéralement à notre nouveau
modèle de l’implication. L’idée est de définir une famille N comme l’union d’ensembles de la forme
Ap

q qui satisfont tous p ¡ Lpfq�1. Ainsi, la proportion limite de la famille N est d’ordre O
�

1
kLpfq�2

	
et la contribution des arbres de N à la probabilité de la fonction f est donc négligeable. Il s’agit
ensuite de partitionner les arbres irréductibles de f en cinq sous-ensembles selon leur taille et selon
le nombre de variables essentielles et inessentielles de f qui apparaissent comme étiquettes de ces
arbres. Chacun de ces cinq sous-ensembles sera soit vide, soit inclus dans N . Tous ces arguments
sont développés dans [FGGG12], et sont transposables tels quels à notre nouveau modèle. Nous ne
détaillons donc pas ici la preuve du lemme suivant, qui clôt la preuve du Théorème 4.2.5 :

Lemme 4.4.6

La proportion limite des expansions d’arbres irréductibles de f vérifie, asymptotiquement quand
k tend vers �8,

µnpE�pJf qq � O

�
1

kLpfq�2



.
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Démonstration du Théorème 4.2.5 : . L’ensemble des arbres représentant une fonction f fixée est
l’union des ensembles suivants : l’ensemble Mf des arbres minimaux de f , l’ensemble EpMf q des
expansions d’arbres minimaux de f , l’ensemble E¥2pMf q des arbres obtenus après au moins deux
expansions d’un arbre minimal de f , et l’ensemble E�pJf q des arbres obtenus après un nombre
arbitraire d’expansions d’arbres irréductibles de f .

Asymptotiquement quand k tend vers �8, au vu des Lemmes 4.4.3 et 4.4.6, l’ensemble EpMf q
est le seul à contribuer à la probabilité de f . Cette contribution, donnée par le Lemme 4.4.2, conclut
donc la preuve.

4.5 Conclusion

Dans ce modèle des arbres généraux implicatifs, les connecteurs implication qui apparaissaient
dans le modèle binaire plan, sans apporter d’information (puisqu’un seul connecteur était autorisé)
ont disparu. La taille des arbres généraux reste le nombre de nœuds étiquetés par des variables,
tout comme dans le cas binaire plan, et la comparaison entre les deux modèles est donc légitime. Ce
chapitre nous aura permis de démontrer que, tout comme dans le cadre et/ou, la prise en compte
des propriétés logiques des connecteurs utilisés dans un modèle d’arbres, ici la commutativité des
prémisses d’une formule implicative, ne change pas le comportement global en 1

kLpfq�1
de la distribu-

tion induite sur l’espace des fonctions booléennes. Ceci dit, l’étude détaillée de la fonction constante
Vrai montre que le modèle binaire plan et le modèle général n’induisent pas deux distributions
égales sur l’ensemble des fonctions booléennes.

Il est de plus intéressant de noter que les méthodes utilisées dans le cadre binaire et plan sont
très facilement transposables au modèle général. Il reste encore à infirmer l’effet Shannon dans ce
nouveau modèle : les méthodes utilisées dans [GG10] peuvent-elles être adaptées ?
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Arbres booléens binaires planaires





Chapitre 5

Arbre binaire de recherche et arbres
aléatoires saturés

5.1 Motivations

Comme nous l’avons vu en introduction de cette partie, outre la distribution des arbres de
Catalan, issue de la distribution uniforme sur les arbres de taille fixée, Chauvin et al. [CFGG04]
ont introduit l’idée d’étudier les distributions issues d’autres arbres aléatoires. Leur première idée a
été de considérer l’arbre de Galton-Watson binaire critique qui induit une distribution sur Fk assez
similaire à celle des arbres de Catalan (cf. Section 1.4). L’objectif de ce chapitre est de définir une
distribution induite sur Fk par ce que nous appellerons l’arbre bourgeonnant, arbre aléatoire inspiré
de l’arbre binaire de recherche (ABR) issu d’une permutation aléatoire (nous faisons référence au
livre de Cormen et al. [CLR89] pour une description de cet arbre aléatoire).

Considérons une permutation aléatoire de taille n : cette permutation définit un arbre binaire
de recherche aléatoire de taille n, dont les nœuds internes sont étiquetés par les entiers de 1 à n.
Effaçons cet étiquetage et gardons la structure de l’arbre. Remarquons que la taille sera exprimé
dans ce chapitre en terme de nœuds internes, et non plus en terme de feuilles comme dans les autres
modèles. Comme les arbres sont binaires, cela ne fait qu’une différence de 1, mais les calculs s’en
verront simplifiés. Étiquetons uniformément cet arbre au hasard, comme Chauvin et al. le font pour
l’arbre de Galton-Watson (cf. Section 1.4) : nous obtenons un arbre booléen aléatoire de taille n.
Cet arbre booléen induit une distribution aléatoire pn,k sur Fk, et nous nous intéressons dans ce
chapitre à la distribution asymptotique quand n tend vers �8, i.e. quand l’arbre bourgeonnant
considéré devient grand.

L’ABR aléatoire issu d’une permutation aléatoire de taille n a une forme très différente de celle
d’un arbre de Catalan ou d’un arbre de Galton-Watson : sa hauteur, tout comme son niveau de
saturation (i.e. la hauteur de sa feuille la plus proche de la racine) sont d’ordre lnn quand n tend
vers �8 (cf. Pittel [Pit84] et Devroye [Dev98]), alors que la hauteur d’un arbre de Catalan de
taille n est d’ordre

?
n, et son niveau de saturation est d’ordre constant. Il est possible que cette

forme originale ait une influence sur la distribution induite sur Fk, et nous pouvons espérer un
comportement différent de celui de la distribution des arbres de Catalan ou de Galton-Watson.

Nous montrons dans ce chapitre que la distribution induite sur l’ensemble des fonctions boo-
léennes par l’arbre bourgeonnant est dégénérée, au sens où, parmi 22k

fonctions, elle ne charge que
les fonctions constantes Vrai et Faux. Nous verrons que ce comportement est très similaire à celui
de la distribution induite par les arbres équilibrés (arbres dont toutes les feuilles sont de même
génération), étudiée par Fournier et al. [FGG09]. Un arbre équilibré de taille n est de hauteur égale
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à son niveau de saturation, et ces deux caractères sont d’ordre ln n, de même que pour les arbres
équilibrés. Cette remarque amène a une conjecture reliant le niveau de saturation d’un arbre aléa-
toire et le caractère dégénéré de la distribution induite sur Fk. Nous prouvons en fin de chapitre un
méta-théorème résolvant cette conjecture.

Le chapitre est organisé comme suit. La suite de cette introduction est consacrée à la définition de
l’arbre bourgeonnant et à l’énoncé des résultats principaux (dans le modèle et/ou et dans le modèle
de l’implication). La Section 5.2 est consacrée à la preuve du résultat principal dans le modèle
et/ou, et ce via deux méthodes : l’une par combinatoire analytique et la seconde par plongement
en temps continu. Dans la section 5.3 nous nous concentrons sur le modèle et/ou et étudions des
modèles dans lequel l’étiquetage de l’arbre bourgeonnant est biaisé : que se passe-t-il par exemple
si la probabilité d’étiqueter un nœud interne par ^ devient q P r0, 1s quelconque et non plus 1

2
, et

ce pour tout nœud interne ? L’étude de ces extensions permet la comparaison de la distribution de
l’arbre bourgeonnant avec celle des arbres équilibrés et donne naissance à une conjecture reliant
niveau de saturation d’un arbre aléatoire et dégénérescence de la distribution induite par cet arbre
sur Fk. Nous prouvons cette conjecture en Section 5.5, mais étudions tout d’abord en Section 5.4
les tautologies dans le cadre du modèle de l’implication : est-il vrai que presque toute tautologie est
simple asymptotiquement quand k tend vers �8, comme dans les autres modèles ?

5.1.1 Définition de l’arbre bourgeonnant

Dans ce chapitre, nous étudierons en détail la distribution induite sur l’espace des fonctions
booléennes à k variables Fk par le modèle de l’arbre bourgeonnant. L’arbre binaire de recherche
(ABR) permet en informatique de trier des données en les comparant deux à deux. Lorsque les
données que l’on insère dans l’arbre binaire de recherche sont aléatoires (i.e. quand c’est une suite
i.i.d. de variables aléatoires), l’arbre sous-jacent non étiqueté croît selon un processus aléatoire
facilement décrit : les feuilles de cet arbre bourgeonnent uniformément (une description détaillée de
l’ABR aléatoire peut être lue dans [CLR89, page 254]). L’arbre bourgeonnant, défini comme suit,
est cet arbre aléatoire sous-jacent.

Définition 5.1.1

L’arbre bourgeonnant pTiqiPN est une suite d’arbres aléatoires définie comme suit :
– T0 est l’arbre qui ne contient qu’un seul nœud, sa racine ;
– étant donné Ti, choisissons uniformément au hasard une de ses feuilles, transformons-la en

un nœud interne et donnons lui deux enfants. L’arbre ainsi obtenu est noté Ti�1.
Pour tout n P N, l’arbre aléatoire Tn est appelé l’arbre bourgeonnant de taille n.

Tout comme dans le cas des arbres de Catalan ou de Galton-Watson, après avoir défini un arbre
aléatoire non étiqueté, nous étiquetons aléatoirement et uniformément cet arbre (comme décrit en
Section 1.4). Après l’étiquetage uniforme de l’arbre bourgeonnant Tn de taille n avec k variables,
nous obtenons un arbre booléen aléatoire noté Tn,k, que nous appellerons aussi arbre bourgeonnant
de taille n pour plus de simplicité. Nous noterons Pn,k la loi de Tn,k.

Définition 5.1.2

La distribution induite par Pn,k sur Fk via Φ (cf. Définition 1.2.5) sera notée pn,k : pour toute
fonction booléenne f de Fk,

pn,kpfq � PpTn,k calcule fq.
L’objectif de ce chapitre est d’étudier la loi de l’arbre bourgeonnant : la suite des lois ppn,kqn¥0

converge-t-elle ? Si oui, que peut-on dire de sa loi limite ? Observe-t-on un effet Shannon (cf. Théo-
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rème 1.2.9) ?

5.2 La distribution de l’arbre bourgeonnant

5.2.1 Existence

Les deux théorèmes ci-dessous, qui seront prouvés dans la suite de cette section établissent
l’existence d’une probabilité limite des ppn,kqn¥0 quand n tend vers �8. Cette probabilité limite,
notée pk car elle dépend toujours du nombre de variables utilisées pour l’étiquetage, est appelée la
distribution de l’arbre bourgeonnant. Ces deux théorèmes montrent par ailleurs que cette distribution
limite sur Fk est étonnamment simple : asymptotiquement quand n tend vers �8, la fonction
calculée par l’arbre bourgeonnant est presque sûrement constante !
Définition 5.2.1

Pour toute fonction booléenne f P Fk, on notera δf la distribution de probabilité telle que
δf pfq � 1.

La norme que nous utiliserons pour démontrer la convergence sur l’espace des distributions de
probabilité sur Fk est la suivante :
Définition 5.2.2

Définissons la norme infinie sur l’espace des mesures signées sur Fk comme suit :}p}8 � sup
fPFk

|ppfq|.
Dans ce chapitre, k est fixé : choisir une autre norme que la norme infinie ne changerait pas les
ordres de grandeur, car toutes les normes sont équivalentes sur Fk.
Théorème 5.2.3 (Arbre bourgeonnant - Système et/ou)

Si l’arbre bourgeonnant est étiqueté uniformément au hasard dans le système logique et/ou,
alors,

pn,k Ñ pk � 1
2
δVrai � 1

2
δFaux quand nÑ �8.

De plus, }pn,k � pk}8 � O

�
1

ln n



quand nÑ �8.

Dans la Section 5.3, nous étendrons ce théorème à un cadre un peu plus large : l’arbre bour-
geonnant Tn,k sera défini à partir de l’arbre non étiqueté via un étiquetage non uniforme. En effet,
que dire par exemple si le connecteur ^ apparaît en chaque nœud avec une probabilité q P r0, 1s ?
Ou si la variable x1 apparaît avec plus forte probabilité que x2 ?
Théorème 5.2.4 (Arbre bourgeonnant - Modèle de l’implication)

Si l’arbre bourgeonnant est étiqueté uniformément au hasard dans le système logique de l’im-
plication, alors,

pn,k Ñ pk � δVrai quand nÑ �8.
De plus, }pn,k � pk}8 � O

�
1

ln n



quand nÑ �8.
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Il est intéressant de remarquer que la distribution limite diffère quand on change le système lo-
gique. Cela vient du fait que la fonction Faux ne peut être calculée dans le système de l’implication.
En réalité, ces deux théorèmes peuvent être résumés comme suit : la distribution de l’arbre bour-
geonnant ne charge que les fonctions constantes qui peuvent être calculées dans le système logique
choisi. Une question naturelle se pose : que se passerait-il dans un système logique dans lequel ni
Vrai ni Faux ne peuvent être calculées ? Un tel système est étudié dans le paragraphe 5.3.3, et nous
verrons que dans ce cas, la distribution limite ne charge qu’un petit nombre de fonctions appelées
fonctions seuil.

Les démonstrations des Théorèmes 5.2.3 et 5.2.4 sont presque identiques. C’est pourquoi nous
ne développerons que la preuve dans le cadre du système logique et/ou, qui est par ailleurs la plus
compliquée des deux, puisqu’elle fait intervenir deux connecteurs logiques au lieu d’un seul dans le
cadre de l’implication. De plus, nous présenterons deux preuves du Théorème 5.2.3 : une première
preuve par combinatoire analytique, idée la plus naturelle au vu des méthodes utilisées dans le cas
des arbres de Catalan ou de l’arbre de Galton-Watson, et une seconde preuve via plongement de
l’arbre bourgeonnant en temps continu (méthode parfois appelée poissonisation), spécifique à ce
modèle de l’arbre bourgeonnant.

Le suite de cette section se concentre donc sur le système logique et/ou, ainsi que la Section 5.3
qui présentera des résultats spécifiques à ce système logique. La Section 5.4 concernera quant à elle
exclusivement le système de l’implication dans lequel nous étudierons plus spécifiquement les arbres
tautologiques (i.e. représentant la fonction constante Vrai).

5.2.2 Preuve par combinatoire analytique

Définition 5.2.5

Soit f une fonction booléenne à k variables (f P Fk), sa fonction génératrice est donnée par :

φf pzq � �8̧
n�0

pn,kpfqzn,

où pn,kpfq est la probabilité que l’arbre bourgeonnant Tn,k de taille n calcule f (cf. Défini-
tion 5.1.2).

Il est bien connu que l’arbre bourgeonnant vérifie la propriété d’auto-similarité suivante :

Lemme 5.2.6

Pour tout n ¥ 1, les deux sous-arbres de Tn, l’arbre bourgeonnant de taille n, sont eux-même
des arbres bourgeonnants, et le sous-arbre gauche (resp. sous-arbre droit) de Tn, noté Ln est de
taille m avec probabilité 1{n, pour tout m P t0, . . . , n� 1u.

Démonstration : Raisonnons par récurrence. Si n � 1, alors le sous-arbre gauche est de taille nulle. Soit
n ¥ 1. Supposons que la la taille du sous arbre gauche de Tn suive une loi uniforme sur t0, . . . , n�1u.
Rappelons que l’arbre bourgeonnant de taille n�1 est obtenu à partir de Tn, en choisissant une feuille
λ uniformément au hasard pour la faire pousser en lui donnant deux fils. Soit i P t0, nu. Il n’y a que
deux façons d’obtenir un sous-arbre gauche de taille i dans Tn�1 :

– le sous-arbre gauche est de taille i� 1 dans Tn et λ a été choisi dans ce sous-arbre, ou
– le sous-arbre gauche est de taille i dans Tn et λ a été choisi dans le sous-arbre droit.

Les calculs suivants se font donc en conditionnant par rapport à la taille de Ln : pour tout i P t1, . . . , n�
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1u :

Pp|Ln�1| � iq � �
1� i� 1

n� 1



Pp|Ln| � iq � i

n� 1
Pp|Ln| � i� 1q� n� i

n� 1
� 1
n
� i

n� 1
� 1
n
� 1
n� 1

.

De plus,

Pp|Ln�1| � 0q � n

n� 1
Pp|Ln| � 0q � 1

n� 1
,

et,

Pp|Ln�1| � nq � n

n� 1
Pp|Ln| � n� 1q � 1

n� 1
.

Donc, la taille du sous-arbre gauche Ln�1 de Tn�1,k suit la loi uniforme sur t0, . . . , nu.
Grâce à cette propriété récursive de l’arbre bourgeonnant, nous pouvons démontrer le lemme

suivant, première étape de la preuve du Théorème 5.2.3.

Lemme 5.2.7

Pour toute fonction booléenne f P Fk, la fonction génératrice φf pzq définie dans la Défini-
tion 5.2.5 vérifie :

2φ1f pzq � ¸
g^h�f

φgpzqφhpzq � ¸
g_h�f

φgpzqφhpzq,
φf p0q � 1

2k
l1tf litu,

où l1tf litu � 1 si et seulement si f est une fonction littéral.

Démonstration : L’arbre bourgeonnant de taille n, Tn,k, calcule f si, et seulement si
– n � 0, f � α est une fonction littéral, et la racine (et unique nœud) de T0,k étiquetée par le

littéral α ; ou
– n ¥ 1, le sous arbre-gauche de Tn,k calcule une fonction booléenne g, le sous-arbre droit de Tn,k

calcule une fonction booléenne h, la racine de Tn,k est étiquetée par � P t^,_u et f � g � h.
Via le Lemme 5.2.6, en conditionnant par rapport à la taille du sous-arbre gauche de Tn�1,k, pour
tout n ¥ 0,

pn�1,kpfq � 1
2

¸
g^h�f

ņ

i�0

1
n� 1

pi,kpgqpn�i,kphq � 1
2

¸
g_h�f

ņ

i�0

1
n� 1

pi,kpgqpn�i,kphq. (5.1)

Il ne reste plus qu’à multiplier (5.1) par pn�1qzn et à sommer sur n ¥ 0 pour obtenir le Lemme 5.2.7.

D’après le Lemme 5.2.7, le vecteur de séries génératrices pφf pzqqfPFk
vérifie un système de 22k

équations différentielles. Il est intéressant de noter que dans le cadre de l’étude de la distribution
des arbres de Catalan (cf. 1.3.1 + [CFGG04]), un tel système d’équations fonctionnelles apparaît
également, à la différence que ce système est alors algébrique, et non différentiel. Cette différence
est notable puisque le théorème de Drmota-Lalley-Woods [Drm97, Lal93, Woo97] (voir [FS09, page
489]), qui permet de conclure immédiatement à l’existence d’une loi limite dans le cadre d’un système
algébrique, n’a pas d’équivalent à ce jour pour des systèmes d’équations différentielles. Une approche
différente est donc nécessaire.

Avant tout, il peut être utile de remarquer que l’étiquetage uniforme (cf. Section 1.4) de l’arbre
bourgeonnant induit des symétries : entre les deux connecteurs ^ et _, ainsi qu’entre une variable et
sa négation. Par exemple, la fonction constante Vrai est calculée par Tn,k avec la même probabilité
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que la fonction constante Faux. Plus généralement, une fonction f et sa négation f̄ ont même
probabilité d’être calculées par Tn,k, et ce pour tout n P N. Ainsi, une fonction booléenne et sa
négation ont la même fonction génératrice :�f P Fk,�z P C, φf pzq � φf̄ pzq.
Proposition 5.2.8

Il existe une constante κ ¡ 0 telle que, pour tout x P r0, 1q,
1

2p1 � xq � 1{κ
2p1� xq�1{κ � ln

�
1

1�x

		 ¤ φT pxq ¤ 1
2p1� xq .

Démonstration : Posons
φSpzq � ¸

fRtVrai,Fauxuφf pzq.
Il est à noter que

φS � 2φV � 1
1� z

,

et, au vu du Lemme 5.2.7,

2φ1Spzq � ¸
fRtVrai,Fauxu ¸

g^h�f

φgpzqφhpzq � ¸
fRtVrai,Fauxu ¸

g_h�f

φgpzqφhpzq¤ 2
¸

g,hRtVrai,Fauxuφgpzqφhpzq� 2
¸

gRtVrai,Fauxuφgpzqφḡpzq� 4φV pzq ¸
gRtVrai,Fauxuφgpzq,

car une fonction non constante est
– la conjonction ou la disjonction de deux fonctions non constantes (premier terme ci-dessus),
– mais chaque g _ ḡ ou g ^ ḡ est une fonction constante (second terme ci-dessus),
– ou la conjonction d’une fonction non constante avec Vrai (ou la disjonction d’une fonction non

constante avec Faux).
L’équation ci-dessus est une inégalité et non une égalité car le terme de droite inclus, par exemple,
les termes associés aux conjonctions de la forme x ^ px̄ ^ yq � Faux (où x et y sont deux variables
distinctes). Au final,

2φ1pzq ¤ 2
¸

g,hRtVrai,Fauxuφgpzqφhpzq � 2
¸

fRtVrai,Fauxuφf pzqφf̄ pzq � 4φSpzqφV pzq¤ 2φSpzq2 � 4φSpzqφV pzq � 2κφSpzq2,
ou κ ¡ 0 est une constante telle que ¸

fRtVrai,Fauxuφf pzq2 ¥ 2κφSpzq2.
Une telle constante κ existe car la fonction px ÞÑ x2q est une fonction convexe sur R. Dès lors,

φ1Spzq � κφSpzq2 ¤ 2φSpzqφV pzq � φSpzq2 � φSpzq
1� z

.
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Soit Y pzq la solution de Y 1pzq�κY pzq2 � Y pzq
1�z

telle que Y p0q � 1. Cette équation différentielle est
une equation de Bernoulli. Résolvons-là par un changement de variable standard. Soient W pzq � 1

Y pzq
et ψpzq � 1

φSpzq . Ces deux fonctions vérifient

W 1pzq � W pzq
1� z

� κ

et

ψ1pzq � ψpzq
1� z

¥ κ,

avec pour condition initiale W p0q � ψp0q � 1. Dès lors, via le lemme de Grönwall, pour tout x P r0, 1q,
ψpxq ¥W pxq.

De plus,

W pxq � κp1� xq�1{κ � ln
�

1
1� x




,

ce qui implique, pour tout x P r0, 1q,
ψSpxq ¤ 1{κp1 � xq�1{κ � ln

�
1

1�x

		 .
Comme précisé, ces résultats ne sont démontrés pour x P r0, 1q. Cette restriction nous empêche

donc d’appliquer le lemme de transfert de Flajolet et Odlyzko [FO90] (voir aussi [FS09, page 389])
qui nécessite une analyse asymptotique des fonctions génératrices dans C. Cependant, la Propo-
sition 5.2.8 nous permet d’appliquer un théorème taubérien (voir [Har49, page 155]) et d’obtenir
ainsi le comportement asymptotique des sommes partielles des coefficients pn,kpVraiq de la fonction
généractrice φV pzq. Asymptotiquement quand n tend vers �8,

ņ

i�1

�
1
2
� pi,kpVraiq
 � ņ

i�1

�
1
2
� pi,kpFauxq
 � O

� n

lnn

	
. (5.2)

Nous n’avons plus qu’à en déduire le comportement asymptotique des coefficients eux-mêmes. Au
vu de l’Équation (5.1),

pn�1,kpVraiq � 1
2

¸
g^h�Vrai

ņ

i�0

1
n� 1

pi,kpgqpn�i,kphq � 1
2

¸
g_h�Vrai

ņ

i�0

1
n� 1

pi,kpgqpn�i,kphq¥ 1
2pn� 1q ņ

i�1

pi,kpVraiqpn�i,kpVraiq� 1
n� 1

ņ

i�1

pi,kpVraiqp1 � pn�i,kpVraiqq � 1
2pn � 1q ņ

i�1

pi,kpVraiqpn�i,kpVraiq
où le premier terme de cette somme est la probabilité de calculer Vrai quand la racine de Tn,k est
étiquetée par le connecteur ^, et où la somme des deux autres termes est plus petite que cette même
probabilité quand la racine de Tn,k est étiquetée par le connecteur _. L’Équation (5.2) implique
donc que :

1
2
� pn�1,kpVraiq ¤ 1{2

n� 1
� 1
n� 1

ņ

i�1

�
1
2
� pi,kpVraiq
 � O

�
1

ln n



, quand nÑ �8.
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5.2.3 Preuve probabiliste

Cette seconde preuve du Théorème 5.2.3 utilise le plongement en temps continu, ou poissonisa-
tion, de l’arbre binaire de recherche, décrit par exemple dans [Pit84]. Plonger des processus discrets
en temps continu est assez standard en probabilités. Cette méthode est notamment utilisée pour
étudier les urnes de Pólya, comme introduit dans le livre de Athreya et Ney [AN72], et comme
détaillé dans la Partie II du présent mémoire. L’analogue en temps continu de l’arbre bourgeonnant
est appelé arbre de Yule et est défini comme suit, à l’aide d’horloges exponentielles de paramètre 1.

Définition 5.2.9 (Pittel [Pit84])

Un arbre de Yule est un processus à temps continu d’arbres binaires pYtqt¥0 défini comme
suit :

– Y0 est l’arbre de taille zéro ;
– chaque feuille de Yt se transforme en nœud interne parent de deux feuilles au bout d’un

temps aléatoire de loi exponentielle de paramètre 1, et ce indépendamment des autres
feuilles.

On dira que chaque feuille de l’arbre est équipée d’une horloge exponentielle de paramètre 1, et
que toutes les horloges exponentielles de l’arbre sont indépendantes. Grâce aux propriétés de la loi
exponentielle qui a été choisie pour ces horloges, notamment sa propriété d’absence de mémoire, il
est aisé de relier l’arbre de Yule et l’arbre bourgeonnant par ce que nous appellerons une connexion.
Pour cela, nous avons besoin de définir la suite pτnqn¥0, suite des dates aléatoires auxquelles l’arbre
de Yule a poussé.

Définition 5.2.10

On note τn, et on appelle nème temps de saut, la date à laquelle l’arbre de Yule atteint la
taille n :

τn � inftt ¥ 0, |Yt| � nu.
Si l’on considère le processus de Yule pris à ces dates pτnqn¥0, on peut reconnaître le processus de
l’arbre bourgeonnant. Le choix de la loi exponentielle nous assure en effet que l’horloge qui sonne en
premier parmi n horloges est choisie uniformément parmi ces n horloges. Autrement dit, pour passer
de Yτn à Yτn�1

, nous avons choisi une feuille au hasard et l’avons transformée en nœud interne. Nous
reconnaissons là le processus de croissance de l’arbre bourgeonnant. Nous avons donc la connexion
suivante : pYτnqn¥0

ploiq� pTnqn¥0, (5.3)

où, de plus, la suite des pτnqn¥0 est indépendante de la suite pYτnqn¥0.
Nous avons défini aisément le plongement en temps continu de l’arbre bourgeonnant non éti-

queté ; occupons-nous maintenant de son étiquetage.

Définition 5.2.11

Un arbre de Yule étiqueté est un processus en temps continu pYt,kqt¥0 d’arbres binaires
étiquetés, défini comme suit :

– considérons l’arbre de Yule Yt non étiqueté au temps t,
– étiquetons cet arbre uniformément (cf. 1.4).

L’arbre aléatoire obtenu est noté Yt,k, et on notera sa loi Pt,k.

De manière naturelle, l’arbre du Yule étiqueté au temps t représente une fonction booléenne
aléatoire dont on notera la loi pt,k :
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Arbre non Arbre Loi de l’arbre Loi induite Distribution
étiqueté étiqueté étiqueté sur Fk asymptotique

Temps discret Tn Tn,k Pn,k pn,k pkTemps continu Yt Yt,k Pt,k pt,k

Figure 5.1 – Ce tableau est un résumé des différentes notations issues des deux
preuves du Théorème 5.2.3, il pourra être utile lors de leur lecture.

Définition 5.2.12

Pour toute fonction booléenne f ,

pt,kpfq � PpYt,k computes fq.
La connexion entre l’arbre de Yule et l’arbre bourgeonnant (cf. Équation(5.3)) suggère une

connexion entre les lois pn,k et pt,k induites sur l’ensemble des fonctions booléennes. C’est pourquoi
la suite de cette partie sera consacrée à l’étude de pt,k, quand t tend vers �8, puis au transfert des
résultats obtenus en temps continu vers le modèle en temps discret. Le modèle en temps continu
s’avère en effet plus simple à étudier que le modèle en temps discret, tout simplement grâce à
l’indépendance que le plongement introduit : dans l’arbre de Yule, les deux sous-arbres de chaque
nœud interne sont indépendants.

Notre objectif est donc de montrer que la distribution pt,k converge, quand t tend vers �8 vers
pk � 1

2
δVrai � 1

2
δFaux. Notre stratégie s’inspire d’un article sur des arbres booléens équilibrés (ou

triangulaires) [FGG09]. Nous détaillerons dans la suite (cf. Section 5.3, Section 5.5) la ressemblance
entre le modèle de l’arbre bourgeonnant et celui des arbres équilibrés, et montrerons comment ces
deux modèles peuvent être unifiés en un résultat plus général. Dans la présente preuve, nous fixons
deux affectations des variables, a, b P t0, 1uk , et calculons la probabilité que leurs images par la
fonction booléenne aléatoire calculée par l’arbre de Yule soient distinctes. Nous montrerons que
cette probabilité tend vers 0 quand t tend vers �8 pour tout choix de a et b, et donc que pt,k

converge bien vers pk.
Soient a � pa1, . . . , akq et b � pb1, . . . , bkq deux éléments distincts de t0, 1uk . Soient α et β deux

éléments de t0, 1u et f P Fk une fonction booléenne aléatoire de loi pt,k. Pour tout t ¥ 0, on note

p
αβ
t,k pa, bq � pt,k pfpaq � α et fpbq � βq .

De même, pour tout entier n ¥ 0, nous noterons

P
αβ
n pa, bq � pn,k pfpaq � α et fpbq � βq .

Fait : Tout comme dans le cas discret, au regard des symétries du modèle, et notamment des
symétries de l’étiquetage uniforme, la probabilité que l’arbre de Yule au temps t calcule f est égale
à la probabilité qu’il calcule sa négation f̄ . Nous avons donc les relations suivantes : pour tout
a, b P t0, 1uk,

p01
t,kpa, bq � p10

t,kpa, bq
p00

t,kpa, bq � p11
t,kpa, bq

p10
t,kpa, bq � p00

t,kpa, bq � 1{2. (5.4)
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Lorsque la précision n’est pas nécessaire, nous noterons p
αβ
t eu lieu de p

αβ
t,k pa, bq. Calculons p10

t

en conditionnant par la date à laquelle l’horloge de la racine se déclenche, i.e. au premier temps de
saut (cf. Définition 5.2.10). Cette date suit par définition une loi exponentielle de paramètre 1, et

p10
t � ķ

i�1

e�t

2k
l1tai�biu � 1

2

» t

0

�
p11

t�sp
10
t�s � p10

t�spp11
t�s � p10

t�sq � p10
t�spp00

t�s � p10
t�sq � p00

t�sp
10
t�s

�
e�sds.

Le premier terme de cette somme est égal à la probabilité que l’horloge de la racine n’ait pas sonné
avant la date t et fpaq � 1 et fpbq � 0, le second terme est la probabilité que l’horloge ait sonné
avant la date t et fpaq � 1 et fpbq � 0. Si l’horloge a sonné avant la date t, les valeurs de fpaq
et fpbq dépendent alors directement de l’étiquette de la racine (^ ou _) et des valeurs en a et b
des deux fonctions calculées par les deux sous-arbres de l’arbre de Yule au temps t ; c’est ce que
représente l’intégrande du second terme. Cette équation peut être simplifiée en utilisant les relations
de symétries (cf. Équation (5.4)) :

p10
t � e�t

2k
ca,b � e�t

» t

0

�
p10

s � pp10
s q2� esds

où ca,b � °k
i�1 l1tai�biu est une constante qui ne dépend que de a et b. Notons, pour simplifier,

πa,bptq � p10
t pa, bq, et étudions-la en tant que fonction de t :

etπa,bptq � ca,b

2k
� » t

0

�
πa,bpsq � πa,bpsq2� esds. (5.5)

Grâce à cette équation, nous pouvons désormais démontrer la proposition suivante :

Proposition 5.2.13

– Si a � b alors πa,bptq � 1
t�ta,b

avec ta,b � 2k
ca,b

.
– Si a � b, alors πa,aptq est la fonction constante égale à zéro.

Donc, pour tout a, b P t0, 1uk , πa,bptq � p10
t,kpa, bq tend vers 0 quand tÑ �8.

Démonstration : L’Équation (5.5) implique que πa,b est dérivable et qu’elle vérifie l’équation différen-
tielle π1a,b � π2

a,b � 0.
– Supposons a � b. Alors il existe i0 P t1 . . . , ku tel que ai0

� bi0
, et ca,b ¥ l1tai0

�bi0
u � 1 et

πa,bp0q � ca,b

2k
¡ 0. Dès lors, πa,bptq � 1

t�ta,b
avec ta,b � 2k

ca,b
.

– Supposons a � b, alors πa,ap0q � 0 et πa,aptq � 0 pour tout t ¥ 0 car une affectation a des
variables px1, . . . , xkq ne peut avoir deux images différentes par f .

Enfin, pour obtenir la convergence de pt,k quand t tend vers �8, nous n’avons plus qu’à noter
que

pt,kpFkztVrai, Fauxuq ¤ ¸pa,bq,a�b

pt,kpfpaq � 1 et fpbq � 0q¤ 2kp2k � 1q suppa,bq,a�b

p10
t,kpa, bq¤ 2kp2k � 1q

t� tmin
,
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où tmin � infpa,bq,a�bt 2k
ca,b

u � 2k. Dès lors, pour toute fonction booléenne non constante, f RtVrai, Fauxu, pt,kpfq converge vers zéro quand t tend vers �8, ce qui implique directement que
pt,k converge quand t tend vers �8 vers la distribution pk � 1

2
δVrai� 1

2
δFaux. De plus, nous connais-

sons la vitesse de convergence qui est d’ordre 1{t :}pt,k � pk}8 � sup
fPFk

|pt,kpfq � pkpfq| ¤ 2kp2k � 1q
t� 2k

, pour tout t ¥ 0. (5.6)

Il ne nous reste plus qu’à traduire ce résultat en temps discret via la connexion (5.3), et ainsi
démontrer le Théorème 5.2.3 dans son intégralité.

Proposition 5.2.14

Asymptotiquement quand n tend vers �8,}pn,k � pk}8 � O

�
1

ln n



.

La démonstration de cette proposition s’appuie sur le résultat suivant, démontré par exemple
dans le livre d’Athreya et Ney [AN72].

Proposition 5.2.15 ([AN72])

Pour tout n ¥ 1, pour tout t ¥ 0, les temps de saut du processus de l’arbre de Yule (cf.
Définition 5.2.10) vérifient

Ppτn ¤ tq � Ppnptq ¥ nq � p1� e�tqn,
où nptq est le nombre de feuille de l’arbre bourgeonnant au temps t.

Démonstration de la Proposition 5.2.14 : Pour tout t ¥ 0, nous noterons ηt la fonction booléenne
aléatoire calculée par l’arbre de Yule étiqueté Yt,k. Rappelons par ailleurs que l’on note fn la fonction
booléenne aléatoire calculée par l’arbre bourgeonnant de taille n.

Rappelons que nptq est le nombre de nœuds internes de l’arbre Yt, sa loi est décrite par la
Proposition 5.2.15. Pour tout choix de a, b P t0, 1uk,

p10

t,kpa, bq �
ņ¥0

Ppηtpaq � 1 et ηtpbq � 0 |nptq � nqPpnptq � nq�
ņ¥0

Ppητn
paq � 1 et ητn

pbq � 0 |nptq � nqPpnptq � nq.
Le plongement en temps continu nous assure que les variables aléatoire nptq et ητn

sont indépendantes
pour tout n ¥ 0. Comme nptq suit une loi géométrique de paramètre e�t, nous obtenons :

p10

t,kpa, bq �
ņ¥0

Ppητn
paq � 1 et ητn

pbq � 0qe�tp1� e�tqn� e�t

ņ¥0

Ppfnpaq � 1 et fnpbq � 0qp1� e�tqn� e�t

ņ¥0

P
10

n,kpa, bqp1� e�tqn.
Pour tout t ¥ 0, au vu de la Proposition 5.2.13,

e�t

ņ¥0

P
10

n pa, bqp1� e�tqn � 1
t� ta,b

.
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Soit z � 1� e�t : pour tout z P r0, 1r, on note ϕa,bpzq �°
n¥0

P10
n pa, bqzn. Dès lors,

ϕa,bpzq � 1p1 � zq�ta,b � ln 1

1�z

	 . (5.7)

Grâce à un théorème taubérien (voir par exemple [FS09, page 435]), nous en déduisons que,
asymptotiquement quand n tend vers �8, la somme partielle des n premiers coefficients de la série
génératrice ϕa,b est d’ordre n

ln n
: pour tout a � b P t0, 1uk, asymptotiquement quand n tend vers�8,

ņ

m�0

P
10

m pa, bq � n

lnn
.

Dès lors, pour tout n assez grand,
ņ

m�0

P
10

m pa, bq ¤ 2
n

lnn
,

et
ņ

m�0

pm,kpf R tVrai, Fauxuq ¤ ¸
a�bPt0,1uk

ņ

m�0

P
10

m pa, bq ¤ 2kp2k � 1q � 2 n

lnn
.

Nous en déduisons
ņ

m�0

pm,kpVraiq � ņ

m�0

1
2
p1 � pm,kpf R tVrai, Fauxuqq ¥ n

2
� 2kp2k � 1q n

lnn
.

Finalement, au vu de l’Équation (5.1) appliquée à f � Vrai,

pn�1,kpVraiq � 1
2

¸
g^h�Vrai

ņ

i�0

1
n� 1

pi,kpgqpn�i,kphq � 1
2

¸
g_h�Vrai

ņ

i�0

1
n� 1

pi,kpgqpn�i,kphq¥ 1
2pn� 1q ņ

i�0

pi,kpVraiqpn�i,kpVraiq� 1
n� 1

ņ

i�0

pi,kpVraiqp1 � pn�i,kpVraiqq � 1
2pn� 1q ņ

i�0

pi,kpVraiqpn�i,kpVraiq� 1
n� 1

ņ

i�0

pi,kpVraiq¥ n

n� 1

�
1
2
� 2kp2k � 1q 1

lnn



.

Dès lors,
1
2
� pn�1,kpVraiq ¤ 1

2
� n

n� 1

�
1
2
� 2kp2k � 1q 1

lnn


 � O

�
1

lnn



,

ce qui conclut la preuve de la Proposition 5.2.15.

Le Théorème 5.2.3 est donc démontré dans son intégralité, grâce à cette approche en temps
continu. Cette dernière preuve s’avère être plus efficace que l’approche par combinatoire analytique,
c’est pourquoi la méthode de plongement en temps continu sera privilégiée dans la suite de l’étude
de la distribution de l’arbre bourgeonnant (cf. Section 5.3).

5.3 Extensions dans le système logique et/ou

Dans cette section, nous nous intéressons exclusivement au système logique et/ou et nous modi-
fions l’étiquetage aléatoire de l’arbre bourgeonnant, étiquetage qui était jusqu’à maintenant uniforme
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(cf. Section 1.4). Nous modifierons tout d’abord l’étiquetage des feuilles de l’arbre bourgeonnant :
comment se comporte la distribution de l’arbre bourgeonnant si, par exemple, la variable x1 appa-
raît plus souvent que la variable x2 ? Puis nous jouerons aussi sur la distribution des connecteurs^ and _ en chaque nœud interne. Tous ces résultats, et leurs preuves, seront à regarder en miroir
avec ceux établis dans l’article de Fournier et al. [FGG09] sur les arbres équilibrés. La ressemblance
entre ces deux modèles sera à l’origine d’un théorème plus général dans la Section 5.5.

5.3.1 Biaiser la loi des littéraux

Définissons un nouvel étiquetage aléatoire :

Définition 5.3.1 (Étiquetage aléatoire - variables non symétriques)

Étant donné un arbre binaire planaire, étiquetons-le au hasard comme suit :
– chaque nœud interne est étiqueté par ^ avec probabilité 1{2 ou par _ avec probabilité 1{2,
– on définit ν une distribution de probabilité sur l’ensemble des littéraux tx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku

telle que pour tout i P t1, . . . , ku, νpxiq � νpx̄iq ; chaque feuille de l’arbre est étiquetée par
un littéral choisi selon cette loi de probabilité ;

– chaque nœud, interne ou externe, est étiqueté indépendamment des autres.

Considérons l’arbre bourgeonnant étiqueté selon ce nouvel étiquetage aléatoire. Ce nouvel arbre
booléen aléatoire induit une distribution sur l’ensemble des fonctions booléennes, distribution que
nous noterons aussi pn,k, même si ce n’est pas la même que celle étudiée précédemment. Cependant,
il est facile de voir, via les preuves développées ci-dessus, que cette nouvelle distribution pn,k converge
elle aussi vers la distribution asymptotique pk � 1

2
δVrai � 1

2
δFaux. Cela vient du fait que la symétrie

entre une fonction et sa négation est conservée puisque la symétrie entre ^ et _ l’est, ainsi que
celle entre tout littéral et sa négation. Plus précisément, dans la preuve par plongement en temps
continu (cf. Sous-section 5.2.3), seule la constante ca,b est modifiée dans l’Équation (5.5), constante
qui disparaît ensuite par dérivation, et qui n’influe donc pas sur le résultat final. Cette nouvelle loi
vérifie donc aussi le Théorème 5.2.3.

5.3.2 Biaiser la loi des connecteurs

En plus du biais introduit sur la distribution des littéraux sur les feuilles de l’arbre, biaisons la
distribution des connecteurs logiques :

Définition 5.3.2 (Étiquetage aléatoire - variables et connecteurs non symétriques)

Étant donné un arbre binaire planaire, étiquetons-le au hasard comme suit :
– chaque nœud interne est étiqueté par ^ avec probabilité ̟ ou par _ avec probabilité

1�̟,
– on définit ν une distribution de probabilité sur l’ensemble des littéraux tx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku

telle que pour tout i P t1, . . . , ku, νpxiq � νpx̄iq ; chaque feuille de l’arbre est étiquetée par
un littéral choisi selon cette loi de probabilité ;

– chaque nœud, interne ou externe, est étiqueté indépendamment des autres.

L’arbre bourgeonnant étiqueté aléatoirement selon ce nouvel étiquetage induit donc une nouvelle
loi sur l’ensemble des fonctions booléennes, toujours notée pn,k pour plus de clarté. Le cas ̟ � 1{2
est déjà traité dans la Sous-section 5.3.1, et le résultat suivant généralise le Théorème 5.2.3 au cas
̟ � 1{2 :
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Théorème 5.3.3

La suite de distribution ppn,kqn¥0 définie via l’arbre bourgeonnant étiqueté aléatoirement selon
la Définition 5.3.2 vérifie :

– si ̟ ¡ 1{2, alors pn,k Ñ δFaux quand n tend vers �8 ;
– si ̟   1{2, alors pn,k Ñ δVrai quand n tend vers �8.

De plus, la vitesse de convergence est d’ordre O
�

1
n|2̟�1|	 dans les deux cas.

Quelle que soit la valeur du paramètre ̟, la distribution asymptotique ne charge que les fonctions
constantes. Si la proportion de ^ (resp. de _) est plus grande, alors la seule fonction chargée est
la fonction constante égale à Faux (resp. Vrai). Le cas ̟ � 1{2 s’avère donc être un cas critique.
Il est d’ailleurs intéressant de noter que la vitesse de convergence est bien plus lente (logarith-
mique) lorsque nous sommes dans le cas critique ̟ � 1{2 (cf. Théorème 5.2.3) alors qu’elle devient
polynomiale dans les cas non critiques ̟ � 1{2.
Démonstration : Les cas ̟   1{2 et ̟ ¡ 1{2 sont symétriques et donnent donc lieu à deux preuves

presque identiques. C’est pourquoi nous ne traitons ici que le cas ̟ ¡ 1{2, donc le cas où la proportion
de connecteurs ^ est plus importante que celle de _. Nous développons ici la preuve par plongement
en temps continu.

Pour tout t ¥ 0, étiquetons l’arbre de Yule Yt,k selon l’étiquetage aléatoire décrit en Défini-
tion 5.3.2 : cet arbre booléen aléatoire induit donc une distribution de probabilité sur Fk notée pt,k.
Tout comme précédemment, nous allons montrer que cette distribution converge vers la distribution
asymptotique δFaux avant de traduire ce résultat en temps discret via la connexion (5.3). Pour cela,
fixons a � pa1, . . . , akq P t0, 1uk une affectation des k variables. Nous allons montrer que la probabilité
que la fonction booléenne calculée par Yt,k vaille 1 en a tend vers 0 quand t tend vers �8. Notons
πaptq � pt,kpfpaq � 1q.

Si l’on calcule cette probabilité selon que l’horloge de la racine a sonné avant ou après la date t,
on obtient :

πaptq � e�t
ķ

i�1

pνpxiq l1tai�1u�νpx̄iq l1tai�0uq�» t

0

�
̟πapt� sq2 � p1�̟qp2πapt� sq � πapt� sq2q� e�sds,

qui implique

etπaptq � 1
2
� » t

0

�p2̟ � 1qπapsq2 � 2p1�̟qπapsq� esds.

Dérivons par rapport à t. On a πa � π1a � p2̟ � 1qπ2
a � 2p1 � ̟qπa, ce qui implique π1a � p2̟ �

1qpπ2
a � πaq. La fonction πa vérifie donc πaptq � 1

ep2̟�1qt�1
car πap0q � 1{2. Nous pouvons donc en

déduire

pt,kpFkztFauxuq ¤
a̧

πaptq ¤ 2k

�
1

ep2̟�1qt � 1



.

Comme ̟ ¡ 1{2, on a limtÑ�8 pt,kpFkztFauxuq � 0 et via des arguments similaires à ceux développés
dans la démonstration du Théorème 5.2.3 (cf. Proposition 5.2.14), nous pouvons traduire ce résultat
en temps discret : }pn,k � δFaux}8 � O

�
1

n2̟�1



.

5.3.3 Autoriser seulement les littéraux positifs

Ce dernier modèle d’étiquetage est inspiré de l’article de Fournier et al. [FGG09] concernant les
arbres équilibrés. Il s’agit de n’autoriser que les littéraux positifs dans l’étiquetage des feuilles. Bien
entendu, le système logique constitués des connecteurs ^ et _ et des seuls littéraux positifs n’est plus
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complet : par exemple, ni la fonction Vrai ni la fonction Faux ne peuvent être représentées dans ce
système. Dans les précédents systèmes logiques, seules les fonctions constantes étaient chargées par
la distribution de l’arbre bourgeonnant : il est donc difficile de conjecturer comment la distribution
se comportera dans un système logique qui ne calcule pas les fonctions constantes.

Définition 5.3.4 (Étiquetage aléatoire - littéraux positifs)

Étant donné un arbre binaire planaire, étiquetons-le au hasard comme suit :
– chaque nœud interne est étiqueté par ^ avec probabilité ̟ ou par _ avec probabilité

1�̟,
– on définit ν une distribution de probabilité sur l’ensemble des littéraux positifs tx1, . . . , xku ;

chaque feuille de l’arbre est étiquetée par un littéral choisi selon cette loi de probabilité ;
– chaque nœud, interne ou externe, est étiqueté indépendamment des autres.

L’arbre bourgeonnant de taille n étiqueté aléatoirement selon ce procédé induit donc une nouvelle
loi, toujours notée pn,k, sur l’ensemble des fonctions booléennes à k variables Fk. Nous allons établir
le résultat asymptotique suivant :

Théorème 5.3.5

La suite des distributions de probabilité ppn,kqn¥0 vérifie :
– si ̟ ¡ 1{2, alors pn,k Ñ δx1^...^xk

;
– si ̟   1{2, alors pn,k Ñ δx1_..._xk

.

Dans les deux cas, la vitesse de convergence est d’ordre O
�

1
n|2̟�1|	.

Encore une fois, la distribution de l’arbre bourgeonnant se concentre sur une seule fonction booléenne
et la vitesse de convergence est la même que dans le Théorème 5.3.3. Le cas critique ̟ � 1{2 n’est pas
traité dans ce théorème : son comportement est plus compliqué et sera traité dans le Théorème 5.3.8.
Démonstration : Supposons par exemple que ̟ ¡ 1{2. Nous développons encore une fois une approche

par plongement en temps continu, et considérons la distribution pt,k induite sur Fk par l’arbre de
Yule au temps t étiqueté selon la Définition 5.3.4. Soit a � pa1, . . . , akq une affectation des k variables,
on définit πaptq � pt,kpfpaq � 1q.

Si a � p1, . . . , 1q alors πap0q � °k
i�1

νpxiq l1tai�1u � 1 et πaptq � 1. Donc pt,kpfp1, . . . , 1q � 1q � 1.
Si a � p0, . . . , 0q, πaptq � 0 pour tout t ¥ 0. Enfin, si a � p1, . . . , 1q et a � p0, . . . , 0q, par un calcul
similaire à celui de la preuve du Théorème 5.3.3, nous obtenons

πaptq � pt,kpfpaq � 1q � 1
caep2̟�1qt � 1

pour tout t ¥ 0,

où ca est une constante non nulle car πap0q � 1. Comme ̟ ¡ 1

2
, on a limtÑ�8 pt,kpfpaq � 1q �

0. Nous pouvons désormais, via des arguments similaires à ceux développés dans la preuve de la
Proposition 5.2.14, traduire ce résultat en temps discret : la suite des distributions ppn,kqn¥0 converge
quand n tend vers �8 existe et donne probabilité 1 à la fonction ppx1, . . . , xkq ÞÑ x1 ^ . . .^ xkq.
Afin de compléter l’étude de ce dernier étiquetage aléatoire, nous devons examiner le cas critique

̟ � 1{2. Il s’avère que ce dernier cas sera le plus complexe de tous, puisqu’il fera intervenir des
fonctions un peu plus variées que les fonctions constantes ou les unions et conjonctions du Théo-
rème 5.3.5 : les fonctions seuil. Ces fonctions, introduites par exemple dans [Ser04], apparaissent
aussi dans l’étude des arbres booléens équilibrés [FGG09]. Voici leur définition :

Définition 5.3.6 ([FGG09])

Soit a � pa1, . . . , akq P t0, 1uk une affectation des variables. Le poids de a relativement à la
distribution ν sur les variables booléennes tx1, . . . , xku est le scalaire ωνpaq � νpx1qa1 � . . . �
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νpxkqak.

Définition 5.3.7 ([FGG09])

Quel que soit θ ¥ 0, on définit la fonction seuil fν,θ associée au réel θ, relativement à ν comme
suit : �pa1, . . . , akq P t0, 1uk ,

fpa1, . . . , akq � 1 � ωνpaq ¥ θ.

Théorème 5.3.8

Trions les éléments de t0, 1uk par ordre de poids croissant (cf. Définition 5.3.6) :

ωνpap1qq ¤ ωνpap2qq ¤ . . . ¤ ωνpap2kqq.
Alors,

pn,k ÝÑ 2k

j̧�2

�
ωνpapjqq � ωνpapj�1qq	 δf

ν,ων papjqq quand nÑ �8.
Autrement dit, pn,k tend vers la distribution aléatoire pk telle que

pkpfν,ωνpapjqqq � ωνpapjqq � ωνpapj�1qq pour tout j P t2, . . . , 2ku.
Si f R tfν,ωνpapjqquj�2..2k , alors pkpfq � 0. Cette nouvelle distribution de l’arbre bourgeonnant ne
charge que 2k � 1 fonctions seuils. On peut donc dire que cette distribution est encore dégénérée
au sens où elle ne charge qu’un petit nombre de fonctions parmi les 22k

fonctions booléennes à k
variables. Ce comportement est toujours très éloigné de ce que l’on observait dans le cas des arbres
de Catalan ou de Galton-Watson (cf. Théorèmes 1.3.1 et 1.3.8).
Démonstration : Nous développons encore une fois une approche par plongement en temps continu.

Il est intéressant de lire cette preuve en parallèle de celle de la [FGG09, Proposition 7] car les
ressemblances sont flagrantes.

Soient a � pa1, . . . , akq et b � pb1, . . . , bkq deux affectations des k variables, et soient α, β P t0, 1u.
Pour tout t ¥ 0, soit

παβptq � pt,kpfpaq � α et fpbq � βq.
Calculons π10ptq selon que le premier temps de saut (cf. Définition 5.2.10) soit plus grand ou plus
petit que t :

π10ptq � e�t
ķ

i�1

aip1� biqνpxiq� » t

0

1
2
rπ11pt� sqπ10pt� sq � π10pt� sqpπ10pt� sq � π11pt� sqq�π10pt� sqpπ10pt� sq � π00pt� sqq � π10pt� sqπ00pt� sqse�sds.

Après simplifications, nous obtenons

π10ptqet � ķ

i�1

aip1 � biqνpxiq � » t

0

�
π10psq2 � π10psqπ11psq � π10psqπ00psq� esds,

qui, d’après π11�π10�π01�π00 � 1, et après dérivation, donne l’équation différentielle π110 � �π10π01.

Le même calcul peut être fait pour les trois autres fonctions π00, π01 et π11, établissant ainsi le système$''&''% π110 � �π10π01;
π101 � �π10π01;
π111 � π10π01;
π100 � π10π01.

(5.8)
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Au vu de (5.8), nous pouvons affirmer que π10ptq et π01ptq sont deux fonctions décroissantes, et
donc convergentes quand t tend vers �8, comme elles sont aussi positives. De même, π11 et π00 sont
croissantes et bornées supérieurement par 1, donc convergentes. On notera donc lαβ � limtÑ�8 παβptq
pour tout choix de α, β P t0, 1u.

Comme, pour tout α, β P t0, 1u la fonction παβ est monotone et converge quand t Ñ �8, sa
dérivée tend vers 0 quand t tend vers �8. Ainsi, nous pouvons passer à la limite dans le Système (5.8)
et obtenir :

l10l01 � 0. (5.9)

De plus, d’après le Système (5.8), la fonction π10 � π01 est constante, et donc,

l10 � l01 � π10p0q � π01p0q � ωνpaq � ωνpbq. (5.10)

Ainsi, si ωνpaq ¥ ωνpbq, alors, au vu des Équations (5.9) and (5.10), l01 � 0. Autrement dit, pt,kpfpaq �
0 and fpbq � 1q converge vers 0 quand t tend vers �8. Cela veut dire que, s’il existe a et b tels que
ωνpaq ¥ ωνpbq, fpaq � 0 et fpbq � 1, alors pn,kpfq tend vers 0 quand n tend vers �8. Ainsi, les
seules fonctions booléennes chargées par pn,k quand n tend vers �8 sont les fonctions telles que :
pour tout a, b tels que ωνpaq ¥ ωνpbq, on a fpaq ¥ fpbq. Ces fonctions sont donc des fonctions seuil :
si la distribution asymptotique des pn,k existe quand n tend vers �8, alors son support est inclus
dans l’ensemble des fonctions seuil relativement à la distribution ν.

Les calculs effectués dans la preuve du Théorème 5.3.5 peuvent être refaits pour le cas ̟ � 1{2, et
ils permettent de montrer que pt,kpfpaq � 1q est une fonction constante pour tout a P t0, 1uk. Ainsi
pt,kpfpaq � 1q � ωνpaq et, pour tout j P t2, . . . , 2ku,

pn,kpfν,ωνpap1qqq � . . .� pn,kpfν,ωνpapjqqq Ñ ωνpapjqq,
et pn,kpfν,ωνpapjqqq Ñ ωνpapjqq � ωνpapj�1qq quand n Ñ �8. Finalement, l’égalité

°2
k

j�2
ωνpapjqq �

ωνpapj�1qq � 1 permet de conclure la preuve du Théorème 5.3.8.

Les Théorèmes 5.3.3, 5.3.5 et 5.3.8 vérifiés par le modèle de l’arbre bourgeonnant, mais aussi par
le modèle des arbres équilibrés (cf. [FGG09]) ouvrent donc la porte à une réflexion plus générale :
pourquoi ces deux modèles d’arbres induisent-ils une distribution dégénérée sur Fk, alors que les
arbres de Catalan et de Galton-Watson induisent un comportement tout à fait différent de leurs
distributions induites ? C’est à cette question que nous répondrons dans la Section 5.5. Avant de
s’intéresser à cette question, nous allons recentrer notre étude sur le modèle de l’implication, toujours
en vue d’une comparaison plus complète entre les différents modèles arborescents cités.

5.4 Étude des tautologies dans le système de l’implication

Dans cette Section, nous nous intéressons uniquement au modèle de l’implication : les nœuds
internes des arbres considérés sont tous étiquetés par le connecteur Ñ. Le première sous-section
concerne le modèle de l’implication classique (tel qu’il est défini en Section 1.3.2), alors que la
seconde sous-section concerne une généralisation où les littéraux positifs et négatifs sont autorisés
pour l’étiquetage des feuilles.

Nous nous intéressons dans cette partie aux tautologies. Pour cette étude, la distribution qui
nous intéresse n’est donc plus la distribution induite sur les fonctions booléennes pn,k (cf. Défi-
nition 5.1.2), mais directement la distribution sur les arbres booléens Pn,k (cf. Définition 5.1.1).
Dans les modèles des arbres de Catalan, et des arbres de Galton-Watson, presque toute tautologie
est simple, asymptotiquement quand n (la taille des arbres) tend vers �8 (cf. [FGGZ07]). Cette
propriété est-elle vraie pour l’arbre bourgeonnant ?
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5.4.1 Tautologies simples

Rappelons la définition d’une tautologie simple :

Définition 5.4.1 ([FGGZ07])

Dans le modèle de l’implication, toute expression booléenne s’écrit sous la forme A1 Ñ pA2 Ñ
. . . pAp Ñ αqq, où les pAiqi�1,...,p sont des expressions booléennes. Les sous-arbres représentant
A1, . . . , Ap sont appelés prémisses de l’arbre booléen, et α est son but. Une tautologie simple
est un arbre booléen dont au moins l’une des prémisses est réduite à une feuille étiquetée par le
littéral α (cf. Figure 5.2).

On notera STn,k l’ensemble des tautologies simples de taille n sur k variables.

→

→

→

α →

α

Figure 5.2 – Une tautologie simple dans le système de l’implication.

Rappelons que la distribution des arbres de Catalan ainsi que celle de l’arbre de Galton-Watson
vérifient les Théorèmes 1.3.11 et 1.4.3 : en est-il de même pour la distribution de l’arbre bourgeon-
nant ? Le théorème suivant affirme que, du point de vue des tautologies, le comportement de l’arbre
bourgeonnant diffère encore de celui des arbres de Catalan ou de l’arbre de Galton-Watson :

Théorème 5.4.2

Pn,kpSTn,kq nÑ�8ÝÝÝÝÑ 1� e
�1{k � 1{k,

asymptotiquement quand k tend vers �8.

Comme la probabilité de Vrai est 1 sous la distribution de l’arbre bourgeonnant (cf. Théorème 5.2.4),
le Théorème 5.4.2 nous permet donc de conclure qu’asymptotiquement quand k tend vers �8,
presqu’aucune tautologie n’est simple. Nous avons donc là aussi un comportement très différent de
celui observé pour les distributions des arbres de Catalan et de Galton-Watson.

La preuve de ce théorème s’appuie l’étude d’une urne de Pólya. Une introduction aux urnes
de Pólya peut être lue en deuxième partie de ce mémoire (cf. Partie II) : nous utiliserons ici une
approche par combinatoire analytique (cf. [FGP05] pour une introduction à cette méthode qui ne
sera pas développées dans la Partie II du mémoire).

Démonstration : La preuve est faite en deux étapes : calculons tout d’abord la distribution du nombre
ℓn de prémisses de l’arbre bourgeonnant de taille n qui sont réduites à une feuille : nous appellerons ces
prémisses des feuilles sympas. Calculons la probabilité qu’au moins une prémisse sympa soit étiquetée
par le même littéral que le but de l’arbre bourgeonnant. Nous séparons le calcul en deux phases : une
étude de la forme de l’arbre bourgeonnant, puis une étude de l’étiquetage.
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Figure 5.3 – L’arbre binaire ci dessous est colorié en accord avec l’urne décrivant
les feuilles sympas : les feuilles blanches sont les feuilles sympas et la feuille rouge

est la feuille but.

C’est la première étape, celle de l’étude de la forme de l’arbre qui peut être modélisée via une
urne de Pólya à trois couleurs. Nous définirons l’urne de telle sorte qu’elle contienne n boules à
l’étape n. Ces n boules représenteront les n feuilles de l’arbre bourgeonnant Tn. Les boules blanches
représenteront les feuilles sympas, il n’y aura qu’une seule boule rouge dans l’urne, qui représentera
la feuille but de l’arbre, et les boules noires représenterons les autres feuilles (cf. Figure5.3). A l’étape
0, l’urne contient une unique boule rouge. A l’étape n, nous tirons au hasard une boule dans l’urne
(donc une feuille dans Tn) :

– si cette boule est rouge, alors, on la remet dans l’urne et on y ajoute une boule blanche (i.e.
une feuille sympa) ;

– si cette boule est blanche, alors on la retire de l’urne et on ajoute deux boules noires dans
l’urne ;

– si cette boule est noire, alors on la remet dans l’urne et on y ajoute une seconde boule noire.

La matrice de remplacement de l’urne (cf Partie II) est donc donnée par :��0 1 0
0 �1 2
0 0 1

�
.
Cette urne a été étudiée par Morcrette [Mor13] qui a prouvé que le nombre de boules blanches
dans l’urne à l’étape n a par ailleurs la même distribution que le nombre de points fixes dans une
permutation uniforme de Sn, et vérifie : pour tout n ¥ 1, pour tout m ¤ n� 1 :

Pn,kpℓn � mq � 1
m!

�
e�1 � ¸

j¥n�1�m

p�1qj
j!

� � n�m̧

j�0

p�1qj
j!

. (5.11)

Passons maintenant à l’étude de l’étiquetage : calculons Pn,kpSTn,kq en conditionnant par le
nombre de feuilles sympas de Tn. Comme

�
1� �

1� 1

k

�m�
est la probabilité qu’au moins l’une des m

feuilles sympas soit étiquetée par la même étiquette que le but de Tn,k, on a :

Pn,kpSTn,kq � ņ

m�1

Pn,kpℓn � mq�1��
1� 1

k


m

.
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Soit c � �
1� 1

k

�
,

Pn,kpSTn,kq � ņ

m�1

p1� cmq
m!

n�m̧

j�0

p�1qj
j!

p1� cmq� ņ

s�1

s�1̧

j�0

�
1� cs�j

�ps� jq! p�1qj
j!

.

Cette série converge vers8̧
s�1

s�1̧

j�0

�
1� cs�j

�
s� j!

p�1qj
j!

� � 8̧
s�1

p1� csq
s!

�� 8̧
j�0

p�1qj
j!

� � pe� ecqe�1 � 1� ec�1.

Puis, comme c � �
1� 1

k

�
, le Théorème 5.4.2 est démontré.

5.4.2 Autoriser les littéraux positifs et négatifs

Dans la littérature (cf. [FGGZ10]), nous pouvons trouver une étude des tautologies simples dans
un modèle de l’implication modifié : où les littéraux négatifs sont autorisés dans l’étiquetage des
feuilles. Dans cette sous-section, nous étudions les tautologies dans ce nouveau système logique
selon la distribution de l’arbre bourgeonnant. Dans ce modèle, l’arbre bourgeonnant Tn est étiqueté
uniformément au hasard avec le connecteur Ñ et les littéraux tx1, x̄1, . . . , xk, x̄ku (cf. Section 1.4).
L’arbre étiqueté obtenu est noté Tn,k, sa loi est de nouveau notée Pn,k, et la distribution induite sur
l’espace des fonctions booléennes Fk est notée pn,k.

Tout comme cela a été fait dans la Section 5.2, nous pouvons montrer que la distribution pn,k

converge vers la distribution limite δVrai quand n tend vers �8. La preuve est omise car elle est
très similaire à la preuve développée dans la Section 5.2.

Dans ce système logique, pour les modèles de Catalan et de Galton-Watson, asymptotiquement
quand k tend vers �8, presque toute tautologie est simple. Mais dans ce cas, les tautologies simples
peuvent être de deux types : les tautologies de premier type sont celles définies en Définition 1.3.10
et en Figure 5.2, et celle de second type sont définies comme suit :

Définition 5.4.3 ([FGGZ10])

Une tautologie simple de second type est une expression booléenne dans laquelle deux
feuilles sympas sont étiquetées par un littéral et sa négation (cf. Figure 5.4). On notera ST 1

n,k

(resp. ST 2
n,k) l’ensemble des tautologies de premier type (resp. de second type).

Encore une fois, dans le modèle de l’arbre bourgeonnant, presqu’aucune tautologie n’est simple
quand k tend vers �8. Plus que pour le résultat, l’introduction de ce système logique de l’implication
avec littéraux négatifs est intéressante pour la preuve qui met en œuvre des méthodes d’allocation
aléatoire.
Théorème 5.4.4

Asymptotiquement quand k tend vers �8,
– Pn,kpST 1

n,kq nÑ�8ÝÝÝÝÑ 1� e
�1{2k � 1

2k
, et

– Pn,kpST 2
n,kq nÑ�8ÝÝÝÝÑ 1� 1

e
p2e

1{2k � 1qk � 1
4k

.

Comme la probabilité de Vrai est 1 selon la distribution de l’arbre bourgeonnant (cf. Théo-
rème 5.2.4), on a bien que presqu’aucune tautologie n’est simple quand k tend vers �8. Comme
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Figure 5.4 – Tautologie simple de second type

→

→

α →

ᾱ →

indiqué précédemment, la preuve de ce résultat repose sur une modélisation via un problème d’al-
location aléatoire. Cette preuve, ainsi que celle du Théorème 5.4.2, montrent que l’étude de l’arbre
bourgeonnant est liée à des problèmes de combinatoire très variés. Les problèmes d’allocation sont
introduits par exemple dans le livre de Johnson et Kotz [JK97] : nous utiliserons ici une approche
par combinatoire analytique (cf [Gar02] pour une revue de littérature sur cette approche).

Démonstration : La première affirmation du Théorème 5.4.4 peut être prouvée de la même façon que
dans la preuve du Théorème 5.4.2 : nous ne détaillons pas cette preuve. Par ailleurs, la preuve de la
seconde affirmation peut être démontrée en deux étapes comme dans la preuve du Théorème 5.4.2.
Comme l’Équation (5.11) ne dépend que de la forme de l’arbre bourgeonnant, elle est encore valable
dans ce nouveau modèle de l’implication. Supposons que Tn,k a m feuilles sympas. Nous n’avons donc
plus qu’à calculer la probabilité que deux feuilles sympas au moins parmi m soient étiquetées par un
littéral et sa négation. Modélisons ce problème par un problème d’allocation aléatoire. Nous devons
distribuer m boules (i.e. m feuilles sympas) dans k urnes (i.e. k variables booléennes). Les boules
peuvent être noires ou blanches (littéral négatif ou positif) avec probabilité 1{2, indépendamment les
unes des autres. Le probabilité qu’au moins une urne contienne au moins une boule blanche et une
boule noire est égale à la probabilité que Tn,k soit une tautologie de second type (cf. Figure 5.5).

Figure 5.5 – Problème d’allocation associé à l’étude des tautologies de second type.

b b b b b

1 2 3 k

m balles

Nous allons résoudre ce problème par combinatoire analytique (cf. [Gar02] pour une revue des
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ces méthodes). Considérons une urne isolée parmi les k urnes du problème. La fonction génératrice
ex�y énumère le nombre de compositions de l’urne, où x marque le nombre de boules blanches (resp.
d’occurences positives de la variable booléenne associée à l’urne considérée) et y le nombre de boules
noires (resp. le nombre d’occurences négatives de la variable). On peut décomposer cette fonction
génératrice comme suit :

ex�y � pex � 1qpey � 1q � pex � 1q � pey � 1q � 1,

où le premier terme représente les compositions de l’urne faisant intervenir au moins une boule
blanche et une boule noire, le second terme (resp. le troisième terme) représente les compositions
ne faisant intervenir que des boules blanches (resp. noires) et le quatrième terme représente l’urne
vide. Introduisons une nouvelle variable complexe z qui marquera les allocations qui réalisent une
tautologie simple. La fonction génératrice des différentes compositions de l’urne devient

zpex � 1qpey � 1q � pex � 1q � pey � 1q � 1.

Oublions maintenant la différence entre les variables x et y, et notons-les t. La description des diffé-
rentes compositions d’une urne isolée devient donc

zpet � 1q2 � 2et � 1.

Dès lors, si αr,m est le nombre de façons de distribuer m boules dans k urnes de façon à réaliser r fois
une tautologie simple de second type (i.e. la tautologie simple est réalisée pour r couples de feuilles
sympas), alors

Φpt, zq :�
ŗ,m

αr,mz
r t

m

m!
� pzpet � 1q2 � 2et � 1qk.

Comme Φpt, 0q est la fonction génératrice des allocations de m boules dans les k urnes qui ne réalisent
pas une tautologie de second type (mais qui peuvent en réaliser une de premier type), on a :

Pn,kpST 2

n,k|fn � mq � r tm

m!
sΦpt, 0qp2kqm � α0,mp2kqm ,

ce qui, au vu de l’Équation (5.11), donne

Pn,kpST 2

n,kq � e�1

ņ

m�0

α0,m

m! p2kqmloooooooooomoooooooooon
Qn

� ņ

m�0

α0,m

m! p2kqm ¸
j¥n�1�m

p�1qj
j!looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

Rn

.

Il est facile de voir que Rn tend vers 0 quand n tend vers �8, et que

Qn Ñ 1
e

Φ
�

1
2k
, 0



quand nÑ �8.
Donc,

Pn,kpST 2
n,kq nÑ�8ÝÝÝÝÝÑ 1

e
Φ
�

1
2k
, 0

 � 1

e
p2e

1{2k � 1qk � 1� 1
4k
,

quand k tend vers �8.

5.5 Généralisation : arbres saturés

L’étude de la distribution de l’arbre bourgeonnant réalisée dans ce chapitre montre comment ce
nouveau modèle est très différent des modèles de Catalan et de Galton-Watson : en effet, la distribu-
tion obtenue est dégénérée, aussi bien dans le système logique et/ou que dans celui de l’implication ;
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et, si nous nous concentrons sur les tautologies simples dans le modèle de l’implication, nous avons
montré que, asymptotiquement quand k tend vers �8, il existe une proportion non négligeable
de tautologies non simples parmi les tautologies. Nous avons même montré qu’asymptotiquement
quand k tend vers �8, presqu’aucune tautologie n’est simple. A contrario, la distribution de l’arbre
bourgeonnant semble très proche de celle des arbres équilibrés : pouvons-nous montrer un méta-
théorème nous assurant que tout arbre aléatoire de la “même forme” qu’un arbre équilibré induit
une distribution dégénérée sur Fk ? Quelle est la bonne notion de “forme” à considérer ?

L’objet de cette Section est d’énoncer et de démontrer le méta-théorème annoncé ci-dessus. Il
s’avère que la bonne notion de forme est le niveau de saturation d’un arbre aléatoire, et que la
condition nécessaire et suffisante pour que la distribution induite sur Fk soit dégénérée est que le
niveau de saturation tende vers �8 en probabilité quand la taille de l’arbre aléatoire tend vers �8.
La démonstration de ce méta-théorème met en œuvre les idées de la preuve par plogement en temps
continu du Théorème 5.2.3.
Définition 5.5.1

On appelle niveau de saturation d’un arbre la hauteur de sa feuille la plus proche de sa racine.

Introduisons tout d’abord une nouvelle notation : étant donné un arbre booléen τ , nous noterons
fτ la fonction booléenne représentée par τ .

Rappelons que T est l’ensemble des arbres binaires plans, et soit Tσ l’ensemble de ces arbres
ayant un niveau de saturation supérieur ou égal à σ, pour tout σ ¥ 0. Remarquons que T0 � T .

Étant donné un arbre t, étiquetons-le uniformément au hasard dans le système et/ou (cf. Défi-
nition 1.2.6), et notons t̂ l’arbre booléen aléatoire obtenu, et ft̂ la fonction booléenne aléatoire qu’il
calcule : c’est une fonction booléenne de Fk.

Soient a et b deux éléments distincts de t0, 1uk, et soient α, β P t0, 1u. Notons, pour tout arbre t,

P
αβ
t pa, bq � Ppft̂paq � α and ft̂pbq � βq,

et
Sαβ

σ pa, bq � suptPα,β
t pa, bq, t P Tσu.

Si cet abus de notation est sans ambiguïté, nous écrirons P
αβ
t au lieu de P

αβ
t pa, bq et Sαβ

σ au lieu de
Sαβ

σ pa, bq.
Jusqu’à maintenant, l’aléa du modèle vient de l’étiquetage des arbres : la structure est pour

l’instant déterministe. Nous souhaitons désormais rendre aléatoire cette structure. Nous aurons
dans la suite deux niveaux d’aléa, celui sur la structure, et celui sur l’étiquetage. Soit pTnqn¥0 une
suite d’arbres binaires plans aléatoires : nous nous intéressons au comportement de f

T̂n
, et notre

objectif est de démontrer le théorème suivant :

Théorème 5.5.2

Soit pTnqn¥0 une suite d’arbre binaires plans aléatoires (non étiquetés). Asymptotiquement
quand n tend vers �8,

Ppf
T̂n
� Vraiq � Ppf

T̂n
� Fauxq Ñ 1

2
, (5.12)

si, et seulement si, le niveau de saturation sn de Tn vérifie

lim
nÑ�8 sn � �8 en probabilité.

Des cas particuliers de ce théorème ont déjà été cités dans ce mémoire :
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– Si, pour tout n ¥ 0, Tn est presque sûrement égal à l’arbre équilibré de hauteur n (i.e.
l’unique arbre ayant toutes ses feuilles à hauteur n), alors, il est démontré dans [FGG09] que
l’Équation (5.12) est bien vérifiée.

– Si la suite pTnqn¥0 est l’arbre bourgeonnant (non étiqueté), alors, il est montré dans ce chapitre
que l’Équation (5.12) est bien vérifiée (cf. Théorème 5.2.3).

– Si, pour tout n ¥ 0, l’arbre Tn suit la loi uniforme parmi les arbres de taille n, c’est alors le
modèle de Catalan (cf. Section 1.3.1) et il est démontré dans [CFGG04, Koz08] que l’Équa-
tion (5.12) n’est pas vérifiée.

– Si la suite pTnqn¥0 est le processus de Galton-Watson critique (remarquons que, presque
sûrement, pour n assez grand, Tn�1 � Tn car le processus de Galton-Watson critique s’éteint
presque sûrement), alors, c’est le modèle de Galton-Watson (cf. Section 1.4) et il est démontré
que l’Équation (5.12) n’est pas vérifiée.

Pour démontrer l’équivalence énoncée dans le Théorème 5.5.2, nous montrons séparément les
deux implications dans les Propositions 5.5.4 et 5.5.6. Il nous faut aussi séparer l’étude des deux
niveaux d’aléa, c’est pourquoi nous établirons tout d’abord deux lemmes qui ne traiteront que l’aléa
provenant de l’étiquetage aléatoire.
Lemme 5.5.3

Pour tout a � b P t0, 1uk , asymptotiquement quand σ tend vers �8,

1{2 � S11
σ pa, bq � 1{2 � S00

σ pa, bq � 1
σ
,

et, pour tout ε ¡ 0,
S10

σ pa, bq � S01
σ pa, bq � Op1{σ1�εq.

Démonstration : Remarquons tout d’abord que les symétries de notre modèle d’étiquetage aléatoire
impliquent P10

t � P01
t et P11

t � P00
t pour tout arbre t : les probabilités de ^ et _ sont en effet égales,

ainsi que les probabilités d’une variable et de sa négation. Nous pouvons donc conclure que, pour
tout arbre t, et pour tout fonction booléenne f ,

Ppft̂ � fq � Ppft̂ � f̄q.
De plus, pour tout arbre t, P10

t � P11
t � 1

2
.

Soit t un arbre de Tσ. Son sous-arbre gauche tℓ et son sous-arbre droit tr sont tous deux des
éléments de Tσ�1, ce qui implique :

P
10

t � 1
2

�
P

10

tℓ
pP10

tr
� P

11

tr
q � P

11

tℓ
P

10

tr

�� 1
2

�
P

10

tℓ
pP10

tr
� P

00

tr
q � P

00

tℓ
P

10

tr

�� 1
2
P

10

tℓ
� 1

2
P

10

tr
� P

10

tℓ
P

10

tr
. (5.13)

En effet, le facteur 1

2
est égal à la probabilité que la racine de t soit étiquetée par ^ ou par _, le

premier terme de la somme suppose que la racine est étiquetée par ^ et le second terme par _ ; il
suffit de remarquer que les étiquettes des deux sous-arbres sont indépendantes pour établir les égalités
ci-dessus. Comme P10

tℓ
¤ S10

σ�1 et P10
tr
¤ S10

σ�1, nous avons

S10

σ ¤ S10

σ�1,

ce qui implique que pS10
σ qσ¥0 est convergente quand σ tend vers �8. Un calcul similaire donne

P
11

t � 1
2
P

11

tℓ
P

11

tr
� 1

2
pP11

tℓ
� P

10

tℓ
pP01

tr
� P

11

tr
q � P

01

tℓ
pP10

tr
� P

11

tr
q � P

00

tℓ
P

11

tr
q� 1

4
� P

11

tℓ
P

11

tr
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ce qui implique
1
4
� pS11

σ�1q2 � S11

σ .

Posons vσ � 1

2
� S11

σ . Dès lors, pour tout σ ¥ 0, vσ�1 � fpvσq où fpxq � x � x2. Notons que 0
est l’unique point fixe de f et que r0, 1s est stable par f . De plus, f 1p0q � 1 et f2p0q � �2. Par un
résultat standard sur les suites récursives : asymptotiquement quand σ tend vers �8,

vσ � � 2
σf2p0q � 1

σ
.

Dès lors, la suite pS11
σ qσ¥0 converge vers 1

2
quand σ tend vers �8, et

1
2
� S11

σ � 1
σ

quand σ Ñ �8.
Nous en déduisons

S11

σ � 1
2
� 1
σ
� o

�
1
σ



.

En particulier, pour tout ε ¡ 0, il existe σε ¥ 0 tel que, pour tout σ ¥ σε,

S11

σ ¤ 1
2
� 1� ε

σ
.

Au vu de l’Équation (5.13), nous avons

P
10

t � 1
2
P

10

tℓ
� 1

2
P

10

tr
� P

10

tℓ
P

10

tr� 1
2
P

10

tℓ
� 1

2
P

10

tr
��

1
2
� P

11

tℓ


�
1
2
� P

11

tr


� 1
2
P

10

tℓ
� P

11

tℓ
P

10

tr¤ 1
2
S10

σ�1 ��
1
2
� 1� ε

σ � 1



S10

σ�1,

pour tout σ ¥ σε. Dès lors, pour tout σ ¥ σε,

S10

σ ¤ S10

σ�1

�
1� 1� ε

σ � 1



.

Via la formule de Stirling
±n

k�1

�
1� 1�ε

n

� � n�p1�εq
Γpεq quand n tend vers �8, il existe une constante

cε ¡ 0 telle que

S10

σ ¤ S10

σε

σ�1¹
k�σε

�
1� 1� ε

k


 ¤ cεpσ � 1q1�ε
.

Nous avons donc montré que, pour tout ε ¡ 0, pour tout choix de a � b,

S10

σ pa, bq � O

�
1

σ1�ε



.

Nous sommes désormais prêts à démontrer la première implication du Théorème 5.5.2 : si la
suite des niveaux de saturation des pTnqn¥0 tend vers �8 en probabilité, alors la loi induite sur Fk

est dégénérée, au sens où elle ne charge que les deux fonctions constantes Vrai et Faux.

Proposition 5.5.4

Soit pTnqn¥0 une suite d’arbres binaires plans aléatoires (non étiquetés) dont la suite psnqn¥0
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des niveaux de saturation tend vers �8 en probabilité. Dès lors, pour tout choix de a, b P t0, 1uk

tels que a � b,
P

10
Tn
pa, bq Ñ 0

presque sûrement quand n tend vers �8, ce qui implique

Ppf
T̂n
� Vraiq � Ppf

T̂n
� Fauxq Ñ 1

2
quand nÑ8.

De plus, asymptotiquement quand n tend vers �8,

Ppf
T̂n
R tVrai, Fauxuq Ñ 0.

Démonstration : Par hypothèse, pour tout σ ¡ 0, asymptotiquement quand n tend vers �8,

Ppsn ¥ σq Ñ 1.

Autrement dit, asymptotiquement quand n tend vers �8,

PpTn R Tσq Ñ 0.

Donc, pour tout σ ¡ 0, au vu du Lemme 5.5.3,

PpfT̂n
R tVrai, Fauxuq � PpDa, b P t0, 1uk|fT̂n

paq � fT̂n
pbqq¤

a̧�b

PpfT̂n
paq � fT̂n

pbqq¤
a̧�b

�
PpfT̂n

paq � fT̂n
pbq et Tn P Tσq � PpTn R Tσq��

a̧�b

� ¸
tPTσ

Ppft̂paq � ft̂pbq et Tn � tq � PpTn R Tσq� ,

car Tσ est dénombrable. De plus, comme la suite pTnqn¥0 est indépendante de son étiquetage,

PpfT̂n
R tVrai, Fauxuq �

a̧�b

�¸
tPTσ

Ppft̂paq � ft̂pbqqPpTn P Tσq � PpTn R Tσq�¤
a̧�b

�pS10

σ pa, bq � S01

σ pa, bqqPpTn P Tσq � PpTn R Tσq�¤
a̧�b

�
2S10

σ pa, bq � PpTn R Tσq� .
Le Lemme 5.5.3 appliqué à ε � 1

2
nous assure qu’il existe une constante c ¡ 0 telle que, pour tout

n ¥ 0,

PpfT̂n
R tVrai, Fauxuq ¤

a̧�b

�
2
ca,b

σ1{2 � PpTn R Tσq	¤ 2kp2k � 1q� cst

σ1{2 � PpTn R Tσq
 .
Comme PpTn R Tσq tend vers 0 quand n tend vers �8, nous obtenons que, pour tout σ ¡ 0, il existe
m ¥ 0, tel que, pour tout n ¥ m,

PpTn R Tσq ¤ c?
σ
,

ce qui implique

PpfT̂n
R tVrai, Fauxuq ¤ 2cst

σ1{2 .
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Il nous reste à montrer la seconde implication du Théorème 5.5.2 : si la suite psnqn¥0 des niveaux
de saturation des pTnqn¥0 ne tend pas vers �8 en probabilité, alors, la distribution induite sur Fk

n’est pas dégénérée. Étudions tout d’abord l’influence de l’aléa de l’étiquetage via le lemme suivant :

Lemme 5.5.5

Soit Aσ l’ensemble des arbres binaires plans (non étiquetés) de niveau de saturation σ, et soit

Iσ � inf
tPAσ

Ppft̂ R tVrai, Fauxuq.
Pour tout σ ¡ 0,

Iσ ¥ 1
2σ
.

Démonstration : Soit t un arbre de Aσ et t̂ sa version après étiquetage aléatoire. On note x l’étiquette
de ℓ, l’une de ses feuilles de hauteur σ, �1, . . . , �σ les connecteurs étiquetant les ancêtres de ℓ (�1 sera
l’étiquette de la racine et �σ l’étiquette du parent de ℓ), et par g1, . . . , gk les fonctions booléennes aléa-
toires calculées par les sous-arbres composés des descendants respectifs des ancêtres de ℓ (numérotés
de haut en bas). Dès lors, la fonction calculée par t̂ est donnée par

ft̂ � pg1 �1 pg2 �2 p. . . pgσ �σ xqqqq.
Soit j le minimum des k P t1, . . . , σu tels que gk admette x comme variable essentielle. Si un tel
k n’existe pas, on posera j � σ. Soit ρ � gj�1 �j�1 p. . . pgσ �σ xqq. Notons que l’on peut choisir �j

tel que gj �j ρ admette x pour variable essentielle : si gj � 0, alors x ^ gj admet x comme variable
essentielle et si gj � 0, alors x _ gj � x admet x comme variable essentielle. Par induction, nous
pouvons ainsi choisir �j�1, . . . , �1 tels que ft̂ admet x comme variable essentielle, et la probabilité,
conditionnellement au reste des étiquettes de l’arbres (et ce pour tout conditionnement), que �1, . . . , �j

soient en effet égaux à ce choix est égale à 1

2j .

En conclusion, si l’on note ft̂px � 1q (resp. ft̂px � 0q) la restriction de ft̂ au sous-ensemble det0, 1uk où x � 1 (resp. x � 0),

Ppft̂px � 1q � ft̂px � 0qq ¥ 1
2σ
,

ce qui implique

Ppft̂ � Vrai et ft̂ � Fauxq ¥ 1
2σ
.

Cette dernière inégalité est valable pour tout arbre t P Aσ : il ne reste plus qu’à prendre l’infimum
pour montrer le Lemme 5.5.5.

Proposition 5.5.6

Supposons que la suite psnqn¥0 des niveaux de saturation des pTnqn¥0 ne tende pas vers �8
en probabilité. Alors, il existe α ¡ 0 tel que, pour tout m ¥ 0, il existe n ¥ m tel que,

Ppf
T̂n
� Vraiq � Ppf

T̂n
� Fauxq   1

2
� α.

Démonstration : Par hypothèse, il existe σ ¡ 0 et ε ¡ 0 tels que, pour tout m P N, il existe n ¥ m tel
que

Ppsn ¥ σq   1� ε.
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Dès lors, au vu du Lemme 5.5.5,

PpfT̂n
R tVrai, Fauxuq ¥ PpfT̂n

R tVrai, Fauxu et sn   σq� σ�1̧

m�0

PpfT̂n
R tVrai, Fauxu et sn � mq� σ�1̧

m�0

¸
tPAm

PpfT̂n
R tVrai, Fauxu et Tn � tq.

Via l’indépendance entre la suite des arbres aléatoires pTnqn¥0 et leur étiquetage aléatoire, nous
obtenons :

PpfT̂n
R tVrai, Fauxuq � σ�1̧

m�0

¸
tPAm

Ppft̂ R tVrai, FauxuqPpTn � tq¥ σ�1̧

m�0

¸
tPAm

ImPpTn � tq,
car Im � inf tPAm

Ppft̂ R tVrai, Fauxuq. Nous en déduisons

PpfT̂n
R tTrue, Falseuq ¥ σ�1̧

m�0

1
2m

Ppsn � mq¥ 1
2σ�1

Ppsn   σq¥ ε

2σ�1
,

par hypothèse. En posant α � ε
2σ , nous concluons la preuve de la Proposition 5.5.6 et donc celle du

Théorème 5.5.2.

5.6 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre le lien étroit qui relie le niveau de saturation d’une famille
d’arbres booléens aléatoires à la distribution qu’elle induit sur l’ensemble des fonction booléennes
à k variables. Ce résultat a été conjecturé suite à l’étude de la nouvelle distribution sur Fk, dite de
l’arbre bourgeonnant, distribution qui s’avère très similaire à celle induite par les arbres équilibrés.

Il est important d’insister sur les méthodes utilisées pour l’étude du modèle de l’arbre bour-
geonnant : nous avons présenté une approche par combinatoire analytique qui était plus naturelle
au vu de la littérature sur les arbres booléens aléatoires, et une approche par plongement en temps
continu, spécifique à l’arbre bourgeonnant dont le plongement en temps continu, l’arbre de Yule,
est standard.

L’idée clef de la preuve du méta-théorème reliant niveau de saturation d’une suite d’arbres
aléatoires et dégénérescence de la distribution qu’elle induit sur Fk est de séparer l’aléa sur la
forme des arbres aléatoires de l’aléa sur leur étiquetage. Il est intéressant de noter que, une fois
cette séparation faite, la démonstration met en œuvre des idées similaires à celles de la preuve par
plongement en temps continu pour l’arbre bourgeonnant.

Pour compléter ce résultat général sur les distributions induites sur Fk par des modèles d’arbres
booléens, il faudrait étudier plus en détail le cas non dégénéré : avons-nous toujours dans ce cas une
probabilité favorisant les fonctions de faible complexité, avec un comportement en 1

kLpfq , asympto-
tiquement quand k tend vers �8 ?
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Par ailleurs, pouvons-nous trouver une approche générale qui incluerait aussi les modèles d’arbres
non binaires (par exemple ceux du Chapitre 2) ? Par exemple, que dire des généralisations non
binaires de l’arbre binaire de recherche tels les arbres croissants [BFS92] ou le balanced probability
model [CDM93] ? A priori, ces arbres “équilibrés” devraient induire des distributions dégénérées,
tout comme le modèle de l’arbre bourgeonnant étudié dans le présent chapitre. Est-il possible
montrer un tel résultat en toute généralité ?
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Chapitre 6

Arbres aléatoires étiquetés par un
ensemble non borné de variables

6.1 Introduction

Dans tous les chapitres de la première sous-partie Arbres booléens généraux (cf. Cha-
pitres 2, 3 et 4), ainsi que dans le modèle des arbres de Catalan étudié dans la littérature, une
double limite est opérée. La taille n des arbres considérés tend vers �8 afin de définir la distribution
asymptotique longuement étudiée ensuite. Cette distribution, asymptotique, généralement notée µk

dépend du nombre k de variables utilisées pour l’étiquetage des arbres booléens. Les seuls résultats
décrits dans la littérature sont ensuite obtenus asymptotiquement quand k tend vers l’infini. Mais
cette double-limite, ordonnée (on ne peut, a priori échanger les deux limites), ne biaise-t-elle pas
les résultats obtenus ?

L’ambition de ce chapitre est d’échanger les deux limites, voire de laisser n et k tendre vers �8
ensemble, en exprimant k comme fonction de n.

Une première idée due à Genitrini et al. [GKZ07, GK12], afin d’échanger les deux limites est
de considérer des arbres booléens dont les étiquettes sont prises dans un ensemble infini txiui¥1 de
variables (et leurs négations). La famille de ces arbres booléens n’est plus une classe combinatoire :
il y a une nombre infini de tels arbres de taille n (dans ce chapitre, la taille des arbres sera le nombre
de feuilles). Nous définissons donc une relation d’équivalence sur les arbres booléens de façon à ce
qu’il y ait un nombre fini de classes d’équivalences d’arbres de taille n. Cette notion d’équivalence
induit une notion d’équivalence sur l’espace des fonctions booléennes.

Nous définissons Pnxfy, la probabilité d’une classe d’équivalence de fonctions xfy (où f est
une fonction booléenne), comme la proportion de classes d’équivalence d’arbres de taille de taille
n calculant une fonction de xfy parmi les classes d’équivalence d’arbres de taille n. Quel est le
comportement de Pnxfy quand n tend vers �8 ?

Nous remarquerons que ce modèle où les deux limites (sur k puis sur n) ont été échangées est en
fait équivalent à un modèle où k � n, et nous généraliserons nos résultats pour toute suite pknqn¥1 :
nous supposerons qu’un arbre peut être étiquetée par au plus kn variables différentes où pknqn¥1

sera une suite croissante et tendant vers �8 quand n tend vers �8. Il est intéressant de remarquer
que comme un arbre de taille n a n feuilles, 1 ¤ kn ¤ n, pour tout entier n ¥ 1. Ce nouveau modèle
nous permet donc de laisser n et k tendre vers �8 simultanément et nous verrons comment le
comportement de la distribution Pn dépend de la dynamique de kn en fonction de n.

Dans la Section 6.2, nous définirons notre nouveau modèle, et notamment la notion de classe
d’équivalence d’arbres et de fonctions booléennes, et nous énoncerons notre résultat principal. Les



134 Chapitre 6. Arbres aléatoires étiquetés par un ensemble non borné de variables

Sections 6.3 et 6.4 sont le cœur technique de notre étude. Dans un premier temps (Section 6.3),
nous étudions en détails le nombre de classes d’équivalences d’arbres de taille n, et nous y voyons
clairement le rôle de la suite kn. Nous remarquons un phénomène de saturation si la suite pknqn¥1

vérifie kn ¥ n
ln n

pour tout n assez grand. Dans un second temps (Section 6.4), nous généralisons
la théorie des motifs de Kozik [Koz08] à ce nouveau modèle de classes d’équivalence. Enfin, la
Section 6.5 applique ces résultats techniques à l’étude de la distribution de probabilité induite sur
l’ensemble des classes d’équivalence de fonctions booléennes : nous démontrons ici notre résultat
principal.

6.2 Définition du modèle

6.2.1 Relations d’équivalence

Dans ce chapitre, les arbres et/ou sont des arbres binaires plans dont les nœuds internes sont
étiquetés par ^ ou _, et dont les feuilles sont étiquetées par une variable de txiuiPN ou sa négation.
La taille d’un arbre est le nombre de ses feuilles : bien entendu, il existe un nombre infini de tels
arbres de taille n. Il est donc impossible de définir la distribution uniforme sur l’ensemble des
arbres de taille n comme dans le cas classique. Pour remédier à ce caractère infini, nous définissons
des classes d’équivalence : nous dirons que deux arbres sont équivalents s’ils sont identiques à re-
numérotation des variables près. En plus de pouvoir ainsi définir un analogue de la distribution des
arbres de Catalan sur l’ensemble des fonctions booléennes à un nombre non borné de variables, la
famille des classes d’équivalence d’arbres et/ou formera une classe combinatoire, sur laquelle nous
pourrons donc appliquer les méthodes de combinatoire analytique.

Une telle notion d’équivalence d’arbres est déjà définie dans Genitrini et al. [GKZ07, GK12],
dans un cadre légèrement différent car le système logique étudié dans ces deux articles ne prend
pas en compte les littéraux négatifs. Rappelons que nous appelons squelette un arbre binaire plan
dont les noeuds internes sont étiquetés par des connecteurs et dont les feuilles sont non-étiquetées
(cf. Définition 1.3.3). Rappelons aussi qu’une variable est un élément de txiui¥1 alors qu’un littéral
est une variable ou sa négation, donc un élément de txi, x̄iui¥1. On dit qu’un nœud est étiqueté par
la variable xi s’il est étiqueté par le littéral xi ou par le littéral x̄i. Ainsi, deux nœuds peuvent être
étiquetés par la même variable mais par deux littéraux différents.

Définition 6.2.1 (cf. Figure 6.1)

Deux arbres et/ou t1 et t2 sont équivalents si, et seulement si,

(i) leurs squelettes sont égaux,

(ii) deux feuilles sont étiquetées par la même variable dans t1 si, et seulement si, elles sont
étiquetées par la même variable dans t2, et

(iii) deux feuilles sont étiquetées par le même littéral dans t1 si, et seulement si, elles sont
étiquetées par le même littéral dans t2.

Remarque : Cette remarque n’est pas redondante. Imaginons que nous supprimions la conditionpiiq. Dès lors, l’expression x1 ^ x̄1 devient équivalente à l’expression x1 ^x2, ce qui n’est pas le cas.
Par ailleurs, imaginions que nous supprimions la condition piiiq, alors, l’expression x1 ^ x̄1 devient
équivalente à x1 ^ x1, ce qui n’est pas le cas non-plus. Les conditions piiq et piiiq ne sont donc pas
identiques.

Cette relation d’équivalence induit (via Φ, cf. Définition 1.2.5) une relation d’équivalence sur
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Figure 6.1 – Les deux arbres de gauche sont équivalents alors que les deux arbres de
droite ne le sont pas.^_

x1 _
x̄48 x13

x̄1 � ^_
x̄112 _

x2 x̄47

x112 � ^_
x̄112 _

x2 x̄47

x̄112

l’ensemble F8 des fonctions booléennes (cf. Définition 1.2.1). Par exemple, la fonction Vrai tout
comme la fonction Faux sont les uniques éléments de leurs classes d’équivalence respectives et toutes
les fonctions littéral sont équivalentes. Il est important de remarquer que les fonctions booléennes
d’une même classe d’équivalence ont la même complexité et le même nombre de variables essentielles.
On note xfy la classe d’équivalence de la fonction booléenne f .

6.2.2 Distribution de probabilité sur l’ensemble des classes d’équivalence de
fonctions booléennes

Soit pknqn¥1 une suite d’entiers croissante et tendant vers �8 quand n tend vers �8.
Par la suite, nous supposerons qu’un arbre et/ou de taille n ne peut contenir comme étiquettes plus
de kn variables deux à deux distinctes, c’est à dire que, pour tout arbre t de taille n, il existe un
ensemble Γ de variables de cardinal inférieur ou égal à kn tel que toute feuille de t est étiquetée par
une variable de Γ ou par sa négation. Bien entendu, nous pouvons supposer 1 ¤ kn ¤ n, et ce pour
tout entier n ¥ 1.
Définition 6.2.2

On note Tn le nombre de classes d’équivalence d’arbres de taille n (et tels qu’au plus kn variables
différentes apparaissent comme étiquettes des feuilles). Soit T pzq la série génératrice T pzq �°

n Tnz
n.

Pour tout entier n, on note Catn le nième nombre de Catalan (cf. Équation (1.1)), et pour tout
couple d’entiers pp, nq, on note

 
n
p

(
le nombre de Stirling de seconde espèce associé à n et p (i.e. le

nombre de partitions d’un ensemble à n éléments en p parties non-vides, voir par exemple [FS09,
pages 735–737]).

Proposition 6.2.3

Le nombre de classes d’équivalence d’arbres de taille n vérifie :

Tn � Catn�1 � kņ

p�1

"
n

p

*
22n�1�p.

Démonstration : Le facteur 2n�1Catn�1 compte le nombre de squelettes différents à n feuilles : le terme
Catn�1 compte le nombre d’arbres non-étiquetés et le facteur 2n�1 compte le nombre d’étiquetages
des nœuds internes. Il ne reste plus qu’à compter le nombre de façons d’étiqueter n feuilles. Pour ce
faire, choisissons un entier p P t1, . . . , knu représentant le nombre de variables différentes apparaissant
dans l’étiquetage des feuilles, puis partitionnons les n feuilles en p parties, signifiant que deux feuilles
sont étiquetées par la même variable si, et seulement si, elles sont dans la même partie de la partition :



136 Chapitre 6. Arbres aléatoires étiquetés par un ensemble non borné de variables

cela nous donne le facteur
 

n
p

(
. Il ne reste plus qu’à choisir le signe de chaque étiquette de feuille : est-

ce la variable elle-même ou sa négation ? Cela rajoute un terme 2n que nous devons corriger par 2�p

car l’arbre obtenu en changeant tous les signes des feuilles d’une partie de la partition est équivalent
à l’arbre de départ.

Étant donné un ensemble S de classes d’équivalence d’arbres et/ou, et en notant Sn le nombre
de ces classes dont les éléments sont de taille n, on appelle proportion ou ratio de S le réel suivant

µnpSq � Sn

Tn
. (6.1)

Étant donnée une fonction booléenne f , on note Tnxfy le nombre de classes d’équivalences d’arbres
dont les éléments calculent une fonction de xfy, et on appelle probabilité de xfy le ratio de cette
famille de classes d’équivalence :

Pnxfy � Tnxfy
Tn

.

L’objectif de ce chapitre est d’étudier la distribution Pn
1 sur l’ensemble des classes d’équivalence

de fonctions booléennes, notamment asymptotiquement quand n tend vers �8.

6.2.3 Résultats

Nous décrivons dans ce chapitre le comportement de Pnxfy pour toute fonction booléenne f
fixée, asymptotiquement quand n tend vers �8.

Définition 6.2.4

Soit xfy une classe d’équivalence de fonctions booléennes. On note Lxfy (resp. Exfy) la com-
plexité commune (resp. le nombre de variables essentielles commun) des fonctions de xfy. La
multiplicité de xfy, notée Rxfy, est le nombre entier Lxfy � Exfy ¥ 0 : c’est le nombre de
répétitions dans un arbre minimal d’une fonction de xfy.

Théorème 6.2.5

Soit pknqn¥1 une suite d’entiers croissante et tendant vers �8 quand n tend vers �8. Il existe
une suite pMnqn¥1 telle que Mn � n

ln n
(quand n tend vers �8) et telle que, pour toute classe

d’équivalence de fonctions booléennes xfy fixée, il existe une constante strictement positive λxfy
telle que

(i) si, pour tout n assez grand, kn ¤Mn, alors, asymptotiquement quand n tend vers �8,

Pnxfy � λxfy � � 1
kn�1


Rxfy�1

;

(ii) si, pour tout n assez grand, kn ¥Mn, alors, asymptotiquement quand n tend vers �8,

Pnxfy � λxfy �� lnn
n


Rxfy�1

.

1. Nous réutilisons ici une notation utilisée dans le Chapitre 5 pour un objet totalement différent : aucune confusion

n’est cependant possible.
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Remarquons tout d’abord que la constante λxfy est indépendante de kn (et de n, bien entendu),
résultat qui a déjà été observé dans Genitrini et al. [GKZ07, GK12] dans le cas particulier de la
fonction Vrai. Par ailleurs, ce théorème ne couvre pas tous les cas possibles : la suite pknqn¥1 peut
osciller entre valeurs plus petites et valeurs plus grandes que celles de la suite pMnqn¥1. Ceci dit,
ce théorème couvre tous les cas naturels de suites pknqn¥1 : l’idée est de prendre pour cette suite
une suite très régulière du type lnn,

?
n, n3{4, etc.

Afin de pouvoir comparer nos résultats avec ceux concernant la distribution des arbres de Catalan
(cf. Section 1.3.1), il nous faut traduire les résultats obtenus par Kozik (cf. Théorème 1.3.1) en
terme de classes d’équivalence. Il suffit pour cela de remarquer que, si, pour tout n ¥ 0, k � kn,
il y a

�
k

Epfq�2Epfq fonctions booléennes dans la classe d’équivalence de f P Fk. Dès lors, d’après le
Théorème 1.3.1 (avec les notations de ce théorème), asymptotiquement quand k tend vers �8,

lim
nÑ�8µn,kxfy � ¸

gPxfyµn,kpgq � Θ
�

1
kLpfq�Epfq�1


 � Θ
�

1
kRpfq�1



.

Bien entendu, il serait abusif de considérer que la suite constante pkn � kqn¥0 tend vers �8 quand
n tend vers �8. Mais le résultat de Kozik étant vrai quand k tend vers �8, il y a une certaine
cohérence à supposer que le cas k fini entre bien dans le cas piq de notre Théorème 6.2.5 (même si
notre preuve ne s’appliquera pas à ce cas). Nous retrouvons bien le 1

k
élevé à la puissance Rpfq� 1.

Notre nouveau résultat est donc cohérent avec le modèle classique des arbres de Catalan.
Par ailleurs, le modèle étudié par Genitrini et al. [GKZ07, GK12] correspond a priori à la suitepknqn¥0 constante égale à �8 (même si cette suite n’est pas autorisée dans ce chapitre). Remarquons

cependant qu’un arbre à n feuilles ne peut être étiqueté par plus de n variables différentes : le cas
où pknqn¥0 est constante égale à �8 évoque donc le cas kn � n (pour tout entier n). Appliquer
le Théorème 6.2.5 à la fonction Vrai permet de retrouver les résultats établis dans Genitrini et
al [GKZ07, GK12].

Notre résultat est donc cohérent avec les deux cas extrêmes étudiés dans la littérature.
La preuve du Théorème 6.2.5 est l’objet de la suite du Chapitre. Elle se décompose en quatre

parties : (1) une partie technique qui correspond à l’étude combinatoire du nombre Tn de classes
d’équivalence d’arbres de taille n (cf. Section 6.3), (2) la généralisation de la théorie des motifs
à notre nouveau modèle de classes d’équivalences (cf. Section 6.4), (3) l’étude de la probabilité
de la classe d’équivalence de la fonction Vrai (cf. Sous-section 6.5.1), et (4) l’étude d’une classe
d’équivalence de fonctions générales (cf. Sous-section 6.5.2).

6.3 Nombre de classes d’équivalence d’arbres

Cette partie est consacrée à une étude technique du comportement de Tn, asymptotiquement
quand n tend vers �8. Elle paraît un peu technique, mais les résultats obtenus seront fondamentaux
pour la suite : c’est lors de cette étude que nous voyons apparaître le seuil d’ordre n

ln n
observé dans

le Théorème 6.2.5.

Rappelons que Tn � 22n�1Catn�1

°kn

p�1

"
n

p

*
(cf. Proposition 6.2.3). Le facteur 22n�1Catn�1 est

très bien connu : nous connaissons entre autres son comportement asymptotique : la difficulté de
l’étude de Tn vient donc du facteur somme. La proposition suivante, due à Comtet, et dont une
preuve simple est établie par Sibuya [Sib88], nous permettra de borner ce facteur somme. Elle peut
être vue comme un cas particulier des égalités de Bonferroni (cf. Comtet [Com74, Section 4.7]).
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Proposition 6.3.1 (Comtet [Com74], [Sib88])

Pour tout entier n ¥ 1, pour tout p P t1, . . . , nu,
pn

p!
� pp� 1qnpp� 1q! ¤ "

n

p

* ¤ pn

p!
.

Nous nous intéressons donc à la suite à double indice

apnqp � pn

p!
2�p. (6.2)

Lorsqu’aucune confusion ne sera possible, nous omettrons l’exposant n et noterons ap au lieu de

a
pnq
p . Montrons le lemme suivant

Lemme 6.3.2

(i) La suite finie papqpPt1,...,nu � �
pn

p!
2�p

	
est unimodale. Plus précisément, pour tout n ¥ 1,

il existe un entier Mn tel que papqpPt1,...,nu croît strictement sur t1, 2, . . . ,Mnu et décroît
strictement sur tMn � 1, . . . , nu.

(ii) La suite pMnqn¥0 est asymptotiquement croissante, et, asymptotiquement quand n tend
vers �8,

Mn � n

ln n
.

Démonstration : piq Montrons que la suite papq1¤p¤n est log-concave, i.e. que le suite
�

ap�1

ap

	
1¤p¤n�1

est décroissante. Soit p un entier de t1, . . . , n� 1u. Par définition,

ap�1

ap

� �
p� 1
p


n 1
2pp� 1q ,

ce qui implique, pour tout n ¥ 0,

ap�1

ap

¡ 1 � n ln
�
p� 1
p


� lnp2pp� 1qq ¡ 0.

Remarquons que la fonction pφn : p ÞÑ n ln
�

p�1

p

	 � lnp2pp � 1qqq est strictement décroissante.

Comme φp1q tend vers �8 et φpn � 1q tend vers �8 quand n tend vers �8, il existe un unique
entier Mn tel que papqpPt1,...,nu soit strictement croissante sur t1, . . . ,Mnu et strictement décroissante
sur tMn � 1, . . . , nu.piiq Soit xn l’unique solution de l’équation�

x� 1
x


n 1
2px� 1q � 1, (6.3)

alors, Mn � txnu. Remarquons tout d’abord que la suite pxnqn¥1 est croissante. En effet, nous savons

que φnpxnq � 0 et φn�1pxn�1q � 0. Dès lors, φnpxn�1q � � ln
�

1� 1

xn�1

	   0, ce qui implique,
comme φn est décroissante, que xn�1 ¥ xn, et ce pour tout entier n suffisamment grand. Dès lors, la
suite pMnqn¥1 est asymptotiquement croissante.

De plus, comme, asymptotiquement quand n tend vers �8,� n
ln n

� 1
n

ln n


n 1
2p n

ln n
� 1q � lnn

2
¥ 0,
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alors n
ln n

¤ xn, ce qui implique que xn tend vers �8 quand n tend vers �8. Par ailleurs, l’Équa-
tion (6.3) évaluée en xn est équivalente à

n ln
�

1� 1
xn


 � ln 2� lnpxn � 1q, (6.4)

ce qui implique xn lnxn � n quand n tend vers �8. Nous en déduisons que lnxn � lnn puis
que xn � n

ln n
quand n tend vers �8. Comme Mn � txnu, nous en concluons que Mn � n{ln n

asymptotiquement quand n tend vers �8.

Extrayons de l’expression de Tn le facteur dont l’analyse asymptotique semble être centrale :
Définition 6.3.3

Pour toute suite punqn¥1, on pose, pour tout entier n ¥ 1,

Bn,un � uņ

p�1

"
n

p

*
2�p.

Dès lors, pour tout entier n ¥ 0, Tn � 22n�1Catn�1Bn,kn
(cf. Proposition 6.2.3).

Le lemme suivant explicite le comportement asymptotique de Bn,un quand n et un tendent vers�8 : informellement, avant le seuil, i.e. si un ¤Mn, Bn,un est équivalent à la somme de quelques-
uns de ses derniers termes, et après le seuil Mn, Bn,un est équivalent à la somme de quelques
termes autour du terme d’indice Mn. Il faut retenir que les termes de plus grand poids de la suitepapnqp q1¤p¤n et donc les termes de plus grand poids de la suite

"
n

p

*
2�p sont les termes d’indices

proches de Mn.
Lemme 6.3.4

Soit punqn¥1 une suite croissante telle que un ¥ n pour tout entier n ¥ 1 et un tend vers �8
quand n tend vers �8.

(i) si, pour tout n assez grand, un ¤Mn, alors, pour toute suite pδnqn¥1 telle que δn � opunq
et un

?
ln un

n
� opδnq, nous avons, asymptotiquement quand n tend vers �8,

Bn,un � Θ

�
uņ

p�un�δn

pn

p!
2�p

�
(6.5)

(ii) si, pour tout n assez grand, un ¥Mn, alors, pour toute suite pδnqn¥1 telle que δn � opunq
et un

?
ln un

n
� opδnq, pour toute suite pηnqn¥1 telle que ηn � opMnq, limnÑ�8 η2

n

Mn
� �8 eta

Mn lnpun �Mnq � opηnq, nous avons, asymptotiquement quand n tend vers �8,

Bn,un � Θ

��mintMn�ηn,unu¸
p�Mn�δn

pn

p!
2�p

�
. (6.6)

Démonstration du Lemme 6.3.4, assertion (6.5) : Au vu de la Proposition 6.3.1, nous pouvons bor-
ner Bn,un

: pour tout n ¥ 1,

1
2
� un�1

p̧�1

pn

p! 2p
� un

n

un! 2un
¤ Bn,un

¤ uņ

p�1

pn

p! 2p
. (6.7)
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Supposons un ¤Mn pour tout n assez grand et montrons que les deux bornes de l’Équation (6.7)
sont du même ordre quand n tend vers �8.

Notons, pour tout entier N ¥ 1, SN �°N
p�1

a
pnq
p : l’Équation (6.7) implique

1
2
Sun

¤ Bn,un
¤ Sun

.

On sépare la somme Sun
en deux : les derniers δn termes, et les autres.

Sun
� Sun�δn�1 � uņ

p�un�δn

ap.

Rappelons que par hypothèse, δn � opunq : nous pouvons donc choisir n suffisamment grand de telle
sorte que un ¡ δn. Montrons que Sun�δn�1 est négligeable devant aun

, et donc devant
°un

p�un�δn
ap.

Rappelons que papqp¥1 est croissante sur t1, . . . ,Mnu. Cela implique que

Sun�δn�1 ¤ unaun�δn
.

Pour tout entier n suffisamment grand, via la formule de Stirling,

aun�δn

aun

� 2δn

�
un � δn

un


n
un!pun � δnq!� �

2un

e


δn
�
un � δn

un


n�un�δn�1{2 p1� op1qq� exp
�
δn ln 2� δn � δnun � pn� un � δn � 1{2q ln

�
1� δn

un


� op1q� .
Comme δn � opunq, nous avons ln

�
1� δn

un

	 � � δn

un
� δ2

n

2u2
n

, et

aun�δn

aun

� exp
�
δn ln 2� δn � δnun � nδn

un

� δn � nδ2
n

2u2
n

�O

�
nδ2

n

u2
n


�� exp
�
δn ln 2� δnun � nδn

un

� nδ2
n

2u2
n

� o

�
nδ2

n

u2
n


�
,

car, par hypothèse, ln un � o
�

δ2

n

un

	
, ce qui implique nδ2

n

u2
n
� Ωpln unq. Rappelons que un ¤ Mn, et,

d’après (6.4), n
Mn

¥ ln 2� lnMn. Dès lors,

aun�δn

aun

¤ exp
�
δn ln 2� δnMn � nδn

Mn

� nδ2
n

2u2
n

� o

�
nδ2

n

u2
n


�¤ exp
��nδ2

n

2u2
n

� o

�
nδ2

n

u2
n


�
.

Comme nδ2

n

u2
n
� Ωplnunq, nous en déduisons que

Sun�δn�1

aun

¤ un

aun�δn

aun

¤ exp
�
lnun � nδ2

n

2u2
n

� o

�
nδ2

n

u2
n


� � op1q.
Dès lors, Sun

� °un

p�un�δn
ap, ce qui conclut la preuve.

Démonstration du Lemme 6.3.4, assertion (6.6) : Supposons un ¥ Mn pour tout n assez grand.
Séparons les sommes des deux bornes de l’Équation (6.7) en trois parties : la première partie de
l’indice 1 à l’indice Mn � δn � 1 ; la seconde partie de l’indice Mn � δn à l’indice Mn � ηn ; et la
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troisième partie de Mn � ηn � 1 à un. Notons que, si un ¤ Mn � ηn, alors, la troisième somme est
vide et la deuxième somme n’est pas complète :

Sun
� SMn�δn�1 � Mn�ηn¸

p�Mn�δn

ap � uņ

p�Mn�ηn�1

ap.

Par des arguments tout à fait similaires à ceux développés dans la preuve du piq, nous pouvons
montrer que SMn�δn�1 est négligeable devant aMn

, et donc devant
°Mn�ηn

p�Mn�δn
ap. Dès lors, si un ¥

Mn � ηn, l’assertion piiq est prouvée. Nous supposons maintenant que un ¥ Mn � ηn � 1 : il nous
reste à montrer que

°un

p�MN�ηn�1
ap est négligeable devant aMn

, et donc devant
°Mn�ηn

p�Mn�δn
ap pour

conclure la preuve.
Au vu du Lemme 6.3.2, nous avons

uņ

p�Mn�ηn�1

ap ¤ pun �Mn � ηnqaMn�ηn
.

Via la formule de Stirling,

aMn�ηn

aMn

� 2�ηn

�
Mn � ηn

Mn


n
Mn!pMn � ηnq!� �

2pMn � ηnq
e


�ηn
�
Mn � ηn

Mn


n�Mn�1{2 p1 � op1qq� exp
��ηn ln 2� ηn � ηn lnpMn � ηnq � pn�Mn � 1{2q ln

�
1� ηn

Mn


� op1q� .
Comme ln

�
1� ηn

Mn

	 ¤ ηn

Mn
et ηn

Mn
� op1q par hypothèse, nous avons

aMn�ηn

aMn

¤ exp
��ηn ln 2� ηn � ηn lnpMn � ηnq � ηn

Mn

pn�Mn � 1{2q � op1q�� exp
��ηn ln 2� ηn � ηn lnpMn � ηnq � nηn

Mn

� ηn � op1q�� exp
��ηn ln 2� ηn lnpMn � ηnq � nηn

Mn

� op1q�� exp
��ηn ln 2� ηn lnMn � ηn ln

�
1� ηn

Mn


� nηn

Mn

� op1q�� exp
��ηn ln 2� ηn lnMn � η2

n

Mn

� nηn

Mn

�O

�
η3

n

M2
n


�
Comme Mn � txnu, nous avons

n ln
�

1� 1
xn


 � n

�
1
Mn

� 1
2M2

n

�O

�
1
M3

n




,

et

ln 2� lnpxn � 1q � ln 2� lnMn �O

�
1
Mn



.

Au vu de l’Équation (6.4), cela implique

n

Mn

� ln 2� lnMn � n

2M2
n

�O

�
n

M3
n


�O

�
1
Mn


 � ln 2� lnMn � n

2M2
n

�O

�
n

M3
n
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car 1

Mn
� op n

M3
n
q.

aMn�ηn

aMn

¤ exp
�� η2

n

Mn

�O

�
η3

n

M2
n


�O

�
nηn

M3
n


�� exp
�� η2

n

Mn

� o

�
η2

n

Mn


�
,

car, par hypothèse, η2

n

Mn
tend vers �8 quand n tend vers �8. Nous obtenons donc°un

p�Mn�ηn�1
ap

aMn

¤ pun �Mn � ηnqaMn�ηn

aMn

¤ exp
�
lnpun �Mnq � η2

n

Mn

� o

�
η2

n

Mn


� � op1q
car, par hypothèse, lnpun �Mnq � o

�
η2

n

Mn

	
. Dès lors, quand n tend vers �8

Sun
� Mn�ηn¸

p�Mn�δn

ap,

ce qui conclut la preuve.

Nous pouvons désormais en déduire le comportement de Bn,kn
:

Lemme 6.3.5

Soit pknqn¥1 une suite d’entiers croissante et tendant vers �8 quand n tend vers �8. Supposons
que kn ¤Mn pour tout n assez grand. Alors, asymptotiquement quand n tend vers �8,

Bn,kn�1

Bn�1,kn�1

� Θ
�

1
kn�1



.

Démonstration : Supposons tout d’abord que kn�1 ¤ Mn. Soit pδnqn¥1 une suite d’entiers vé-

rifiant δn � opkn�1q et
kn�1

?
ln kn�1

n
� opδnq quand n tend vers �8. Le Lemme 6.3.4 appliqué à

un � kn�1 nous donne, asymptotiquement quand n tend vers �8,

Bn,kn�1
� Θ

�� kn�1¸
p�kn�1�δn

apnqp

�
.
De même, comme kn�1 ¤ Mn�1, et comme la suite pδn�1qn¥1 vérifie δn�1 � opknq, et kn

?
ln kn

n
�

opδn�1q, en appliquant le Lemme 6.3.4 à la suite un � kn, nous obtenons, asymptotiquement quand
n tend vers �8,

Bn,kn
� Θ

�� kņ

p�kn�δn�1

apnqp

�
,
donc

Bn�1,kn�1
� Θ

�� kn�1¸
p�kn�1�δn

apn�1q
p

�
.
Dès lors,

ratn�1 :� Bn,kn�1

Bn�1,kn�1

� Θ

�� °kn�1

p�kn�1�δn
a
pnq
p°kn�1

p�kn�1�δn
a
pn�1q
p

�
.
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Nous avonspkn�1�δnq kn�1¸
p�kn�1�δn

apnqp ¤ kn�1¸
p�kn�1�δn

papnqp � kn�1¸
p�kn�1�δn

apn�1q
p � kn�1¸

p�kn�1�δn

papnqp ¤ kn�1

kn�1¸
p�kn�1�δn

apnqp .

Dès lors,

ratn�1 � Bn,kn�1

Bn�1,kn�1

� Θ
�

1
kn�1



.

Supposons, au contraire Mn�1 ¥ kn�1 ¡ Mn. Soit pδnqn¥1 une suite d’entiers telle que

δn � opkn�1q et
kn�1

?
ln kn�1

n�1
� opδnq. Soit pηnqn¥1 une suite d’entiers telle que ηn � opMnq,

limnÑ�8 η2

n

Mn
� �8 et

a
Mn lnpun �Mnq � opηnq. En appliquant le Lemme 6.3.4, assertion (6.6), à

la suite un � kn, nous obtenons

Bn,kn�1
� Θ

��mintMn�ηn,kn�1u¸
p�Mn�δn

apnqp

�
.
De plus, comme δn�1 � opknq et kn

?
ln kn

n
� opδn�1q, via le Lemme 6.3.4, assertion (6.5) appliqué à

la suite un � kn,

Bn�1,kn�1
� Θ

�� kn�1¸
p�kn�1�δn

apn�1q
p

�
.
Remarquons comme ci-dessus quepkn�1 � δnq kn�1¸

p�kn�1�δn

apnqp ¤ Bn�1,kn�1
¤ kn�1

kn�1¸
p�kn�1�δn

apn�1q
p .

De plus, comme kn�1 ¥Mn, via des arguments similaires à ceux utilisés dans la preuve du Lemme 6.3.4,
assertion (6.6),

kn�1¸
p�kn�1�δn

apnqp � mintkn�1,Mn�ηnu¸
p�kn�1�δn

apnqp � Bn,kn�1
.

Dès lors, comme δn � opkn�1q,
ratn�1 :� Bn,kn�1

Bn�1,kn�1

� O

�
1

kn�1 � δn


 � O

�
1

kn�1



.

De même,

ratn�1 � Ω
�

1
kn�1



,

ce qui conclut la preuve.

Lemme 6.3.6

Supposons que kn ¥Mn pour tout n assez grand. Alors, asymptotiquement quand n tend vers�8,
Bn,kn�1

Bn�1,kn�1

� Θ
�

lnn
n



.
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Démonstration : Nous avons, par hypothèse, kn�1 ¥Mn�1, ce qui implique kn�1 ¥Mn. Soit pδnqn¥1

une suite d’entiers telle que δn � opMnq et Mn

?
ln Mn

n
� opδnq. Soit pηnqn¥1 une suite d’entiers telle

que ηn � opMnq, limnÑ�8 η2

n

Mn
� �8 et

a
Mn lnpkn�1 �Mnq � opηnq. Nous pouvons donc appliquer

le Lemme 6.3.4, assertion (6.6), à un � kn�1 : asymptotiquement quand n tend vers �8,

Bn,kn�1
� Θ

��mintMn�ηn,kn�1u¸
p�Mn�δn

apnqp

�
.
De plus, comme la suite pδnqn¥1 vérifie δn � opMnq et Mn

?
ln Mn

n
� opδnq, et comme la suite pηnqn¥1

vérifie ηn � opMnq, limnÑ�8 η2

n

Mn
� �8 et

a
Mn lnpkn �Mnq � opηnq, nous avons,

Bn,kn
� Θ

��mintMn�ηn,knu¸
p�Mn�δn

apnqp

�
,
et donc

Bn�1,kn�1
� Θ

��mintMn�1�ηn�1,kn�1u¸
p�Mn�1�δn�1

apn�1q
p

�
.
Remarquons quepMn�1 � δnqmintMn�1�ηn�1,kn�1u¸

p�Mn�1�δn�1

apnqp ¤ Bn�1,kn�1
¤ pMn�1 � ηn�1qmintMn�1�ηn�1,kn�1u¸

p�Mn�1�δn�1

apnqp .

De plus, comme kn�1 ¥Mn�1 ¥Mn, via des arguments similaires à ceux utilisés dans la preuve du
Lemme 6.3.4, assertion (6.6),

mintMn�1�ηn�1,kn�1u¸
p�Mn�1�δn�1

apnqp � mintMn�ηn,kn�1u¸
p�Mn�1�δn�1

apnqp .

Nous devons donc comparer

Sn � mintMn�ηn,kn�1u¸
p�Mn�1�δn�1

apnqp

et

Tn � mintMn�ηn,kn�1u¸
p�Mn�δn

apnqp

et montrer que ces deux sommes sont équivalentes. Décomposons Sn comme suit :

Sn � Tn � mintMn�1�ηn�1,kn�1u¸
p�mintMn�ηn,kn�1u apnqp � Mn�1�δn�1¸

p�Mn�δn

apnqp .

Le second terme est négligeable devant Tn, via la preuve du Lemme 6.3.4, assertion (6.6). Supposons
que le troisième terme n’est pas vide : Mn�1 � δn�1 ¡Mn � δn (si ce terme est nul, alors nous avons
déjà prouvé Sn � Tn). Via le Lemme 6.3.2, comme Mn�1

Mn
� 1� op 1

Mn
q,

Mn�1�δn�1¸
p�Mn�δn

apnqp ¤ pMn�1 � δn�1 �Mn � δnqapnqMn�δn� pδn � δn�1 � op1qqapnqMn�δn¤ pδn � op1qqapnqMn�δn
� opapnqMn

q
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au vu de la preuve du Lemme 6.3.4, assertion (6.5). Dès lors, comme apnqMn
¤ Tn, nous avons Sn � Tn

quand n tend vers �8, ce qui implique

1
Mn�1 � ηn�1

Θp1q ¤ ratn�1 :� Bn,kn�1

Bn�1,kn�1

¤ 1
Mn�1 � δn�1

Θp1q,
et comme ηn � opMnq et δn � opMnq, nous obtenons

ratn�1 � Θ
�

1
Mn�1


 � Θ
�

lnn
n



.

Définition 6.3.7

On notera

ratn � Bn�1,kn

Bn,kn

Le comportement de ce ratio est déterminé par les Lemmes 6.3.5 et 6.3.6 : notons en particulier
que ratn Ñ 0 quand n tend vers �8.

6.4 Généralisation de la théorie des motifs

Rappelons que l’on note I la famille des squelettes, In le nombre de squelettes de taille n, et
Ipzq � °

n¥1 Inz
n leur série génératrice. Par la méthode symbolique,

Ipzq � z � 2Ipzq2,
ce qui implique

Ipzq � 1�?
1� 8z
4

.

La singularité dominante de Ipzq est donc 1
8
.

L’objet de cette Section est de généraliser la théorie des motifs de Kozik (cf. Section 1.3.1) à
notre nouveau modèle. Le lemme suivant est une généralisation du lemme de Kozik 1.3.5 : il ne
prend en compte que les répétitions, et non l’ensemble des restrictions car les restrictions ne sont
plus pertinentes lorsque l’on parle de classes d’équivalence d’arbres.

Lemme 6.4.1

Soit L un langage de motifs non-ambigu et sous-critique pour la famille I des squelettes. Soit
T
rrs
n (resp. T r¥rs

n ) le nombre de classes d’équivalence d’arbres ayant exactement (resp. au moins)
r L-répétitions. Dès lors, asymptotiquement quand n tend vers �8,

T
rrs
n

Tn
� O prat

r
nq et

T
r¥rs
n

Tn
� O prat

r
nq .

Démonstration : Le nombre de classes d’équivalence d’arbres de taille n ayant au moins r L-répétitions
est donné par

T r¥rs
n � ņ

d�r�1

InpdqLabpn, kn, d, rq,



146 Chapitre 6. Arbres aléatoires étiquetés par un ensemble non borné de variables

où Inpdq est le nombre de classes de squelettes ayant d L-feuilles de motif, et où Labpn, kn, d, rq est
le nombre de façons (à équivalence près) d’étiqueter les n feuilles de ces squelettes de façon à obtenir
au moins r L-répétitions. Nous avons l’inégalité suivante :

Labpn, kn, d, rq ¤ 2n � ŗ

j�1

�
d

r � j


"
r � j

j

*
Bn�r�j�1,kn

.

En effet, le facteur 2n correspond au choix du signe de chaque littéral sur chaque feuille ; l’indice
j représente le nombre de variables distinctes qui réalisent les r répétitions ; le facteur binomial
représente le nombre de façons de choisir les feuilles de motifs qui réalisent les r répétitions ; le
nombre de Stirling représente le nombre de façons de partitionner ces r � j feuilles en j parties ;
et, pour finir, le facteur Bn�r�j�1,kn

étiquette les n � r � j � 1 feuilles restantes. Cependant, nous
comptons plusieurs fois certains étiquetages, d’où l’inégalité suivante, car la suite pBm,kn

qm¥1 est
croissante en m :

T r¥rs
n ¤ 2n �Bn�r,kn

ŗ

j�1

"
r � j

j

* ņ

d�r�j

Inpdq� d

r � j



.

Soit ℓpx, yq la fonction génératrice du langage de motifs L. Alors, pour tout p ¥ 0,

zp

p!
BpℓBxp

pz, Ipzqq � 8̧
n�1

8̧
d�1

Inpdq�d
p



zn,

ce qui implique
T
r¥rs
n

Tn

¤ Bn�r,kn

Bn,kn

ŗ

j�1

"
r � j

j

* rznszr�j Br�jℓBxr�j pz, IpzqqrznsIpzq .

Comme zr�j Br�jℓBxr�j pz, Ipzqq et Ipzq ont la même singularité car L est sous-critique pour la famille I,
chaque terme de la somme converge vers une constante quand n tend vers �8, ce qui implique que

T
rrs
n

Tn

¤ T
r¥rs
n

Tn

� O

�
Bn�r,kn

Bn,kn


 � O prat
r
nq .

6.5 Comportement de la distribution de probabilité

Maintenant que nous avons généralisé le lemme de Kozik, nous pouvons commencer l’étude de
la distribution de probabilité Pn. Notre première étape est, comme pour tous les modèles d’arbres
booléens aléatoires, l’étude de la fonction constante Vrai (et donc, par symétrie celle de la fonction
Faux). Nous montrons ensuite le Théorème 6.2.5.

6.5.1 Tautologies

Pour étudier les tautologies, la stratégie est la même que dans le cadre de la distribution des
arbres de Catalan : nous calculons l’équivalent de la fraction des tautologies simples (cf. Défini-
tion 1.3.6) quand n tend vers �8, puis, nous montrons que, asymptotiquement quand n tend vers�8, presque toute tautologie est simple. Rappelons que l’on note ST l’ensemble des classes d’équi-
valence de tautologies simples, et STn le nombre de classes d’équivalence de tautologies simples de
taille n.
Lemme 6.5.1

La fraction (cf. Équation (6.1)) des tautologies simples vérifie, asymptotiquement quand n tend
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vers �8,

µnpST q � STn

Tn
� 3

4
ratn.

De plus, asymptotiquement quand n tend vers �8, presque toute tautologie est simple.

Démonstration : Calculons tout d’abord la fraction des tautologies simples. Tout comme dans le cas de
l’étude de la distribution des arbres de Catalan, ou tout comme dans le chapitre 2 où nous utilisons
la même approche pour les tautologies associatives et commutatives, considérons le langage de motifs
non-ambigu S � 
|S _ S| � ^ �. Un arbre dont deux S-feuilles de motif sont étiquetées par une
variable et sa négation est une tautologie simple.

La fonction génératrice de S est

spx, yq � 1
2
p1�a

1� 4px� y2qq.
La singularité ρ � 1

8
de Ipzq vérifie Ipρq � 1

4
. Soit ε ¡ 0. Supposons |x| ¤ 1

8
� ε et |y| ¤ 1

4
� ε.

Dès lors, |4px � y2q| ¤ 3

4
� 6ε � 4ε2. Il est donc possible de choisir ε de façon à ce que Spx, yq soit

analytique sur tpx, yq P C
2 | |x| ¤ 1

8
� ε, |y| ¤ 1

4
� εu.

Le langage S est donc sous-critique pour la famille I.
La fonction génératrice Ĩpzq � 1

2
B2{Bx2pspxz, Ipzqq|x�1 compte le nombre de squelettes dans lequels

on a pointé deux S-feuilles de motif. Dès lors, DCn � 2n�1ĨnBn�1,kn
est le nombre de tautologies

simples, comptées plusieurs fois, une fois par paire de feuilles qui réalise la tautologie simple. Comme
nous faisons du double-comptage, nous notons cette famille DC, pour signifier que certaines tautologies
simples sont comptées plus d’une fois. Comme Tn � 2n�1InBn,kn

,

µnpDCq � DCn

Tn

� 2n�1ĨnBn�1,kn

2n�1InBn,kn

,

ce qui implique, via le Lemme 1.5.1,

lim
nÑ8 Ĩn

In

� lim
zÑ 1

8

Ĩ 1pzq
I 1pzq � 3.

Nous obtenons donc

µnpST q ¤ µnpDCq � 3
4

ratn.

Pour obtenir une borne inférieure, il faut se concentrer sur le double-comptage que nous avons effectué.
Dans le famille DC les tautologies réalisées par une unique paire de feuilles sont comptées exactement
une fois, celles qui sont réalisées par deux paires de feuilles sont comptées deux fois, et ainsi de
suite. Notons ST i la famille des tautologies simples comptées au moins i fois dans DC. Dès lors,
DCn � °

i¥1
ST i

n.
Notre objectif est maintenant de soustraire à DCn les tautologies simples que nous avons sur-

comptées. Pour ce faire, comptons les tautologies simples réalisées par trois S-feuilles de motif étique-
tées par α{α{ᾱ où α est un littéral, et les tautologies réalisées par quatre feuilles de motif étiquetées
par α{ᾱ{β{β̄ où α et β sont deux littéraux. Pour cela, notons

I3pzq � 1
3!

B3Bx3
spxz, Ipzqq|x�1

la série génératrice des squelettes dans lesquels trois S-feuilles de motif sont pointées, et

I4pzq � 1
4!

B4Bx4
spxz, Ipzqq|x�1
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la série génératrice des squelettes dans lesquels quatre S-feuilles de motif sont pointées. Dès lors,
notons

DCp3q
n � 3 � 2n�2Bn�2,kn

rznsI3pzq,
et

DCp4q
n � 6 � 2n�2Bn�2,kn

rznsI4pzq.
L’entier DCp3q

n compte (éventuellement plusieurs fois) les arbres dans lesquels trois S-feuilles de motif
ont été pointées, deux d’entre elles étiquetées par un littéral et l’autre par sa négation. Le facteur
3 vient du choix des deux feuilles ayant la même étiquette. Nous savons que ces trois feuilles sont
étiquetées par la même variable. L’étiquetage des feuilles de l’arbre est donc compté par Bn�2,kn

2n�2.
L’entier DCp4q

n compte (éventuellement plusieurs fois) les arbres dans lesquels quatre S-feuilles de mo-
tif ont été pointées, deux d’entre elles étiquetées par deux littéral (associés à deux variables distinctes)
et les deux autres par leurs négations. Notons qu’un arbre ayant six feuilles de motifs étiquetées res-
pectivement par α{α{ᾱ{β{β{β̄ est compté 2 fois par DCp3q

n et une fois par DCp4q
n .

Notons que, pour tout entier i une tautologie simple comptée au moins i fois par DCn est comptée
au moins pi� 1q fois par DCp3q

n �DC
p4q
n . Dès lors,

STn ¥ DCn � pDCp3q
n �DCp4q

n q.
De plus, comme le langage de motifs S est sous-critique pour la famille des squelettes I, nous avons

DC
p3q
n

Tn

¤ c3 � Bn�2,kn

Bn,kn

� c3 � Bn�2,kn

Bn,kn

� Oprat
2

nq
et

DC
p4q
n

Tn

¤ c4 � Bn�2,kn

Bn,kn

� c4 � Bn�2,kn

Bn,kn

� Oprat
2

nq,
où c3 et c4 sont des constantes strictement positives.

Ainsi, asymptotiquement quand n tend vers �8,

µnpST q � µnpDCq � o pratnq � 3{4 � ratn.

Montrons désormais que, asymptotiquement quand n tend vers �8, presque toute tautologie est
simple : pour cela considérons le langage de motifs N � 
|N _ N |N ^ �. Ce langage de motifs est
non-ambigu et sa série génératrice est donnée par 1

2
p1 � y �ap1� yq2 � 4xq. Il est aisé de voir que

N est donc sous-critique pour la famille I des squelettes.
Nous faisons le même raisonnement que dans l’étude de la distribution de Catalan (cf. [Koz08]

et Section 1.3.1). Une tautologie a au moins une N -répétition, car sinon, toutes ses N -feuilles de
motif peuvent être assignées à Faux et l’arbre total calcule Faux pour cette affectation partielle des
variables, ce qui est impossible pour une tautologie.

Nous pouvons montrer, comme dans le Chapitre 2, Section 2.3.2 (cf. preuve du Lemme 2.3.21)
que toute tautologie admet au moins une N rN s-répétition, que toute tautologie ayant exactement
une N rN s-répétition est une tautologie simple, et que la famille des arbres ayant au moins 2 N rN s-
répétitions est négligeable devant celle des tautologies simples.

Nous avons donc montré le Théorème 6.2.5 pour les fonctions de complexité 0 : asymptotique-
ment quand n tend vers �8,

PnpVraiq � PnpFauxq � 3
4

ratn,

où le comportement asymptotique de ratn est déterminé par les Lemmes 6.3.5 et 6.3.6 selon les
propriétés de la suite pknqn¥1 et sa position par rapport à la suite pMnqn¥1.

Remarque : Notons que la répétitivité des deux fonctions constantes Vrai est Faux est égale à
0 car leur complexité est 0 et qu’elle n’ont pas de variables essentielles.
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6.5.2 Cas général

Tout comme dans l’étude de la distribution des arbres de Catalan, nous allons montrer que,
asymptotiquement quand n tend vers �8, presque tout arbre calculant xfy est une expansion d’un
arbre minimal de xfy. Les expansions que nous considérons dans ce chapitre sont les T-expansions
et les X-expansions (cf. Proposition 2.5.3). Les preuves seront similaires à celles développées dans le
Chapitre 2 : à partir du moment où la théorie des motifs s’applique, toutes les preuves s’adaptent
sans difficulté.

Dans toute la suite, xfy sera une classe d’équivalence fixée (et f un représentant de cette classe)
de complexité r. Rappelons les définitions des langages de motifs N et P :

N � 
|N _N |N _�
P � 
|P ^ P |P _�.

Si toutes les N -feuilles de motifs d’un arbre sont affectées à Faux, l’arbre complet restreint à cette
affectation partielle des variables calcule la fonction Faux, et si toutes les P -feuilles de motif d’un
arbre sont affectées à Vrai, alors l’arbre complet restreint à cette affectation partielle des variables
calcule la fonction Vrai. Nous considérons les langages de motifs L � N pr�1qrN ` P s and L̄ �
N pr�1qrpN `P q2s, qui sont tous deux non-ambigus et sous-critiques pour la famille de squelettes I,
car N et P le sont.

La première étape de la preuve du Théorème 6.2.5 est la proposition suivante :

Proposition 6.5.2

Soit f une fonction booléenne fixée et soit Γf l’ensemble de ses variables essentielles. Un arbre
t calculant f et ayant au moins une L-feuille de motif de niveau pr � 2q, a au moins Rpfq � 1pL,ΓF q-restrictions (on rappelle que r est défini par r � Lpfq).
La preuve de cette proposition est identique à celle développée dans [Koz08] :

Démonstration : Supposons que t calcule f , a au moins une L-feuille de motif de niveau pr � 2q et au
plus Rpfq L-répétitions. Soit i le plus petit entier tel que le nombre de pN piq,Γf q-restrictions est égal
au nombre de pN pi�1q,Γf q-restrictions. Si un tel i n’existe pas dans t1, . . . , r� 2u, on posera i � �8.

Il y a au moins une restriction parmi les L-feuilles de motifs : s’il n’y en a pas, nous pouvons
affecter toutes les N -feuilles de motifs de t à Faux sans changer la fonction calculée par l’arbre, ce
qui implique que f � Faux, ce qui est absurde. Dès lors, i ¤ r � 1.

Premier cas : Supposons que t contient au plus pr� 1q pN piq,Γf q-restrictions. Nous savons qu’il
n’y a ni répétition, ni variable essentielle parmi les L-feuilles de motif de niveau i. Nous pouvons
donc affecter ces feuilles à Faux et ainsi, tous les arbres greffés dans les emplacements de niveaupi� 1q calculent Faux, et l’arbre total calcule toujours f . Affectons de plus la valeur Faux à toutes les
variables non-essentielles qui ne sont pas déjà affectées. On simplifie l’arbre de façon à faire disparaître
les feuilles étiquetées par des constantes Vrai ou Faux. Nous obtenons un arbre noté tÆ, qui calcule
toujours f , dont les feuilles sont les anciennes N pi�1q-feuilles de motif qui étaient étiquetées par des
variables essentielles dans t. Dès lors, tÆ a au plus pr � 1q feuilles, ce qui est impossible car f est de
complexité r.

Second cas : Supposons que t a exactement r pN piq,Γf q-restrictions. Comme i ¤ r�1, il n’y a pas
de restriction dans les arbres greffés dans les emplacements de niveau r. Nous pouvons donc remplacer
ces emplacements par des Æ, signifiant ainsi que ces nouvelles feuilles étiquetées par Æ peuvent être
assignées à Vrai ou Faux, indépendamment les unes des autres, et sans changer la fonction calculée par
t. Nous remplaçons aussi par Æ les feuilles étiquetées par des variables non-essentielles et non-répétées.

Nous simplifions ces Æ (cf. règles de simplifications (2.14) et (2.16)) : une telle simplification
supprime au moins une feuille non Æ. Si cette feuille est étiquetée par une variable essentielle mais
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non-répétée, alors tÆ ne dépend plus de cette variable de f mais calcule toujours f : c’est absurde. Dès
lors, la feuille supprimée est une répétition : tÆ a donc au plus Rpfq répétitions, ce qui est impossible.

La généralisation du lemme de Kozik (cf. Lemme 6.4.1) ne concerne que les répétitions, et non
les restrictions, qui ne sont pas pertinentes en terme de classes d’équivalence. Le lemme suivant est
nécessaire pour montrer le Théorème 6.2.5 : il traite le cas des restrictions.

Lemme 6.5.3

Soit L un langage de motifs non ambigu, sous-critique pour I. Soient f une fonction boo-
léenne, Mf l’ensemble de ses arbres minimaux et Γf l’ensemble des ses variables essentielles.
Soit EppMf q la famille des expansions d’arbres minimaux de f obtenus en greffant un arbre
ayant exactement p pL,Γf q-restrictions. Dès lors, il existe une constante α ¡ 0 telle que

µnxEppMf qy � α � rat
Rpfq�p
n .

Démonstration : Soit En le nombre d’arbres de taille n de EppMf q. On notera i le nombre de feuilles
réalisant les p pL,Γf q-restrictions de l’expansion : p � 1 ¤ i ¤ 2p. L’égalité suivante n’est qu’un
équivalent car certains arbres sont double-comptés, mais ce double comptage est négligeable (ce fait
est admis ici) :

µnpEppMf qq � En

Tn

� 2p̧

i�p�1

rzn�Lpfqs Bi

i!Bxi
pℓpxz, Ipzqqq|x�1

2nBn�p�Rpfq,kn

2nInBn,kn

.

Comme L est sous-critique pour I, il existe une constante α ¡ 0 telle que

2p̧

i�p�1

rzn�Lpfqs Bi

i!Bxi pℓpxz, Ipzqqq|x�1

In

� α � In�Lpfq
In

� α

�
1
8


Lpfq ¡ 0

asymptotiquement quand n tend vers �8. Dès lors, via la Section 6.3,

µnxEppMf qy � α � rat
Rpfq�p
n .

Considérons la famille des T -expansions des arbres minimaux de f . Comme toute tautologie a
au moins une N -répétition, d’après le Lemme 6.5.3,

En

Tn
� α � rat

Rpfq�1
n ,

et donc,

Pnxfy � Ω
�

rat
Rpfq�1
n

	
.

Au vu du Lemme 6.4.1, nous savons que la famille des classes d’équivalence d’arbres calculantxfy ayant au moins Rpfq � 2 L-répétitions est négligeable devant rat
Rpfq�1
n . Nous savons donc que

Pnxfy � Θ
�

rat
Rpfq�1
n

	
,

ce qui n’est pas tout à fait suffisant pour conclure la preuve du Théorème 6.2.5.
Montrons que presque tout arbre calculant f est une expansion d’un arbre minimal de f .
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Lemme 6.5.4

Le ratio des classes d’équivalence d’expansions d’arbres minimaux d’une fonction de xfy vérifie,
asymptotiquement quand n tend vers �8,

µnxErMf sy � cst � rat
Rpfq�1
n � o

�
rat

Rpfq�1
n

	
,

où cst est une constante strictement positive.

Ce lemme est une conséquence directe du Lemme 6.5.3 car les arbres greffés lors d’une T-expansion
ou lors d’une X-expansion admettent au moins une pN,Γf q-restriction.

Lemme 6.5.5

Soit xfy une classe d’équivalence de fonctions booléennes. Asymptotiquement quand n tend vers�8,
Pnxfy � µnpErMf sq.

Démonstration : Soit t un arbre calculant f . Un tel arbre doit avoir au moins Rpfq�1 L̄-répétitions. De
plus, au vu du Lemme 6.4.1, la famille des classes d’équivalence d’arbres ayant au moins Rpfq � 2 L̄-
répétitions est négligeable. Montrons que les arbres ayant exactement une Rpfq�1 L̄-répétitions sont
exactement les expansions d’arbres minimaux de f . Cette preuve est très similaire à celle développée
pour les arbres associatifs plans dans le Chapitre 2, Section 2.5.1.

Supposons que la taille n de t est assez grande : dès lors, t a au moins Rpfq � 1 L-répétitions (cf.
Proposition 6.5.2). Dès lors, les L̄-feuilles de niveau pr � 3q n’ajoutent pas de nouvelle répétition.

Soit i le plus petit entier tel qu’il y ait autant de pN piq,Γf q-restrictions que de pN pi�1q,Γf q-
restrictions. Comme il doit y avoir une restriction au premier niveau, et qu’il n’y a que r�1 restrictions,
i ¤ r � 1.

Premier cas : Supposons qu’une variable essentielle α apparaisse parmi les feuilles de motif de
niveau pr � 3q. Dès lors, t a au plus Lpfq pN piq,Γf q-restrictions. Remplaçons les emplacements du
niveau pi�1q par Faux et affectons toutes les variables non-essentielles non encore affectées à Faux (par
exemple). Simplifions l’arbre et notons tÆ l’arbre obtenu après simplification. Les feuilles de ce nouvel
arbre sont les N pi�1q-feuilles de motif de t qui étaient étiquetées par des variables essentielles de f ,
et tÆ calcule toujours f . Durant la simplification, nous avons dû supprimer au moins une N piq-feuille
de motif étiquetée par une variable essentielle β, mais comme tÆ calcule f , cette variable essentielle
apparaît toujours parmi les feuilles de tÆ, et était donc répétée dans t. De plus, la variable α est
essentielle pour f : elle apparaît donc toujours parmi les feuilles de tÆ. En supprimant son occurrence
parmi les feuilles de motif de niveau pr�3q, nous avons supprimé deux répétitions : tÆ a donc au plus
Rpfq�1 répétitions (au vu de la Proposition 6.5.2), ce qui est impossible (notons que ce raisonnement
reste valide si α � β).

Second cas : Supposons qu’il n’y ait pas de variable essentielle parmi les feuilles de motif de
niveau pr � 3q. Comme il n’y a pas non plus de répétition à ce niveau, nous pouvons remplacer les
emplacements de niveau pr� 2q par des Æ, signifiant ainsi qu’ils peuvent être affectés à Vrai ou Faux,
indépendamment les uns des autres, et sans changer la fonction calculée par l’arbre t. Remplaçons
les variables non-essentielles et non-répétées restantes par Æ. Nous pouvons ensuite simplifier les Æ et
obtenir un arbre simplifié tÆ. L’arbre tÆ est un arbre et/ou dont les feuilles sont les anciennes R-feuilles
de motif de t, essentielles ou répétées. Pendant l’étape de simplification, nous avons simplifié aussi
au moins une de ces L-feuilles de motif : tÆ a au plus r � Lpfq feuilles, c’est donc un arbre minimal
de f .

Nous pouvons montrer que le dernier ancêtre commun des Æ a été simplifié pendant le processus
de simplification : supposons qu’il ne l’ait pas été, alors deux Æ ont été simplifiées indépendamment,
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et, au vu des règles de simplifications (2.14) et (2.16), au moins deux N piq-feuilles de motif essentielles
ou répétées ont été simplifiées, ce qui implique que tÆ est de taille Lpfq � 1, ce qui est absurde.

Notons te le sous-arbre enraciné en ν, le dernier ancêtre commun des Æ. Nous avons montré que,
asymptotiquement quand n tend vers �8, presque tout arbre calculant f est une expansion d’un
arbre minimal de f .

Il ne nous reste plus qu’à montrer que, asymptotiquement quand n tend vers �8, presque tout
arbre calculant f est une T-expansion ou une X-expansion d’un arbre minimal de f . Supposons
tout d’abord que te (défini ci-dessus) n’a pas de ppN ` P q,Γf q-restriction. Dès lors, nous pouvons
remplcer te par une Æ, puis simplifier cette Æ. Cette simplification donne un arbre de taille strictement
inférieure à Lpfq calculant f . C’est absurde. La famille des classes d’équivalence d’expansions d’arbres
minimaux de f telles que l’arbre greffé te a au moins 2 ppN ` P q,Γf q-restrictions est négligeable au
vu du Lemme 6.5.3. Nous pouvons donc supposer que te a exactement une ppN `P q,Γf q-restriction.
Si cette restriction est une répétition, nous pouvons montrer que te est alors une tautologie ou une
contradiction et si c’est une variable essentielle de f , alors, nous pouvons montrer que t est une
X-expansion d’un arbre minimal de f .

6.6 Conclusion

Nous avons défini et étudié dans ce chapitre un nouveau modèle d’arbres booléens dans lequel le
nombre de variables utilisées pour l’étiquetage de l’arbre dépend de la taille de cet arbre : nous avons
défini une suite kn, croissante et qui tend vers �8 quand n tend vers �8, puis avons considéré la
famille des arbres de taille n et tels qu’au plus kn variables différentes apparaissent comme étiquettes
des feuilles d’un même arbre.

Ces arbres, modulo une relation d’équivalence, induisent une distribution de probabilité sur F8.
Nous avons étudié le comportement de cette distribution de probabilité quand n tend vers �8, et
avons montré que Pnxfy se comporte en λxfy � rat

Rpfq�1
n , où le comportement de ratn quand n tend

vers �8 dépend de la suite kn. En résumé, l’idée est que, si kn ¤ n{ln n, alors ratn � Θ p1{knq, et si
kn ¥ n

ln n
, alors ratn � Θ pln n{nq.

Notre résultat est très général : nous avons restreint notre étude à des suites pknqn¥1 raisonnables
au sens où ces suites sont croissantes et tendent vers �8 quand n tend vers �8. Nous montrons un
théorème global qui met en évidence un phénomène de saturation en kn � n{ln n : la distribution sur
F8 obtenue pour kn � ln n{n et celle obtenue pour kn � n ont des comportements asymptotiques
similaires. De plus, quelle que soit la suite pknqn¥1 d’entiers, tendant vers �8, presque toute tau-
tologie est simple, asymptotiquement quand n tend vers �8, et ce comme dans le modèle classique
des arbres de Catalan.



Conclusion et perspectives

Nous avons étudié dans cette partie différents modèles d’arbres booléens aléatoires : les arbres
non binaires, non plans, l’arbre bourgeonnant (issu de l’arbre binaire de recherche aléatoire), et les
arbres et/ou binaires plans de taille n étiquetés sur kpnq variables. Dans tous ces modèles, ainsi que
dans la littérature, nous pouvons observer une certaine universalité de la distribution induite sur
l’ensemble des fonctions booléennes. Deux comportements sont observés, manifestement caractérisés
par le niveau de saturation de l’arbre aléatoire considéré.

Nous avons montré (cf. Théorème 5.5.2) que si le niveau de saturation de l’arbre sous-jacent
tend vers �8 en probabilité quand la taille de l’arbre n tend vers �8, alors, la distribution induite
sur l’ensemble des fonctions booléennes est dégénérée, au sens ou elle ne charge que les fonctions
constantes expressibles dans le système logique choisi. La réciproque de cette assertion est vraie, elle-
aussi. Plus précisément, nous n’avons montré ce théorème que dans le cadre des arbres et/ou binaires
plans, et dans le cadre du modèle suivant : soit pTnqn¥0 une suite d’arbres binaires aléatoires (non
étiquetés), soit pT̂nqn¥0 la suite de ces arbres après étiquetage aléatoire uniforme dans le système
et/ou à k variables, soit f

T̂n
la fonction booléenne représentée par l’arbre booléen aléatoire T̂n, si le

niveau de saturation de Tn tend vers �8 en probabilité quand n tend vers �8, alors la distribution
de cette fonction converge vers la distribution qui donne probabilité 1{2 à la fonction constante Vrai

et à la fonction constante Faux.

Pouvons-nous étendre ce résultat à d’autres systèmes logiques ? à des familles d’arbres plus larges
(non binaires, non plans) ? à un étiquetage aléatoire non uniforme ? Ces généralisations semblent en
effet assez raisonnables et leur preuve semble accessible. Il serait intéressant de réussir à obtenir un
résultat le plus général possible permettant de caractériser les modèles qui induisent une distribution
de probabilité dégénérée sur l’ensemble des fonctions booléennes. Par ailleurs, nous pouvons nous
inspirer de l’étude du Chapitre 6 pour essayer de montrer cette dégénérescence, si elle a lieu, dans
un modèle où l’étiquetage de l’arbre aléatoire Tn est uniforme sur kpnq variables. Ce dernier modèle,
à la croisée des Chapitres 5 et 6 est inexploré à ce jour : comment se comporte, asymptotiquement
quand n tend vers �8, la distribution induite sur l’ensemble des fonctions booléennes par l’arbre
bourgeonnant de taille n étiqueté uniformément au hasard avec kpnq variables ? Cette distribution
est-elle dégénérée ?

Par ailleurs, le Théorème 5.5.2 nous assure que si le niveau de saturation de l’arbre Tn ne tend
pas vers �8 en probabilité quand n tend vers �8, alors la distribution induite sur les fonctions
booléennes par Tn quand n tend vers �8, si cette limite existe, n’est pas dégénérée. Au vu des
différents modèles étudiés dans la littérature et dans ce mémoire, ces distributions non-dégénérées
ont toutes le même comportement : elles donnent plus de poids aux fonctions de petite complexité.
Plus précisément, notons µk,n la distribution induite par l’arbre Tn étiqueté uniformément au hasard
sur k variables (k indépendant de n), supposons que µk � limnÑ�8 µn,k existe. Alors, il semble
raisonnable de conjecturer qu’il existe une constante c P N telle que, asymptotiquement quand k



154 Chapitre 6. Arbres aléatoires étiquetés par un ensemble non borné de variables

tend vers �8,

µkpfq � Θ
�

1
kLpfq�c



,

où Lpfq désigne la complexité de la fonction f dans le modèle étudié. Quelles sont les bonnes
hypothèses sur la famille d’arbres pTnqn¥0 nous assurant de la convergence vers une distribution
limite µk ? sous quelles hypothèses cette conjecture est-elle vraie ? et comment prouver une telle
conjecture ?

Finir l’étude du modèle d’arbres associatifs dont la taille est comptée en termes de nœuds
permettrait de confirmer cette conjecture, et le fait que ce modèle semble se résoudre via des
méthodes distinctes de celles utilisées dans les autres modèles peut nous donner des indices sur la
marche à suivre en toute généralité. Par exemple, la théorie des motifs développée par Kozik pour
les arbres de Catalan et que nous avons généralisée tout au long de cette partie à différents modèles
d’arbres (non binaires, non plans, k dépendant de n) ne semble pas être une approche universelle.

Par ailleurs, de nouveaux modèles d’arbres pourraient être étudiés pour confirmer cette conjec-
ture. En effet, si l’on se restreint au cas binaire plan, seuls deux modèles d’arbres permettent de
confirmer notre conjecture dans le cas non dégénéré : le modèle des arbres de Catalan et le modèle
de Galton-Watson. L’arbre de Ford, introduit par Ford en 2005 [For05] en vue de modéliser des
arbres phylogénétiques, est un processus d’arbres aléatoires à paramètre α P r0, 1s qui peut être vu
comme une généralisation de l’algorithme de Rémy. Dans l’algorithme de Rémy, à chaque étape, on
fait bourgeonner une arête tirée uniformément au hasard dans l’arbre. Dans le modèle de Ford, le
tirage n’est plus fait uniformément au hasard, mais en pondérant par α les arêtes internes et par
1�α les arêtes externes. Pour α � 0, ce processus est l’arbre bourgeonnant, pour α � 1

2
c’est l’arbre

de Catalan, et pour α � 1, c’est le processus déterministe du peigne. La hauteur de cet arbre est
d’ordre nα [HMPW08], et il peut être montré que son niveau de saturation est d’ordre constant dès
que α ¡ 0. Autrement dit, la distribution induite sur les fonctions booléennes, si sa limite existe
quand la taille des arbres tend vers �8, est non-dégénérée. Parvenir à étudier ce modèle permettrait
de confirmer ou infirmer notre conjecture pour toute une famille, indexée par α, d’arbres aléatoires.

Enfin, la question de l’effet Shannon reste ouverte pour le plupart des modèles présentés dans ce
mémoire (cf. Chapitres 2 et 4) : il serait intéressant de progresser dans cette étude, et de développer
une approche générale pour cette question.

Au delà de ces nombreuses perspectives en matière de logique quantitative, un domaine voisin
est celui des expressions arithmétiques aléatoires. Au lieu d’étiqueter les nœuds internes des arbres
considérés par des connecteurs logiques, pourquoi ne pas les étiqueter par des opérations arithmé-
tiques, �, �, �, etc. Par exemple, le modèle de l’arbre bourgeonnant avec un étiquetage �, � est
abordé dans la thèse de Nguyen The [Ngu04]. L’idée la plus proche de la logique quantitative serait
de considérer des arbres dont les nœuds internes sont étiquetés par min ou max, et dont les feuilles
sont étiquetées par des variables tx1, . . . , xku P r0, 1sk ou par leurs compléments tx̄1, . . . , x̄ku où,
pour tout i P t1, . . . , ku, x̄i � 1 � xi. Un tel arbre représente une fonction de r0, 1sk dans r0, 1s :
quelle est la distribution de cette fonction selon le modèle d’arbres aléatoires choisi ?



Deuxième partie

Urnes de Pólya





Chapitre 7

Introduction

7.1 Contexte

Une urne de Pólya est un processus aléatoire décrit comme suit : une urne contient des boules
noires et des boules rouges ; à chaque étape, nous piochons au hasard une de ces boules, regardons
sa couleur, la remettons dans l’urne et rajoutons un certain nombre de boules noires et rouges
déterminé par une règle pré-établie et par la couleur de la boule piochée. Quelle est la composition
de l’urne après n étapes ? à l’infini ?

L’urne de Pólya originelle a été introduite par Pólya et Eggenberger pour modéliser des phé-
nomènes de contagion : à chaque étape, on rajoute S boules de la couleur de la boule piochée.
Cette urne originelle a été largement étudiée (cf. Eggenberger et Pólya [EP23], Blackwell et Ken-
dall [BK64]), notamment dans son extension naturelle à d couleurs. Asymptotiquement, le vecteur
composition de l’urne à l’étqpae n (dont la iième coordonnée est le nombre de boules de couleur i
dans l’urne) converge en loi vers un vecteur de loi de Dirichlet dont les paramètres sont connus,
quand n tend vers �8.

Friedman [Fri49] généralise le modèle de Pólya-Eggenberger à deux couleurs de la façon suivante :
à chaque étape, nous ajoutons dans l’urne a boules de la couleur de la boule piochée et c boules de
l’autre couleur. Au delà des approches par combinatoire de Friedman, Freedman [Fre65] développe
des résultats asymptotiques concernant ce modèle : si σ � a�c

a�c
  1{2 (autrement dit si a   3c), nous

dirons dans ce cas que l’urne est petite, le comportement asymptotique du vecteur composition est
gaussien, et la limite est indépendante de la composition initiale de l’urne.

Motivés par les applications en informatique fondamentale, notamment aux structures de don-
nées, Bagchi et Pal [BP85] montrent, via la méthode des moments, l’universalité d’un comportement
gaussien pour les petites urnes générales. Leur modèle est le suivant : lorsque l’on pioche une boule
rouge, on rajoute a boules rouges et b boules noires à l’urne, si l’on tire une boule noire, on ajoute
c boules rouges et d boules noires à l’urne. Sous l’hypothèse de balance (a � b � c � d, le nombre
de boule dans l’urne est donc déterministe), le comportement de ces urnes semble universel : dès
que σ � a�c

a�b
  1{2, le vecteur composition converge en loi vers un vecteur gaussien indépen-

dant de la composition initiale de l’urne. Ces urnes plus générales donnent lieu à une littérature
variée : Gouet [Gou97] généralise à des urnes à d couleurs, Smythe [Smy96] à des règles de rem-
placement non déterministes. Une contribution d’importance à l’étude des urnes de Pólya est celle
d’Athreya et Karlin [AK68] qui plongent les urnes de Pólya en temps continu, obtenant ainsi des
processus de branchement multitypes. Ce plongement en temps continu leur permet d’obtenir des
théorèmes limites pour petites urnes (σ ¤ 1{2) et grandes urnes (σ ¡ 1{2) de Friedman. L’article
de Janson [Jan04], basé sur le plongement en temps continu, est une des contributions essentielles
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à l’étude du comportement asymptotique des urnes à d couleurs : ce comportement est décrit en
détail aussi bien en temps continu qu’en temps discret, pour petites et grandes urnes.

Plus récemment, Flajolet et al. [FGP05] développent des méthodes alternatives de combinatoire
analytique pour l’étude des ces urnes : cette étude permet de décrire l’évolution de l’urne par un sys-
tème différentiel vérifié par des séries génératrices. Ce système ne peut être résolu en toute généralité,
mais sa résolution dans certains cas particuliers précis permet d’obtenir des résultats fins comme
des théorèmes de limite locale. Une dernière approche, développée par Pouyanne [Pou08] exploite
la description algébrique de l’urne à d couleurs pour en déduire des théorèmes asymptotiques.

Comme évoqué précédemment, les urnes de Pólya sont des modèles pertinents en informatique
fondamentale, notamment en ce qui concerne les structures de données arborescentes telles les arbres
2-3 de recherche [FGP05], les arbres m-aires de recherche [CP04, FK05], les AVL (arbres binaires
de recherche rééquilibrés par rotation) [Mah98].

Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux grandes urnes dont l’asymptotique fait interve-
nir une variable aléatoire W assez méconnue pour l’instant. Il a déjà été montré par Chauvin et
al. [CPS11], dans le cadre des urnes à deux couleurs en temps continu, que la variable W admet une
densité sur R, et que sa transformée de Laplace a un rayon de convergence nul. Cette étude utilise
de l’analyse de Fourier très précise et aboutit au calcul explicite de la transformée de Fourier de W .
De nombreuses zones d’ombres persistent cependant : quel est l’ordre des moments de cette variable
aléatoire ? est-elle déterminée par ses moments ? comment se comporte sa transformée de Fourier au
voisinage de zéro ? en l’infini ? Par ailleurs, l’étude de Chauvin et al. se restreint au modèle d’urne
plongé en temps continu : que pouvons-nous dire de la variable W issue du processus en temps
discret ?

Contrairement aux petites urnes, la limite du processus d’une grande urne dépend de la compo-
sition initiale de l’urne. Ainsi, nous devons étudier toute une famille Wpα,βq de variables aléatoires
indicées par pα, βq, signifiant que l’urne contient initialement α boules rouges et β boules noires.
Nous montrerons comment la structure arborescente de l’urne nous permet de réduire l’étude à deux
variables aléatoires : Wp1,0q et Wp0,1q, et nous montrerons que ces deux variables aléatoires sont so-
lutions d’un système d’équations en loi. Comme cette étude peut être faite aussi bien en temps
discret qu’en temps continu, nous obtenons deux systèmes en loi pour deux couples pWp1,0q,Wp0,1qq
différents.

Notre but est d’appliquer à ce système d’équations en loi des méthodes développées dans la litté-
rature pour l’étude des équations de point fixe, ou smoothing equations en anglais. Les équations de
point fixe sont l’objet d’une vaste littérature. Une revue de littérature est disponible dans l’article
d’Aldous et Bandyopadhyay [AB05]. Des équations de points fixes apparaissent notamment dans
l’étude des processus de branchement (cf. Liu [Liu99], Biggins et Kiprianou [BK05] et Alsmeyer et
al. [ABM12]). Il se trouve qu’une urne de Pólya en temps continu est un processus de branchement
multitype : il n’est pas étonnant que des systèmes de point fixe d’équations en loi apparaissent
dans leur étude. Les équations de point fixe apparaissent aussi dans l’étude de cascades de Mandel-
brot [Man74, BM10]. Enfin, ces équations sont aussi largement utilisées dans l’étude d’algorithmes
récursifs (comme l’étude de Quicksort par Rösler [Rös92]) et de structures de données : une re-
vue de littérature sur le sujet est disponible par Rösler et Rüschendorf [RR01], ou Neininger et
Rüschendorf [NR06].

Dans ce mémoire, nous nous inspirons plus particulièrement des méthodes de Liu [Liu99], repo-
sant principalement sur l’analyse de transformées de Fourier. Ces méthodes ont déjà été adaptées
par Chauvin et al. [CLP12b, CLP12a] à une urne très particulière issue de l’analyse de l’arbre m-aire
de recherche. Dans ce mémoire, nous nous attacherons à décrire un cas plus général à d couleurs.
Il est intéressant de noter qu’indépendamment, Knape et Neininger [KN13] utilisent les équations
de point fixe dans l’étude des urnes de Pólya. Leur centre d’intérêt n’est pas la variable W et leurs
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conclusions sont donc différentes de celles de ce mémoire : leur étude donne une idée de preuve
alternative de certains théorèmes limites de Janson [Jan04] aussi bien dans le cas des petites urnes
que des grandes urnes.

Le Chapitre 8 concerne les urnes à deux couleurs : les résultats de ce chapitre, obtenus en
collaboration avec Brigitte Chauvin et Nicolas Pouyanne (UVSQ, France), sont à paraître Journal
of Theoritical Probability. Nous montrons dans ce chapitre que les variables lois des variables W sont
déterminées par leurs moments, aussi bien en temps discret qu’en temps continu. Nous montrons
en outre que la série de Laplace de la variable W issue du processus d’urne en temps discret admet
un rayon de convergence infini. Nous montrons que la variable W issue du processus en temps
discret admet une densité, proposant au passage une preuve alternative de ce même résultat en
temps continu (déjà prouvé par Chauvin et al. [CPS11]). Les méthodes de point fixe et d’analyse de
transformées de Fourier que nous détaillons dans ce chapitre, en plus de montrer la détermination
par les moments, se généralisent à des urnes à d couleurs comme nous le verrons dans le Chapitre 9.

Nous présentons dans la suite de cette introduction quelques résultats évoqués ci-dessus qui
seront utiles dans la suite de cette partie consacrée aux grandes urnes de Pólya : nous résumons
tout d’abord les résultats asymptotiques obtenus dans la littérature concernant les urnes à deux
couleurs, introduisons les variables aléatoires W , sujets de cette partie, puis détaillons l’étude de
l’urne originelle de Pólya qui aura un rôle par la suite.

7.2 Préliminaires

Une urne de Pólya est décrite par un vecteur composition initiale Up0q, et par une matrice de
remplacement R

Up0q � �
α

β



et R � �

a b

c d



,

où α, β ¥ 0 sont tels que α� β � 0 et a, b, c, d P Z. Cela signifie que l’urne contient initialement α
boules noires et β boules rouges ; et qu’à chaque étape, on tire uniformément au hasard une boule
dans l’urne, on regarde sa couleur, on la remet dans l’urne, et on ajoute a boules rouges et b boules
noires si elle était rouge, ou c boules rouges et d boules noires si elle était noire. Notons que si, a, b, c
ou d sont négatifs, alors on retire �a,�b,�c ou �d boules au lieu d’en ajouter.

Nous ferons trois hypothèses classiques dans ce mémoire :
– Les urnes considérées seront équilibrées, i.e. a � b � c � d � S où l’entier S sera appelée

balance de l’urne. Cela signifie qu’à l’étape n, il y a α� β � nS boules dans l’urne.
– Nous supposerons la non-extinction de l’urne, i.e. la probabilité que l’urne finisse vide est

égale à zéro. La plupart des résultats de la littérature (cf. Janson [Jan04]) restent vrais condi-
tionnellement à la non-extinction. Pour plus de simplicité, nous nous restreindrons à considérer
des urnes pour lesquelles la probabilité d’extinction est nulle (une discussion sur les urnes dont
la probabilité d’extinction est nulle peut être lue dans le livre de Mahmoud [Mah08]).

– Nous supposerons que les urnes sont irréductibles, i.e. bc � 0. Les urnes triangulaires, aussi
appelées réductibles peuvent être étudiées (cf. Gouet [Gou93] et [Jan06]), mais nécessitent un
traitement particulier que nous ne détaillons pas ici.

On note UDTpα,βqpnq �t pRn, Bnq (où t représente la transposée du vecteur et où l’exposant DT
nous rappelle que le processus d’urne considéré est en temps discret) la composition de l’urne à
l’étape n, c’est à dire le nombre de boules noires Bn et le nombre de boules rouges Rn qu’elle
contient. Le but de l’étude d’une urne est de décrire ce vecteur composition aléatoire au temps n.

La balance S est valeur propre de la matrice R et donc de sa transposée tR. Notons m ¤ S la
seconde valeur propre de tR. Soit v1 un vecteur propre de tR associé à S et v2 un vecteur propre
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associé à m. Nous noterons pu1, u2q la base duale de pv1, v2q : u1 est une projection sur l’espace
propre associé à S, et u2 est une projection sur l’espace propre associé à m. Plusieurs choix de
vecteurs propres sont possibles : nous faisons le choix canonique suivant

v1 � S

b� c

�
c

b



v2 � S

b� c

�
1�1



,

ce qui implique, pour tout px, yq P R
2

u1px, yq � x� y

S
u2px, yq � bx� cy

S
.

Comme le montre le théorème suivant, le comportement asymptotique d’une urne dépend du
rapport entre ses deux valeurs propres σ � m

S
.

Théorème 7.2.1 (cf. Janson [Jan04] ou Pouyanne [Pou08] par exemple)

– Si σ   1
2
, on dit que l’urne est petite, et on a le théorème limite suivant :

UDTpα,βqpnq � nv1?
n

Ñ G

en loi, quand n tend vers �8, avec G un vecteur Gaussien centré, de matrice de covariance

Σ2 � 1
1� 2σ

bcm2pb� cq2 �
1 �1�1 1



.

– Si σ � 1
2
, on dit aussi que l’urne est petite, et on a le théorème limite suivant :

UDTpα,βqpnq � nv1?
n ln n

Ñ G,

en loi, quand n tend vers �8, avec G un vecteur Gaussien centré, de matrice de covariance

Σ2 � bc

4

�
1 �1�1 1



.

– Si σ ¡ 1
2
, on dit que l’urne est grande, et on a le théorème limite suivant :

UDTpα,βqpnq � nv1 � nσWDTpα,βqv2 � opnσq (7.1)

presque sûrement et dans tous les Lp, p ¥ 1, quand n tend vers l’infini.

Il est intéressant de remarquer que la limite du processus ne dépend pas des conditions initiales
dans le cas d’une petite urne, alors qu’elle en dépend, a priori, dans le cas des grandes urnes. Nous
nous intéresserons dans ce mémoire à la variable aléatoire WDTpα,βq : quel est son support ? admet-elle
une densité ? quels sont ses moments ?

Il est classique depuis les travaux d’Athreya et Karlin [AK68] de plonger le processus discret de
l’urne de Pólya en temps continu. A l’instant initial, il y a α boules rouges et β boules noires dans
l’urne. Chacune de ces boules est équipée d’une horloge qui sonnera au bout d’un temps aléatoire de
loi exponentielle de paramètre 1, et ce indépendamment des autres. Lorsque l’horloge d’une boule
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sonne, cette boule se divise en a � 1 boules rouges et b boules noires si elle était rouge, ou en c

boules rouges et d� 1 boules noires si elle était noire. On note UCTpα,βqptq la composition de l’urne au
temps t.

On notera τn la date de la nème sonnerie. Comme, via les propriétés de la loi exponentielle, la
première horloge qui sonne parmi p (pour tout entier p ¥ 1) horloges est tirée uniformément parmi
les p horloges, nous avons la relation suivante entre le processus en temps discret et le processus en
temps continu : pUDT pnqqn¥0 � pUCT pτnqqn¥0, (7.2)

presque sûrement, et, de plus, la suite des temps d’arrêts pτnqn¥0 est indépendante de pUCT pτnqqn¥0.
C’est cette relation qui nous permettra de traduire tout résultat obtenu en temps discret pour
le processus en temps continu, et vice-versa. Notons que le plongement en temps continu a déjà
été appliqué dans ce mémoire à l’arbre bourgeonnant, ou arbre binaire de recherche aléatoire (cf.
Chapitre 5), dont le plongement en temps continu est appelé arbre de Yule. Nous avions alors la
même connexion entre processus en temps discret et processus en temps continu. Ce plongement en
temps continu nous avait autorisé à travailler sur le processus en temps continu, plus simple, avant
de traduire nos résultats en temps discret (cf. Section 5.2.3).

Le processus d’urne de Pólya en temps continu a lui aussi longuement été étudié dans la litté-
rature : nous rappelons le théorème limite suivant, concernant les grands urnes :

Théorème 7.2.2 (cf. Janson [Jan04])

Si σ ¡ 1{2, asymptotiquement quand t tend vers �8,

UCT
α,β ptq � eStξv1p1� op1qq � emtWCTpα,βqv2p1� op1qq

presque sûrement et dans tous les Lp, p ¥ 1. La variable aléatoire ξ est connue : elle suit une loi
Gamma

�
α�β

S

	
.

Nous nous intéressons dans ce mémoire aux variables aléatoires WDTpα,βq et WCTpα,βq. Ces variables,
qui apparaissent dans les Théorèmes 7.2.1 et 7.2.2, sont définies comme limites de martingales :
WDTpα,βq, est, à une constante près, la limite de la martingale

u2

���� UDTpα,βqpnq±n
j�1

�
1� σ

α�β

S
�j�1


�ÆÆ
,
et vérifie

WDTpα,βq � lim
nÑ�8u2

�
UDTpα,βqpnq

nσ

�
. (7.3)

Par ailleurs,

WCTpα,βq � lim
tÑ�8u2

�
UCTpα,βqptq

emt

�
. (7.4)

Via ces définitions comme limites de martingales, et via la relation (7.2), nous déduisons deux
égalités en loi, que nous appellerons connexions :

WCT
α,β

ploiq� ξσ �WDT
α,β , (7.5)
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avec ξ de loi Gamma
�

α�β
S

	
, et ξ et WDT

α,β indépendantes ; et

WDT
α,β

ploiq� ξ�σ �WCT
α,β ,

avec ξ de loi Gamma
�

α�β
S

	
, mais ξ et WCT

α,β non indépendantes.

En conséquence, si nous avons des informations sur WCT , nous en déduirons des informations sur
WDT , et réciproquement. Comme évoqué précédemment, il est montré par Chauvin et al. [CPS11]
que la variables aléatoires WCT admet une densité quelle que soit la composition initiale de l’urnepα, βq et que, de plus, la transformée de Laplace de WCT a un rayon de convergence nul, ce qui
implique, que, pour toute constante C ¡ 0, pour tout entier p0 il existe p ¥ p0 tel que,

Cp ¤ ErpWCT qps
p!

.

De tels résultats n’existent pas dans la littérature concernant la variable aléatoire WDT .

7.3 L’urne “originelle”

L’urne originelle est une urne à d ¥ 2 couleurs, représentée par la matrice de remplacement SId

(ou Id est la matrice identité en dimension d), et de composition initiale pα1, . . . , αdq. Le théorème
limite suivant est standard : un énoncé légèrement différent est prouvé par Athreya [Ath69], il est
prouvé dans la cas particulier S � 1 et α1 � . . . � αd � 1 par Blackwell et Kendall [BK64], et la
preuve par méthode des moments que nous présentons ici pour sa simplicité et son autonomie est
évoquée mais non développée dans le livre de Johnson et Kotz [JK97].

Théorème 7.3.1

Si Upnq est le vecteur composition de l’urne originelle au temps n, alors,

Upnq
nS

Ñ V

presque sûrement et dans tous les Lp, p ¥ 1, quand n tend vers l’infini, où V est un vecteur
aléatoire de Dirichlet de paramètres

�
α1

S
, . . . , αd

S

�
.

Il est utile de rappeler que les marginales d’un vecteur aléatoire de Dirichlet de paramètres�
α1

S
, . . . , αd

S

�
sont des lois Bêta de paramètres respectifs

�
αk

S
,
°

j�k
αj

S

	
, pour tout k P t1, . . . , du.

Mais avant tout, détaillons la définition et quelques propriétés utiles de la loi de Dirichlet. Soit
d ¥ 2 un entier. Soit Σ le simplexe de dimension pd� 1q :

Σ � #px1, . . . , xdq P r0, 1sd, ḑ

j�1

xj � 1

+
.

Nous avons l’égalité suivante, généralisation de la définition de la fonction Bêta d’Euler : pour tous
entiers non-nuls ν1, . . . , νd,»

Σ

d¹
j�1

x
νj�1

j dΣpx1, . . . , xdq � Γpν1q . . .Γpνdq
Γpν1 � . . .� νdq (7.6)
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où dΣ est la mesure positive sur le simplexe Σ, définie comme suit : pour toute fonction f définie
sur Σ,

fpx1, . . . , xdqdΣpx1, . . . , xdq � f

�px1, . . . , xd�1, 1� d�1̧

j�1

xj

�
l1txPr0,1sd�1,

°d�1

j�1
xj¤1udx1 . . . dxd�1.

La distribution de Dirichlet de paramètres pν1, . . . , νdq est la loi qui a pour densité sur Σ

Γpν1 � . . . � νdq
Γpν1q . . .Γpνdq d¹

j�1

x
νj�1

j dΣpx1, . . . , xdq.
En particulier, si D � pD1, . . . ,Ddq est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de paramètrespν1, . . . , νdq, alors, pour tout p � pp1, . . . , pdq P N

d, le moment joint d’ordre p de D est donné par

EpDpq � EpDp1

1 . . . D
pd

d q � Γpνq
Γpν � |p|q d¹

j�1

Γpνj � pjq
Γpνjq

où ν � °d
j�1 νj et |p| � °d

j�1 pj .
De plus, chaque variable aléatoire Dj , à valeurs dans r0, 1s, suit la loi Bêta de paramètrespνj, ν � νjq et est donc de densité

1
Bpνj, ν � νjq tνj�1p1� tqν�νj�1 l1r0,1sdt.

Une description alternative de la distribution de Dirichlet est la suivante :

Proposition 7.3.2 (cf. Bertoin [Ber06, page 63])

Si ξ1, . . . , ξd sont d variables indépendantes de lois Gamma de paramètres respectifs pν1, νq, . . . , pνd, νq,
si ξ � °d

i�1 ξi, alors ξ est de loi Gammapν1� . . .�νd, νq, et le vecteur aléatoire
�

ξ1

ξ
, . . . , ξd

ξ

	
suit

la loi de Dirichlet de paramètres pν1, . . . , νdq et est indépendant de ξ.

Démonstration du Théorème 7.3.1 : Soit α � °d
j�1

αj ¥ 1. On note Fn la filtration engendrée par
le processus pUpnqqn¥0 jusqu’au temps n, nous avons donc

EpUpn� 1q|Fnq � α� pn� 1qS
α� nS

Upnq,
ce qui implique que

�
Upnq

α�nS

	
n¥0

est une martingale à valeur dans r0, 1sd, convergente, et de moyenne�
α1

α
, . . . , αd

α

�
. On notera V la limite de cette martingale. Pour toute fonction f de Rd dans R,

EpfpUpn� 1q|Fnq � �
I � Φ

α� nS


 pfqpUpnqq,
où, pour tout réel v, pour toute fonction f ,

Φpfqpvq � ḑ

j�1

vjpfpv � Sejq � fpvqq,
où ej est le jème vecteur de la base canonique de Rd et où v � °d

j�1
vjej. On peut ainsi vérifier que,

si p � pp1, . . . , pdq P Nd et si l’on note |p| �°d
j�1

pj , la fonction

Γppvq � d¹
j�1

Γ
� vj

S
� pj

�
Γ
� vj

S

� ,
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définie sur Rd, est une fonction propre de l’opérateur Φ, associée à la valeur propre |p|S. Dès lors,
par récurrence, pour tout p P N

d,

ErΓppUpnqqs � Γ
�

α
S
� n� |p|�

Γ
�

α
S
� n

� � Γ
�

α
S

�
Γ
�

α
S
� |p|� � ΓppUp0qq.

Via la formule de Stirling, nous en déduisons que, asymptotiquement quand n tend vers �8,

ErΓppUpnqqs � n|p| � Γ
�

α
S

�
Γ
�

α
S
� |p|� � ΓppUp0qq ��1�O

�
1
n




.

Par ailleurs, si nous écrivons la décomposition des polynômes Xp � X
p1

1
. . . X

pd

d dans la base de
fonction propres pΓpqpPNd , nous obtenons

Xp � S|p|Γp � ¸
jPNd|j|¤|p|�1

ap,jΓjpXq
où les ap,j sont des rationnels. Dès lors, asymptotiquement quand n tend vers �8,

E

�
Upnq
α� nS


p � Γ
�

α
S

�
Γ
�

α
S
� |p|�ΓppUp0qq�1�O

�
1
n




,

ce qui implique que, pour tout p P Nd,

EpV pq � Γ
�

α
S

�
Γ
�

α
S
� |p|� d¹

j�1

Γ
�αj

S
� pj

�
Γ
�αj

S

� . (7.7)

Nous avons donc montré que la martingale converge dans Lt, pour tout t ¥ 1. Comme une loi de
Dirichlet est bornée, donc déterminée par ses moments, nous en déduisons que la loi de V est une loi
de Dirichlet de paramètres

�
α1

S
, . . . , αd

S

�
.



Chapitre 8

Grandes urnes à deux couleurs

8.1 Motivations

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux grandes urnes à deux couleurs, et plus précisément
aux variables WDT et WCT décrivant le comportement asymptotique d’une urne équilibrée et non
triangulaire.

Ces deux variables aléatoires sont déjà étudiées par Chauvin et al. [CPS11] qui montrent que
WCT admet une densité sur R. Leurs travaux se fondent sur l’analyse de la transformée de Fourier
de cette variable aléatoire. Les auteurs montrent que les transformées de Fourier des variables WCT

issues des deux configurations initiales tp1, 0q et tp0, 1q sont solutions d’un système différentiel non
linéaire. À partir de ce système, une expression explicite des transformées de Fourier de ces deux
variables aléatoires est déduite, permettant ainsi d’appliquer un théorème d’inversion de Fourier et
de prouver ainsi l’existence de la densité des WCT . Il est cependant à noter que ces transformées
de Fourier ne sont ni L2, ni L1, ce qui contraint les auteurs à appliquer un théorème d’inversion de
Fourier ad hoc. Cette expression permet à Chauvin et al. de montrer que la série de Laplace de WCT

est de rayon de convergence nul. Par ailleurs, la forme de cette transformée de Fourier ne permet
pas de très bien appréhender la distribution de WCT et beaucoup de questions restent ouvertes :
notamment l’ordre exact des moments de WCT reste inconnu. De plus, aucune information ne peut
être traduite pour le processus en temps discret : WDT admet-elle une densité ? quel est l’ordre de
ses moments ?

L’objectif de ce chapitre est de reprendre ab initio l’étude de ces variables WCT et WDT via
d’autres méthodes. Notre objectif est d’explorer de nouvelles méthodes, non seulement pour com-
pléter notre connaissance des WDT et WCT qui est pour l’instant très partielle, mais aussi en vue de
généraliser ces nouvelles méthodes à l’étude des urnes à d couleurs. Notre nouvelle approche utilise
la structure arborescente de l’urne de Pólya. La composition de l’urne de Pólya de composition
initiale tpα, βq ressemble à la somme des compositions de α urnes de compositions initiales tp1, 0q
et β urnes de composition initiale tp0, 1q : pouvons-nous rendre cette heuristique rigoureuse ? Par
ailleurs, supposons que l’urne contienne initialement une unique boule, par exemple rouge. Alors,
la première pioche est déterministe, et après cette première étape, la composition de l’urne est
tpa�1, bq, et une urne de composition initiale tp1, 0q ressemble à la somme des compositions de a�1
urnes de composition initiale tp1, 0q et b urnes de composition initiale tp0, 1q.

C’est grâce à des raisonnements de ce type que nous montrons dans la Section 8.2 que l’on
peut en effet se réduire à l’étude de deux compositions initiales, et donc à l’étude de deux variables
aléatoires Wp1,0q et Wp0,1q, aussi bien en temps discret qu’en temps continu, et que ces deux variables
aléatoires sont solutions d’un système d’équations en loi, ou système de point fixe, en temps discret,
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comme en temps continu. Nous montrons dans la Section 8.3 que ces deux systèmes de point fixe
admettent une unique solution dans un espace de mesures muni de la distance de Wasserstein, et
ce via le théorème de point fixe de Banach. La Section 8.4 est consacrée à l’étude des moments de
WCTp1,0q et WCTp0,1q : nous montrons, par récurrence sur l’ordre des moments, que ces deux variables
aléatoires vérifient le critère de Carleman et leurs lois sont donc déterminées par leurs moments.
Les connexions entre temps discret et temps continu nous permettent d’étendre ce résultat à WDTp1,0q
et WDTp0,1q, puis à toute composition initiale au vu des résultats de la Section 8.2. Nous montrerons

en outre que, au contraire de celle de WCTpα,βq (cf. [CPS11]), la série de Laplace de WDTpα,βq a un rayon
de convergence infini. Enfin, dans la Section 8.5, nous montrons que la transformée de Fourier de
WDTpα,βq est L1 et donc que WDTpα,βq admet une densité dans R, et ce pour toute composition initialepα, βq.

Nous reprenons dans ce Chapitre les notations introduites dans le Chapitre 7. Dans tout
ce chapitre, nous supposons que la matrice R de valeurs propres S et m définit une
grande urne à deux couleurs équilibrée et non triangulaire. Nous supposons de plus
que la non-extinction de cette urne est presque sûre.

8.2 Arborescence

Dans cette section, nous explorons la structure arborescente de l’urne. Dans un premier temps,
nous réduirons l’étude des variables Wpα,βq à l’étude des deux variables aléatoires Wp1,0q et Wp0,1q,
dans un second temps, nous montrerons que Wp1,0q et Wp0,1q sont solutions d’un système de point
fixe en loi. Nous détaillons le raisonnement en temps discret mais pas en temps continu car l’in-
dépendance entre les sous-arbres rend le raisonnement plus direct en temps continu. De plus, les
résultats en temps continu sont mentionnés dans [Jan04].

8.2.1 Décomposition en temps discret

Cette section ne concerne que le processus en temps discret : nous prendrons donc la liberté
d’omettre les exposants DT lorsqu’aucune ambigüité n’est possible.

Soit pTnq le processus de forêts décrit comme suit : à l’instant initial, la forêt est constituée de α
racines rouges et de β racines noires (α, β P N tels que α� β ¡ 0) : à chaque étape, nous piochons
uniformément au hasard une feuille de la forêt, cette feuille devient un nœud interne ayant S � 1
enfants constitués de a� 1 feuilles rouges et b feuilles noires si la feuille piochée était rouge, et de c
feuilles rouges et d� 1 feuilles noires si la feuille piochée était noire.

L’ensemble des feuilles de la forêt est une urne de Pólya de composition initiale tpα, βq et de

matrice de transition
�
a b

c d



. Ainsi, la figure suivante représente une réalisation possible de l’urne

de composition initiale tp3, 2q et de matrice de remplacement
�

6 1
2 5



après trois tirages :
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La forêt est donc composée de α�β arbres, α d’entre eux enracinés par une boule rouge et β d’entre
eux par une boule noire :

α β

La composition de l’urne est donc la somme des compositions des α� β sous-arbres de la forêt
décrite ci-dessus, et chacun de ces sous-arbres décrit une urne de Pólya de composition initiale p1, 0q
ou p0, 1q :

Upα,βq ploiq� α̧

k�1

U
pkqp1,0qpTkpnqq � β̧

k�α�1

U
pkqp0,1qpTkpnqq,

où Tkpnq représente le temps à l’intérieur du kème sous-arbre de la forêt, i.e. le nombre de pioches
effectuées parmi les feuilles du kème sous-arbre, et où les processus d’urnes pU pkqqkPt1,...,α�βu sont
des copies indépendantes de Up1,0q et Up0,1q, respectivement. Autrement dit, comme à chaque fois
que l’on pioche dans le kème sous-arbre, on ajoute S feuilles dans ce sous-arbre, si l’on note Dnpkq
le nombre de feuilles du kème sous-arbre, alors

Tnpkq � Dkpnq � 1
S

.

Dès lors,

Upα,βq ploiq� α̧

k�1

U
pkqp1,0q �Dkpnq � 1

S


� β̧

k�α�1

U
pkqp0,1q �Dkpnq � 1

S



. (8.1)

Remarquons que pD1p0q, . . . ,Dα�βp0qq � p1, . . . , 1q, que, à chaque étape, une feuille est choisie
uniformément au hasard parmi les feuilles de la forêt, et que, si cette feuille appartient au kème

sous-arbre, on ajoute S feuilles à ce sous-arbre. Cette description est la description d’une urne de
Pólya-Eggenberger à pα � βq couleurs (on oublie les couleurs des feuille rouges et noires, et deux
feuilles sont de la même couleur si et seulement si elle sont dans le même sous-arbre de la forêt),
de composition initiale tp1, . . . , 1q, et de matrice de remplacement SIα�β (où Iα�β est la matrice
identité de dimension α� β). Dès lors, d’après le Théorème 7.3.1, le vecteur pD1pnq, . . . ,Dα�βpnqq
vérifie le théorème limite suivant : asymptotiquement quand n tend vers �8,

1
nS

pD1pnq, . . . ,Dα�βpnqq Ñ pV1, . . . , Vα�βq,
presque sûrement, où pV1, . . . , Vα�βq suit la loi de Dirichlet de paramètres

�
1
S
, . . . , 1

S

�
.

Dès lors, via l’Équation 8.1, en utilisant le fait que, par définition de W (cf. Équation (7.3)),
presque sûrement,

Wpα,βq � lim
nÑ�8u2

�
Upα,βqpnq

nσ



,

nous obtenons le théorème suivant après renormalisation, projection selon u2de l’Équation (8.1) et
limite quand n tend vers �8 :
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Théorème 8.2.1

Pour tout pα, βq P Nztp0, 0qu,
Wpα,βq ploiq� α̧

k�1

V σ
k W

pkqp1,0q � α�β̧

k�α�1

V σ
k W

pkqp0,1q,
où V � pV1, . . . , Vα�βq est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de paramètres

�
1
S
, . . . , 1

S

�
,

et où les W pkqp1,0q et W pkqp1,0q sont des copies indépendantes de Wp1,0q et Wp0,1q, respectivement,
indépendantes du vecteur V .

Grâce à ce théorème, nous pouvons nous concentrer sur les deux variables aléatoires Wp1,0q et
Wp0,1q : les informations que nous obtiendrons sur ces deux variables pourront, via le théorème
ci-dessus, se traduire pour toute la famille des Wpα,βq.
8.2.2 Dislocation en temps discret

En utilisant de nouveau la structure arborescente de l’urne de Pólya, nous allons montrer que
les deux variables Wp1,0q et Wp0,1q sont solutions d’un système d’équations en loi, point de départ
des travaux réalisés dans ce chapitre. Avant tout, afin d’alléger les notations, notons X �Wp1,0q et
Y �Wp0,1q.

Commençons par étudier la variable X, issue l’urne de composition initiale tp1, 0q. Le premier
tirage est déterministe : nous piochons la boule rouge de l’urne et le vecteur de composition à l’étape
1 est donné par tpa� 1, bq. Si l’on reprend l’analogie décrite précédemment avec une forêt dont les
feuilles représentent les boules de l’urne, la forêt associée à l’urne de composition initiale tp1, 0q est
composée d’un unique arbre enraciné par un nœud interne (l’ancienne boule rouge initiale) ayant
S� 1 enfants : a� 1 feuilles rouges et b feuilles noires. Ces enfants sont racines de S� 1 sous-arbres
et la composition de l’urne est la somme des compositions de ces S� 1 sous-arbres. Ces sous-arbres
sont eux mêmes associés à des processus d’urnes de composition initiale une boule unique (rouge
ou noire), et de matrice de remplacement R.

Nous avons donc

Up1,0qpnq � a�1̧

k�1

U
pkqp1,0qpTkpnqq � S�1̧

k�a�2

U
pkqp0,1qpTkpnqq,
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où Tkpnq est le temps à l’intérieur du kième sous-arbre de la racine, i.e. le nombre de feuilles pio-
chées dans ce sous-arbre avant l’étape n, et où les processus pU pkqqkPt1,...,S�1u sont des copies indé-
pendantes de Up1,0q et Up0,1q, respectivement, indépendantes de pT1pnq, . . . , TS�1pnqq. Tout comme
précédemment, remarquons que

Tkpnq � Dkpnq � 1
S

,

où Dkpnq est le nombre de feuilles du kième sous-arbre à l’étape n. De plus, le vecteur pD1pnq, . . . ,
DS�1pnqq est le vecteur composition au temps pn � 1q d’une urne de Pólya à S � 1 couleurs, de
composition initiale tp1, . . . , 1q et de matrice de transition SIS�1. Dès lors, au vu du Théorème 7.3.1,
nous avons, asymptotiquement quand n tend vers �8,

1
nS

pD1pnq, . . . ,DS�1pnqq Ñ pV1, . . . , VS�1q,
presque sûrement, où le vecteur pV1, . . . , VS�1q est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de para-
mètre

�
1
S
, . . . , 1

S

�
. Nous obtenons donc, via l’Équation (7.3), le théorème suivant :

Théorème 8.2.2

Les variables aléatoires X �Wp1,0q et Y �Wp0,1q vérifient le système suivant :$''''&''''%X ploiq� a�1̧

k�1

V σ
k X

pkq � S�1̧

k�a�2

V σ
k Y

pkq
Y

ploiq� ç

k�1

V σ
k X

pkq � S�1̧

k�c�1

V σ
k Y

pkq
où le vecteur V � pV1, . . . , VS�1q est un vecteur aléatoire de loi Dirichlet de paramètres

�
1
S
, . . . 1

S

�
,

et où les Xpkq et Y pkq sont des copies indépendantes de X et Y , respectivement, indépendantes
de V .

L’objectif de la suite de ce chapitre est d’appliquer à ce système de point fixe des méthodes
utilisées dans l’étude d’équations de point fixe (ou smoothing equations) dans la littérature de façon
à en déduire un maximum d’information sur la loi de Wp1,0q et Wp0,1q.
8.2.3 Résultats analogues en temps continu et connexion

Bien entendu, le processus d’urne plongé en temps continu admet lui aussi une structure ar-
borescente sous-jacente. Les équations sont d’ailleurs plus directes qu’en temps discret grâce à
l’indépendance entre les sous-arbres. Ainsi,

UCTpα,βqptq � xαyUCTp1,0qptq � xβyUCTp0,1qptq,
où la notation xnyX, pour tout entier n et toute variable aléatoire X représente la somme de
n copies indépendantes de X. Dès lors, via la définition de WCT comme limite de martingale
(cf. Équation (7.4)), nous obtenons

WCTpα,βq � xαyWCTp1,0q � xβyWCTp0,1q. (8.2)

Ce résultat est l’analogue du Théorème 8.2.1 en temps continu : il permet de se ramener à l’étude
de deux variables aléatoires, WCTp1,0q et WCTp0,1q, au lieu d’étudier toute une famille.

De même qu’en temps discret, nous pouvons montrer le théorème suivant :



170 Chapitre 8. Grandes urnes à deux couleurs

Théorème 8.2.3 (cf. Janson [Jan04] ou [CPS11])

Si l’on pose X �WCTp1,0q et Y �WCTp0,1q, alors ces deux variables aléatoires vérifient$''''&''''%X
ploiq� Um

�
a�1̧

k�1

Xpkq � S�1̧

k�a�2

Y pkq�
Y

ploiq� Um

�
ç

k�1

Xpkq � S�1̧

k�c�1

Y pkq� ,

où U est une variable aléatoire uniforme sur r0, 1s et où les Xpkq et Y pkq sont des copies indé-
pendantes de X et Y , respectivement, et indépendantes de U .

Il est intéressant de noter que l’on peut déduire le système vérifié par WCTp1,0q et WCTp0,1q de celui

vérifié par WDTp1,0q et WDTp1,0q, et ce via la connexion (7.5) :

Proposition 8.2.4

Soient X et Y solutions du système du Théorème 8.2.2, soit ξ une variable aléatoire de loi
Gamma

�
1
S

�
. Alors les variables aléatoires ξσX et ξσY sont solution du système du Théo-

rème 8.2.3.

Cette proposition, via la connexion (7.5), nous assure que le Théorème 8.2.3 peut être vu comme
une conséquence du Théorème 8.2.2. L’implication réciproque, si elle existe, n’est pas encore connue.
Cette proposition est un corollaire du lemme suivant, il suffit pour cela de remarquer que si U est
une variable aléatoire uniforme sur r0, 1s, US est de loi Bêta

�
1
S
, 1
�

:

Lemme 8.2.5

Considérons les deux équations en loi suivantes d’inconnues X,X1, . . . ,XS�1 :

X
ploiq� S�1̧

k�1

V σ
k Xk (8.3)

où V � pV1, . . . , VS�1q est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de paramètre
�

1
S
, . . . , 1

S

�
indépendant des X1, . . . ,XS�1 ; et

X
ploiq� V σ

S�1̧

k�1

Xk (8.4)

où V est une variable aléatoire de loi Bêta
�

1
S
, 1
�

indépendante des X1, . . . ,XS�1.
Soient V, ξ1, . . . , ξS�1 des variables aléatoires indépendantes telles que ξ1, . . . , ξS�1 sont de

loi Gamma
�

1
S

�
et V est de loi Bêta

�
1
S
, 1
�
. On pose

ξ � V

S�1̧

i�1

ξi,

et pour tout k P t1, . . . , S � 1u,
Vk � ξk°S�1

i�1 ξi

.

Dès lors,

(i) la variable aléatoire ξ est de loi Gamma
�

1
S

�
,
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(ii) le vecteur aléatoire pV1, . . . , VS�1q est indépendant de ξ et de loi Dirichlet
�

1
S
, . . . , 1

S

�
,

(iii) siX,X1, . . . ,XS�1 satisfont l’Équation (8.3), siX1, . . . ,XS�1 sont indépendants de V, ξ1, . . . , ξS�1

et si X est indépendant de ξ, alors ξσX, ξσ
1X1, . . . , ξ

σ
S�1XS�1 satisfont l’Équation (8.4).

Démonstration : (i) Cette affirmation se démontre par exemple par calcul des moments : les lois Bêta
et Gamma sont déterminées par leurs moments, le pième moment d’une loi Bêta de paramètres pα, βq
est donné par

Γpα� pqΓpα� βq
Γpα� β � pqΓpαq

où Γ est la fonction Gamma d’Euler, et le pème moment d’une loi Gamma de paramètre α est donné
par

Γpα� pq
Γpαq .

Il faut aussi remarquer que la somme de d variables aléatoires indépendantes de lois Gamma de
paramètres respectifs α1, . . . , αd est de loi Gammapα1 � . . .� αdq.

(ii) Cette affirmation est une conséquence directe de la Proposition 7.3.2.

(iii) Supposons que X,X1, . . . , XS�1 soient solution de l’Équation (8.3) pour ces V1, . . . , VS�1.
Multiplions cette équation par ξσ de chaque côté : cette multiplication dans une équation en loi est
licite car ξ est indépendant des deux membres de l’Équation (8.3), et remplaçons les Vk par leur
valeur :

ξσX
ploiq� ξσ

S�1̧

k�1

ξσ
k�°S�1

i�1
ξi

	σXk � V σ
S�1̧

k�1

ξσ
kXk,

ce qui conclut la preuve.

La suite du présent chapitre est consacrée à l’étude des systèmes des Théorèmes 8.2.2 et 8.2.3.

8.3 Unicité des solutions

Nous montrons dans cette section l’unicité des solutions des systèmes de point fixe des théo-
rèmes 8.2.2 et 8.2.3. Notons que l’unicité de la solution du système en temps discret peut être
déduite du théorème plus général de Neininger et Rüshendorf [NR06]. Nous en donnons néanmoins
une courte preuve ici dans le cas particulier des urnes de Pólya : cette preuve est inspirée des travaux
de Fill et Kapur [FK05].

Soit A un réel, et soit M2pAq l’ensemble des mesures de probabilité de moyenne A et de carré
intégrable. Équipons cet espace de la distance de Wasserstein définie ci-après : cet espace est un
espace métrique complet dans lequel nous pourrons donc appliquer le théorème de point fixe de
Banach. Tout d’abord, remarquons que si X et Y sont solution du système en temps discret ou du
système en temps continu, si EX � B et EY � C, alors cB � bC � 0. Nous montrerons que si B et
C sont deux réels tels que cB � bC � 0, alors les systèmes issus des Théorèmes 8.2.2 et 8.2.3 ont
chacun une unique solution dans l’espace métrique produit M2pBq �M2pCq.

Comme le vecteur aléatoire pWp1,0q,Wp0,1qq est d’espérance proportionnelle à pb,�cq, en temps
discret aussi bien qu’en temps continu, ce résultat d’unicité nous assure que les systèmes des Théo-
rèmes 8.2.2 et 8.2.3 caractérisent les distributions de WDTp1,0q et WDTp0,1q en temps discret, et WCTp1,0q et

WCTp0,1q en temps continu.
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8.3.1 Distance de Wasserstein

Soit A P R. La distance de Wasserstein sur M2pAq est définie comme suit :

dW pµ1, µ2q � minpX1,X2q �EpX1 �X2q2�1{2
,

où le minimum est pris sur les vecteurs aléatoires pX1,X2q de R
2 dont les marginales sont µ1 et

µ2. Le théorème de Kantorovich-Rubinstein nous assure que ce minimum est atteint. Par ailleurs,
l’espace M2pAq équipé de la distance de Wasserstein est un espace métrique complet (voir par
exemple Dudley [Dud02]).

Soit pB,Cq P R
2. Équipons l’espace produit M2pBq�M2pCq de la distance produit, définie par

exemple comme suit :

d ppµ1, ν1q, pµ2, ν2qq � maxtdW pµ1, µ2q, dW pν1, ν2qu.
L’espace produit M2pBq �M2pCq muni de cette distance est un espace métrique complet.

8.3.2 Méthode de contraction en temps discret

Rappelons ci-dessous le système de point fixe vérifié par pXDT , Y DT q (cf. Théorème 8.2.2) :$''''''&''''''% X
ploiq� a�1̧

k�1

V σ
k X

pkq � S�1̧

k�a�2

V σ
k Y

pkq
Y

ploiq� ç

k�1

V σ
k X

pkq � S�1̧

k�c�1

V σ
k Y

pkq. (8.5)

Soit M2 l’espace des mesures de probabilité de carré intégrable sur R. Pour tout pB,Cq P R
2,

soit K1 la fonction définie sur M2pBq �M2pCq par

K1 : M2pBq �M2pCq ÝÑ M2pµ, νq ÞÝÑ L

�
a�1̧

k�1

V σ
k X

pkq � S�1̧

k�a�2

V σ
k Y

pkq�
où Xp1q, . . . ,Xpa�1q sont des variables indépendantes de loi µ, Y pa�2q, . . . , Y pS�1q sont des variables
aléatoires indépendantes de loi ν et où V � pV1, . . . , VS�1q est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet
de paramètres

�
1
S
, . . . , 1

S

�
, les Xpkq, Y pkq et V étant indépendants. De même, soit K2 la fonction

définie par
K2 : M2pBq �M2pCq ÝÑ M2pµ, νq ÞÝÑ L

�
ç

k�1

V σ
k X

pkq � S�1̧

k�c�1

V σ
k Y

pkq� .

Un calcul direct montre que si pµ, νq P M2pBq �M2pCq, alors

EK1pµ, νq � pa� 1qB � bC

m� 1
,

et

EK2pµ, νq � cB � pd� 1qC
m� 1

,

de telle sorte que, comme m � a � c � d� b, l’équation cB � bC � 0 est une condition nécessaire
et suffisante pour que la fonction produit pK1,K2q soit une fonction de M2pBq � M2pCq dans
lui-même.



Section 8.3. Unicité des solutions 173

Lemme 8.3.1

Soient B et C deux réels tels que cB � bC � 0. Alors, la fonction

K : M2pBq �M2pCq ÝÑ M2pBq �M2pCqpµ, νq ÞÝÑ pK1pµ, νq,K2pµ, νqq
est

b
S�1

2m�1
-Lipschitz. C’est donc une contraction dès que σ � m

S
¡ 1

2
, ce qui est le cas car l’urne

considérée est grande.

Théorème 8.3.2

(i) Si B et C sont deux réels tels que cB � bC � 0, alors le Système (8.5) admet une unique
solution dans M2pBq �M2pCq.

(ii) Le couple pXDT , Y DT q est l’unique solution du Système (8.5) de moyenne�
Γ
�

1
S

�
Γ
�

m�1
S

� b
S
,� Γ

�
1
S

�
Γ
�

m�1
S

� c
S

�
et de carré intégrable.

Le Théorème 8.3.2 est une conséquence directe du Lemme 8.3.1 et du théorème de point fixe de
Banach.

Démonstration du Lemme 8.3.1 : Soient pµ1, ν1q et pµ2, ν2q deux éléments de M2pBq � M2pCq.
Soit V � pV1, . . . , VS�1q un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de paramètre

�
1

S
, . . . , 1

S

�
. Soit

X
p1q
1
, . . . , X

pa�1q
1

des variables aléatoires de loi µ1, Y pa�2q
1

, . . . , Y
pS�1q

1
des variables aléatoires de

loi ν1, Xp1q
2
, . . . , X

pcq
1

des variables aléatoires de loi µ2, et Y pc�1q
2

, . . . , Y
pS�1q

2
des variables aléatoires

de loi ν2, indépendantes entre elles et indépendantes de V . Dès lors,

dW pK1pµ1, ν1q,K1pµ2, ν2qq2 ¤ �����a�1̧

k�1

V σ
k

�
X
pkq
1

�X
pkq
2

	� S�1̧

k�a�2

V σ
k

�
Y
pkq

1
� Y

pkq
2

	�����2

2� Var

�
a�1̧

k�1

V σ
k

�
X
pkq
1

�X
pkq
2

	� S�1̧

k�a�2

V σ
k

�
Y
pkq

1
� Y

pkq
2

	�� EVar

�
a�1̧

k�1

V σ
k

�
X
pkq
1

�X
pkq
2

	� S�1̧

k�a�2

V σ
k

�
Y
pkq

1
� Y

pkq
2

	 |V �� VarE

�
a�1̧

k�1

V σ
k

�
X
pkq
1

�X
pkq
2

	� S�1̧

k�a�2

V σ
k

�
Y
pkq

1
� Y

pkq
2

	 |V �
via la loi de la variance totale 1. Comme V � pV1, . . . , VS�1q est indépendant des Xpkq

j et des Y pkq
j ,

1. La loi de la variance totale nous assure que, pour toutes variables aléatoires X et Y , si Y est de carré intégrable,

alors, VarY � EVarpY |Xq � VarEpY |Xq.
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nous obtenons

dW pK1pµ1, ν1q,K1pµ2, ν2qq2 ¤ a�1̧

k�1

EV 2σ
k Var

�
X
pkq
1

�X
pkq
2

	� S�1̧

k�a�2

EV 2σ
k Var

�
Y
pkq

1
� Y

pkq
2

	¤ Var
�
X
p1q
1

�X
p1q
2

	 a�1̧

k�1

EV 2σ
k � Var

�
Y
p1q

1
� Y

p1q
2

	 S�1̧

k�a�2

EV 2σ
k� a� 1

2m� 1

���Xp1q
1

�X
p1q
2

���2

2

� b

2m� 1

���Y p1q
1

� Y
p1q

2

���2

2

.

Comme cette inégalité est vraie pour toutes variables aléatoires Xp1q
1

, Xp1q
2

, Y p1q
1

et Y p1q
2

de lois
respectives µ1, µ2, ν1 et ν2, nous en déduisons

dW pK1pµ1, ν1q,K1pµ2, ν2q	2 ¤ a� 1
2m� 1

dW pµ1, µ2q2 � b

2m� 1
dW pν1, ν2q2¤ S � 1

2m� 1
d ppµ1, ν1q, pµ2, ν2qq2 .

De même, nous pouvons montrer que

dW pK2pµ1, ν1q,K2pµ2, ν2qq2 ¤ S � 1
2m� 1

d ppµ1, ν1q, pµ2, ν2qq2 ,
ce qui implique finalement

d pKpµ1, ν1q,Kpµ2, ν2qq2 ¤ S � 1
2m� 1

d ppµ1, ν1q, pµ2, ν2qq2 ,
ce qui conclut la preuve. Notons que c’est l’hypothèse σ � m

S
¡ 1

2
qui garantit que la constante de

Lipschitz est strictement plus petite que 1. Autrement dit, l’unicité de la solution du Système (8.5)
n’est montrée que dans le cas d’une grande urne.

8.3.3 Méthode de contraction en temps continu

En temps continu, les lois deXCT et Y CT sont solutions du système suivant (cf. Théorème 8.2.3) :$''''''&''''''% X
ploiq� Um

�
a�1̧

k�1

Xpkq � S�1̧

k�a�2

Y pkq�
Y

ploiq� Um

�
ç

k�1

Xpkq � S�1̧

k�c�1

Y pkq� ,

(8.6)

Le théorème suivant, qui est la version en temps continu du Théorème 8.3.2, peut être démontré
de deux façons différentes. Nous pouvons traduire le Théorème 8.3.2, valide en temps discret via
la connexion établie en Proposition 8.2.4, ou reprendre les arguments utilisés lors de la preuve du
Théorème 8.3.2 pour refaire une preuve directe. Nous omettons les détails.

Théorème 8.3.3

(i) Soient B et C deux réels tels que cB � bC � 0, alors, le Système (8.6) admet une unique
solution dans M2pBq �M2pCq.

(ii) Le couple pXCT , Y CT q est l’unique solution du Système d’équations en loi (8.6) d’espérance
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b
S
,� c

S

�
et de carré intégrable.

8.4 Moments

Cette section est consacrée à l’étude des moments des variables aléatoires WDT et WCT , en
temps discret tout comme en temps continu. Nous savons déjà, via la convergence dans tous les Lp

(p ¥ 1) dans les Théorèmes 7.2.1 et 7.2.2, que ces variables admettent des moments de tous ordres.
Par ailleurs, il est montré par Chauvin et al. [CPS11] que ces moments sont “grands” au sens où
la série de Laplace des WCT a un rayon de convergence nul. Nous montrons dans cette section que
les lois des WCT vérifient le critère de Carleman et sont donc déterminées par leurs moments. Nous
étudions dans cette section le système en temps continu :$''''''&''''''% X

ploiq� Um

�
a�1̧

k�1

Xpkq � S�1̧

k�a�2

Y pkq�
Y

ploiq� Um

�
ç

k�1

Xpkq � S�1̧

k�c�1

Y pkq� ,

où U est une variable aléatoire uniforme sur r0, 1s, et où X,Xpkq et Y , Y pkq sont des copies respectives
de XCT et Y CT , indépendantes les unes des autres et indépendantes de U .

Nous savons déjà que les moments de WCT sont grands :

Théorème 8.4.1 ([CPS11])

Les séries de Laplace de X � WCTp1,0q et Y � WCTp0,1q sont de rayon de convergence nulle, ce qui
implique que pour toute constante C ¡ 0, pour tout p0 ¥ 1, il existe p ¥ p0 tel que,

Cp ¤ E|X|p
p!

et Cp ¤ E|Y |p
p!

.

Le lemme suivant donne une borne supérieure pour E|X|p
p!

et E|Y |p
p!

: ce lemme est l’argument clef
du Théorème 8.4.4 qui affirme que les lois de X et Y sont déterminées par leurs moments.

Lemme 8.4.2

Si X et Y sont des solutions intégrables du Système (8.6), alors elles admettent des moments

de tous ordres et les suites
�

E|X|p
p! lnp p


 1

p

et
�

E|Y |p
p! lnp p


 1

p

sont bornées.

Démonstration : Soit ϕppq :� lnppp� 2q et soit

up :� E|X |p
p!ϕppq et vp :� E|Y |p

p!ϕppq .
Montrons par récurrence que, pour tout entier p ¥ 1,

�
E|X|p
p!ϕppq	 1

p

and
�

E|Y |p
p!ϕppq	 1

p

sont finis et définissent

deux suites bornées. Une stratégie similaire est développée par Kahane et Peyrière [KP76]. Élevons
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la première équation du Système (8.6) à la puissance p. Comme EUmp � 1

mp�1
, et S � 1 � a� b� 1,

E|X |p ¤ 1
mp� 1

ppa� 1qE|X |p � bE|Y |p� ¸
p1�����pS�1�p

pj¤p�1,�jPt1,...,S�1u p!
p1! . . . pS�1!

E|X |p1 . . .E|X |pa�1E|Y |pa�2 . . .E|Y |pS�1q,
ou encore,pmp� aqE|X |p ¤ bE|Y |p � ¸

p1�...�pS�1�p
pj¤p�1

p!
p1! . . . pS�1!

E|X |p1 . . .E|X |pa�1E|Y |pa�2 . . .E|Y |pS�1.

Nous pouvons bien entendu faire le même calcul pour la deuxième équation du Système (8.6), et nous
obtenons :$''''''''&''''''''%

pmp� aqup ¤ bvp � ¸
p1�...�pS�1�p

pj¤p�1

up1
. . . upa�1

vpa�2
. . . vpS�1

ϕpp1q . . . ϕppS�1q
ϕppqpmp� dqvp ¤ cup � ¸

p1�...�pS�1�p
pj¤p�1

up1
. . . upc

vpc�1
. . . vpS�1

ϕpp1q . . . ϕppS�1q
ϕppq .

(8.7)

Comme les valeurs propres de R sont S et m, et comme m
S
¡ 1

2
(l’urne considérée est une grande

urne), pour tout p ¥ 2, la matrice pmpI2 � Rq est inversible. De plus, l’inverse de pmpI2 � Rq est
donné par : pmpI2 �Rq�1 � 1pmp� dqpmp� aq � bc

�
mp� d b

c mp� a



.

Pour tout p ¥ 2, mp� a ¡ S � a � b ¥ 0, mp� d ¡ c ¥ 0 et pmp� dqpmp� aq � bc ¡ 0, et l’inverse
de pmpI2 �Rq est donc à coefficients positifs. Nous pouvons réécrire le Système (8.7) commepmpI2 �Rq�up

vp


 ¤ tp�1,

où l’inégalité se lit coefficient par coefficient, et où le vecteur tp�1 a pour coordonnées les deux sommes
intervenant le Système (8.7). Dès lors, comme l’inverse de pmpI2 �Rq est à coefficients positifs, nous
avons �

up

vp


 ¤ pmpI2 �Rq�1tp�1.

Comme le vecteur tp�1 ne dépend que des moments de X et Y d’ordre inférieurs ou égaux à p� 1,
par récurrence sur p, les solutions X et Y du Système (8.6) admettent des moments de tous ordres
dès lors qu’elles sont intégrables.

Soit p0 le plus petit entier tel que, pour tout p ¥ p0,

mpp� 1qpmp� aqpmp� dq � bc
p1� 8 lnpp� 2qqS�1 ¤ 1.

Un tel p0 existe car le terme de gauche tend vers 0 quand p tend vers �8. Soit

A :� max
1¤q¤p0

tpuqq 1

q , pvqq 1

q u.
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Montrons par récurrence sur p ¥ p0� 1 que, pour tout q ¤ p� 1, puqq 1

q ¤ A et pvqq 1

q ¤ A. Supposons
que cette affirmation soit vraie pour p ¥ p0 � 1. Dès lors,$''''''''&''''''''%

pmp� aqup ¤ bvp �Ap
¸

p1�����pS�1�p
pj¤p�1

ϕpp1q . . . ϕppS�1q
ϕppqpmp� dqvp ¤ cup �Ap

¸
p1�����pS�1�p

pj¤p�1

ϕpp1q . . . ϕppS�1q
ϕppq .

Soit

Φppq :� ¸
p1�����pS�1�p

pj¤p�1

ϕpp1q . . . ϕppS�1q
ϕppq . (8.8)

Alors, $&% pmp� aqup ¤ bvp �ApΦppqpmp� dqvp ¤ cup �ApΦppq,
ce qui implique $''&''% up ¤ mpp� 1qpmp� aqpmp� dq � bc

ApΦppq
vp ¤ mpp� 1qpmp� aqpmp� dq � bc

ApΦppq,
Nous montrerons ultérieurement (cf. Lemme 8.4.3) que, pour tout p ¥ 2, Φppq ¤ p1� 8 lnpp� 2qqS�1.
Ce résultat implique que

up ¤ mpp� 1qpmp� aqpmp� dq � bc
Ap p1� 8 lnpp� 2qqS�1

.

Par définition de p0, cela implique que pupq 1

p ¤ A : la preuve sera donc terminée dès que nous aurons
démontré le Lemme 8.4.3.

Lemme 8.4.3

Pour tout p ¥ 2, Φppq ¤ p1� 8 lnpp� 2qqS�1 .

Démonstration : Les définitions de ϕ et Φ nous assurent que

Φppq � ¸
p1�...�pS�1�p

pj¤p�1

lnp1pp1 � 2q . . . lnpS�1ppS�1 � 2q
lnppp� 2q� ¸

p1�...�pS�1�p
pj¤p�1

��1� ln
�

1� p�p1

p�2

	
ln pp� 2q �
p1

. . .

��1� ln
�

1� p�pS�1

p�2

	
ln pp� 2q �
pS�1

.

Comme logp1 � uq ¤ �u pour tout u   1,

Φppq ¤ ¸
p1�...�pS�1�p

pj¤p�1

�
1� p� p1pp� 2q lnpp� 2q
p1

. . .

�
1� p� pS�1pp� 2q lnpp� 2q
pS�1

,

ce qui implique

Φppq ¤ ¸
p1�����pS�1�p

pj¤p�1

exp

#� p2pp� 2q lnpp� 2q S�1̧

j�1

pj

p

�
1� pj

p


+
.
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Soit ψppxq :� exp
�� p2pp� 2q lnpp� 2qxp1 � xq
. Nous avons donc

Φppq ¤ ¸
p1�...�pS�1�p

pj¤p�1

ψp

�
p1

p



. . . ψp

�
pS�1

p


¤ ¸
0¤p1,...,pS�1¤p�1

ψp

�
p1

p



. . . ψp

�
pS�1

p


� �
p�1

ķ�0

ψp

�
k

p


�S�1

.

Via un calcul élémentaire, nous obtenons

p�1

ķ�0

ψp

�
k

p


 ¤ 1� p

» 1

0

ψpptqdt;
comme, pour tout α ¡ 0 » 1

0

exp p�αxp1� xqq dt ¤ 4
α
,

cela implique » 1

0

ψpptqdt ¤ 4
pp� 2q lnpp� 2q

p2
.

Dès lors,

Φppq ¤ �
1� 4

pp� 2q lnpp� 2q
p


S�1

,

ce qui, comme p�2

p
¤ 2 (car p ¥ 2) conclut la preuve du lemme.

La borne supérieure des moments obtenue dans le Lemme 8.4.2 mène au théorème suivant :
Théorème 8.4.4

(i) Soient X et Y solutions intégrables du Système d’équations en loi (8.6). Dès lors, X et Y
admettent des moments de tous ordres et les distributions de probabilité de |X|, |Y |, X et
Y sont déterminées par leurs moments.

(ii) Soient X et Y solutions intégrables du Système (8.5). Dès lors, X et Y admettent des séries
de Laplace de rayons de convergence infinis (et sont donc déterminées par leurs moments).

Démonstration : (i) Le Lemme 8.4.2 nous assure que, si X et Y sont solutions intégrables du Sys-
tème (8.6), alors elles admettent des moments de tous ordres, et il existe une constante C ¡ 0 telle
que, pour tout p assez grand, pE|X |pq� 1

p ¥ C
pp!q� 1

p

ln p
. (8.9)

Via la formule de Stirling, quand p tend vers �8,pp!q� 1

p

ln p
� e

p ln p

qui est le terme général d’une série de Bertrand divergente. Le critère de Carleman 2 s’applique donc
et permet de conclure que X et Y sont déterminées par leurs moments.

2. Le critère de Carleman est le suivant : toute variable aléatoire dont les moments pmpqp¥1 vérifient
°

p¥1
m
�2p
2p ��8 est déterminée par ses moments.
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(ii) Si X et Y sont solutions intégrables de (8.5) et si ξ est une variable aléatoire indépendante de
X et Y , de loi Gamma

�
1

S

�
, alors, au vu de la Proposition 8.2.4, ξX et ξY sont solutions intégrables

de (8.6) et satisfont donc l’Équation (8.9), ce qui implique, pour tout entier p,

E|ξσX |p
p!

¤ Cp lnp p.

Dès lors, par indépendance de X et ξ,

E|X |p
p!

¤ Cp lnp p

E|ξ|σp
.

Comme

E|ξ|σp � Γ
�

1

S
� σp

�
Γ
�

1

S

� ,

il existe une constante D positive telle que

E|X |p
p!

¤ Dp lnp p

Γ
�
σp� 1

S

� .
Nous pouvons en déduire que les variables X et Y , solutions intégrables du système (8.5), ont une
série de Laplace dont le rayon de convergence est infini.

Corollaire 8.4.5

(i) Pour toute composition initiale pα, βq, la loi de WCTpα,βq est déterminée par ses moments.

(ii) Pour toute composition initiale pα, βq, la série de Laplace de WDTpα,βq est de rayon de conver-
gence infini.

Démonstration : (i) Grâce à l’Équation (8.2), nous avons||WCTpα,βq||p ¤ α||WCTp1,0q||p � β||WCTp0,1q||p.
Comme WCTp1,0q et WCTp0,1q satisfont (8.9), WCTpα,βq vérifie le critère de Carleman et est donc déterminée
par ses moments.

(ii) est une conséquence directe des Théorèmes 8.4.4 et 8.2.1.

8.5 Densité

Cette section est consacrée à l’étude des densité de WDT et WCT . Si l’existence de cette densité
est démontrée dans [CPS11] en temps continu, c’est un problème ouvert en ce qui concerne WDT :
il nous faudra donc, avant toute chose, prouver son existence. Nous nous attachons ici à l’étude
des variables WDTp1,0q et WDTp0,1q via le Système (8.5), et montrons que ces deux variables admettent
chacune une densité, en généralisant des méthodes développées par Liu [Liu01] pour les équations
de point fixe. Dans les travaux de Liu, il s’agit d’étudier la solution d’une équation de point fixe,
solution dont le support est inclus dans R

�. Notre problème diffère donc en deux points de celui
de Liu : nous nous intéressons à un système d’équations au lieu d’une équation, et nos variables
aléatoires ne sont pas, a priori, positives.

Pour montrer l’existence d’une densité pour les variables aléatoires X � WDTp1,0q et Y � WDTp0,1q,
nous allons montrer que leurs transformées de Fourier sont L1, donc inversibles : leurs inverses
seront alors les densités respectives de X et Y . On notera

ϕXptq � EeitX et ϕY ptq � EeitY .

Nous montrons le résultat suivant :
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Théorème 8.5.1

Rappelons que l’on pose X �WDTp1,0q et Y �WDTp0,1q.
(i) Le support des variables aléatoires X et Y est R.

(ii) Pour tout ρ P �0, a�1
m

�
, il existe une constante C ¡ 0 telle que, pour tout t P Rzt0u,|ϕXptq| ¤ C|t|ρ .

(iii) Pour tout ρ P �0, d�1
m

�
, il existe une constante C ¡ 0 telle que, pour tout t P Rzt0u,|ϕY ptq| ¤ C|t|ρ .

(iv) Les variables aléatoires X et Y admettent chacune une densité bornée et continue sur R.

Via le Théorème 8.2.1, nous pouvons étendre ce résultat à n’importe quelle composition initiale :

Théorème 8.5.2

Pour tout pα, βq P Nztp0, 0qu, la variable aléatoire WDTpα,βq admet une densité sur R.

Remarquons par ailleurs, que ce résultat, couplé à la connexion (7.5), permet de redémontrer l’exis-
tence d’une densité pour WCTpα,βq : nous proposons donc une preuve alternative à celle développée
dans [CPS11].

La preuve du Théorème 8.5.1 se décompose en plusieurs étapes : (1) nous montrons tout d’abord
que le support des variables X et Y est R, nous montrons ensuite que (2) les transformées de Fourier
de X et Y ne valent 1 qu’en t � 0, (3) qu’elles tendent vers 0 lorsque |t| tend vers �8, (4) puis
qu’elles sont bornées au voisinage de 0 par une puissance de |t| suffisamment négative pour pouvoir
appliquer l’inversion de Fourier.

Le Lemme suivant est la première étape de cette preuve : il correspond au piq du Théorème 8.5.1 :

Lemme 8.5.3

Le support des variables X et Y est égal à R.

Démonstration : On notera SupppXq et SupppY q les supports respectifs de X et Y . Comme EX ¡ 0
et EY   0 (cf. Théorème 8.3.2), il existe x P SupppXq X R� et il existe y P SupppY q X R�. Au vu
du Système (8.5) dont X et Y sont solutions, pour tout v � pv1, . . . , vS�1q, w � pw1, . . . , wS�1q der0, 1sS�1 tels que

°
1¤k¤S�1

vk � °
1¤k¤S�1

wk � 1, i.e. pour tout v, w dans le support d’une loi de
Dirichlet de paramètres

�
1

S
, . . . , 1

S

�
,�

x

a�1̧

k�1

vσ
k � y

S�1̧

k�a�2

vσ
k , x

ç

k�1

wσ
k � y

S�1̧

k�c�1

wσ
k

� P SupppXq � SupppY q. (8.10)

Montrons tout d’abord qu’il existe ε ¡ 0 tel que r�ε, εs � SupppXq X SupppY q. Pour cela, fixons
t P r0, 1s, et appliquons l’Équation (8.10) à v � w � pt, 0, . . . , 0, 1� tq : cela implique que le segmentry, xs est inclus dans SupppXq X SupppY q. Nous pouvons donc poser ε � mintx,�yu : dès lors,r�ε, εs � SupppXq X SupppY q, comme annoncé.

Montrons ensuite qu’il existe η ¡ 0 tel que, pour tout z P SupppXq X SupppY q, p1 � ηqz P
SupppXq X SupppY q. En effet, appliquons l’Équation (8.10) à v � �

1

a�1
, . . . , 1

a�1
, 0, . . . , 0

	
et w ��

0, . . . , 0, 1

d�1
, . . . , 1

d�1

	
(où le nombre de coordonnées nulles de v et w est choisi de telle sorte que ces
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deux éléments soient dans r0, 1sS�1). Dès lors, si z P SupppXqXSupppY q, alors p1�aq1�σz P SupppXq
et p1� dq1�σz P SupppY q. Il nous suffit donc de prendre η � mintp1� aq1�σ � 1, p1� dq1�σ � 1u.

Enfin, il nous suffit de remarquer que l’image du segment r�ε, εs par les itérées de la transforma-
tion homothétique pz ÞÑ p1� ηqzq est R pour conclure la preuve.

Lemme 8.5.4

Pour tout t � 0, |ϕXptq|   1 et |ϕY ptq|   1.

Démonstration : Pour tout réel t, |ϕXptq| ¤ 1. Supposons qu’il existe t0 P R tel que |ϕXpt0q| � 1. Soit
θ0 P R tel que Epeit0Xq � eiθ0 . Alors, presque sûrement, eit0X � eiθ0 , ce qui n’est possible que si
t0 � 0 (et θ0 P 2πZ) car SupppXq � R. Le même argument s’applique pour la variable aléatoire Y .

Lemme 8.5.5

Nous avons les limites suivantes : lim|t|Ñ�8ϕXptq � 0 et lim|t|Ñ�8ϕY ptq � 0.

Démonstration : A partir du Système (8.5), nous pouvons montrer que les transformées de Fourier de
X et Y sont solutions d’un système d’équations. Il suffit pour cela de conditionner par rapport à V
puis d’utiliser l’indépendance des Xpkq et Y pkq du membre de droite, avant de déconditionner : nous
obtenons, pour tout réel t,$''''&''''% ϕXptq � E

�
a�1¹
k�1

ϕXptV σ
k q S�1¹

k�a�2

ϕY ptV σ
k q�

ϕY ptq � E

�
c¹

k�1

ϕXptV σ
k q S�1¹

k�c�1

ϕY ptV σ
k q� (8.11)

où V � pV1, . . . , VS�1q est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de paramètres
�

1

S
, . . . , 1

S

�
. Comme

les V1, . . . , VS�1 sont non-nulles avec probabilité 1, le Système (8.11) implique via le Lemme de Fatou
que $'&'% lim sup|t|Ñ�8 |ϕXptq| ¤ plim sup|t|Ñ�8 |ϕXptq|qa�1

lim sup|t|Ñ�8 |ϕY ptq| ¤ plim sup|t|Ñ�8 |ϕY ptq|qd�1.

Nous avons que, comme l’urne est grande, i.e. m � a � c � d � b ¡ S{2, a, d ¥ 1. Dès lors, la
première inégalité du système ci-dessus nous assure que lim sup|t|Ñ�8 |ϕXptq| P t0, 1u. Montrons que
lim sup|t|Ñ�8 |ϕXptq| � 0.

Supposons par l’absurde que lim sup|t|Ñ�8 ϕXptq � 1, et reprenons les idées de [Liu01]. Soit t0 Ps0,�8r et ε Ps0, 1�|ϕXpt0q|r. Comme ϕX est continue, et comme 1 � |ϕXp0q| � lim sup|t|Ñ�8 |ϕXptq|,
il existe t1 � t1pεq et t2 � t2pεq (pour plus de lisibilité, nous omettrons souvent le paramètre ε) tels
que 0   t1   t0   t2   �8, |ϕXpt1q| � |ϕXpt2q| � 1� ε et |ϕXptq| ¤ 1� ε pour tout t P rt1, t2s.

Rappelons que, pour tout t P R,|ϕXptq| ¤ E
�|ϕXpV σtq|a�1

�
.

Dès lors, si A,A1, . . . , Ap sont p copies indépendantes de V σ, pour tout p ¥ 0,

1� ε � |ϕXpt2q| ¤E �|φXpA1 . . . Apt2q|pa�1qp
�¤p1� εqpa�1qp

Ppt1   pA1 . . . Apt2q ¤ t2q � p1 � Ppt1   pA1 . . . Apt2q ¤ t2qq�1� p1� p1 � εqpa�1qpqPpt1   pA1 . . . Apt2q ¤ t2q,
ce qui implique

1� p1� εqpa�1qp

1� p1� εq Ppt1   pA1 . . . Apt2q ¤ t2q ¤ 1.
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Comme limεÑ0
1�p1�εqpa�1qp

1�p1�εq � pa � 1qp, limεÑ0 t1pεq � 0 et t1pεq
t2pεq ¤ t1pεq

t0
Ñ 0 quand ε tend vers 0,

nous obtenons, pa� 1qpPp0 ¤ A1 . . . Ap ¤ 1q � pa� 1qp ¤ 1 pour tout n ¥ 0,

ce qui est impossible car a� 1 ¥ 1, par hypothèse.
Nous avons donc montré que lim suptÑ�8 |ϕXptq| � 0. Nous pouvons montrer de la même ma-

nière que lim suptÑ�8 |ϕXptq| � 0. Enfin, nous pouvons montrer avec les même arguments que
lim sup|t|Ñ8 |ϕY ptq| � 0 et conclure ainsi la preuve.

Lemme 8.5.6

Pour tout ρ Ps0, 1
m
r, asymptotiquement quand |t| tend vers �8, ϕXptq � Opt�ρq et ϕY ptq �

Opt�ρq.
Démonstration : Soit ε ¡ 0. Le Lemme 8.5.5 nous assure qu’il existe T ¡ 0 tel que |ϕXptq| ¤ ε et|ϕY ptq| ¤ ε pour tout réel t tel que |t| ¥ T . Alors, au vu du Système (8.11), pour tout t P R,|ϕXptq| ¤ εS

E|ϕXpV σ
S�1tq| � Ş

k�1

PpV σ
k |t| ¤ T q.

Comme, pour tout k P t1, . . . , S� 1u, V σ
k

ploiq� Um où U est une variable aléatoire uniforme sur r0, 1s,
cela implique que |ϕXptq| ¤ εS

E|ϕXpUmtq| � S

�
T|t|
 1

m

,

et ce pour tout t P Rzt0u. Dès lors, pour tout ρ Ps0, 1{mr, E pU�mρq   �8 et l’inégalité précédente
implique qu’il existe une constante positive C telle que pour tout réel non nul t,|ϕXptq| ¤ εS

E|ϕXpUmtq| � C

�
1|t|
ρ

.

Dès lors, les variables aléatoires X et U satisfont les hypothèses du lemme à la Gronwall [Liu01,
Lemme 3.2, page 93]) : nous pouvons itérer l’inégalité précédente, et, pour tout entier p,|ϕXptq| ¤ εpS

E|ϕXpUm
1 . . . Um

p tq| � C|t|�ρ

p�1

ķ�0

�
εS

EpU�mρq�k
,

ce qui induit |ϕXptq| ¤ C|t|�ρ

1� εSE pU�mρq
dès que ε est tel que 1� εSE pU�mρq ¡ 0. Le même raisonnement appliqué à ϕY permet de conclure
la preuve.

Démonstration du Théorème 8.5.1 : Soit ρ Ps0, a�1

m
r et soit ν � ρ

a�1
. Le Lemme 8.5.6 nous assure

qu’il existe κ ¡ 0 tel que ϕXptq ¤ κ|t|�ν pour tout t réel non nul. Via le Système (8.11), nous obtenons|ϕXptq| ¤ E

�
a�1¹
k�1

|ϕXpV σ
k tq|� ¤ κa�1|t|ρ E

�
a�1¹
k�1

V �σν
k

�
Comme le vecteur aléatoire V � pV1, . . . , VS�1q est de loi Dirichlet de paramètres

�
1

S
, . . . , 1

S

�
, ses

moments joints sont connus, et

E

�
a�1¹
k�1

V �σν
k

� � Γ
�
1� 1

S

�
Γ
�
1� 1

S
� pa� 1qσν� �Γ

�
1

S
� σν

�
Γ
�

1

S

� �a�1
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est fini car σν   σ
m
� 1

S
et 1� 1

S
� pa� 1qσν ¡ 1� a

S
¡ 0 (a   S � a� b car l’urne considérée n’est

pas triangulaire). Nous avons donc prouvé l’assertion piiq. L’assertion piiiq est prouvée de manière
similaire.

Comme a�1

m
� a�1

a�c
¡ 1, l’assertion piiq implique que la transformée de Fourier de ϕX de X

est intégrable, nous assurant ainsi que X admet une densité bornée et continue. Bien entendu, un
argument similaire permet de traiter la variable aléatoire Y et de conclure la preuve.

8.6 Conclusion

Grâce à l’étude de la structure arborescente de l’urne de Pólya, nous avons pu montrer différents
résultats sur les variables WCT et WDT . Nous avons montré que WDT admet une densité sur R,
propriété qui était déjà connue pour WCT [CPS11]. Remarquons au passage que la densité de WDT

est continue bornée, ce qui n’est pas le cas de celle de WCT qui est minorée, à une constante près,
par |t|1{m�1 au voisinage de zéro. De plus, la transformée de Fourier de WDT est L1, ce qui n’est
pas le cas de celle de WCT .

Nous avons aussi montré que, aussi bien en temps discret qu’en temps continu, les variables W
sont déterminées par leurs moments. Ce résultat permet de majorer les moments de ces variables
aléatoires, même si l’ordre exact de ces moments n’est pas encore connu : une borne inférieure est
connue pour WCT via la nullité du rayon de convergence de sa série de Laplace [CPS11]. Nous avons
aussi démontré que la série de Laplace de la variable WDT a un rayon de convergence infini.

Ces différents résultats nous permettent de mieux appréhender les variables W . Nous comprenons
mieux désormais les différences entre la loi de WDT et celle de WCT . La loi de WDT semble plus
régulière que celle de WCT : sa série de Laplace est convergente, sa transformée de Fourier est L1,
sa densité est continue, bornée.

De nombreux questions restent cependant ouvertes concernant ces variables aléatoires WDT et
WCT : quel est l’ordre exact de leurs moments ? leurs queues sont-elles lourdes ?

Au delà de ces perspectives concernant les urnes à deux couleurs, il est très intéressant de
pouvoir généraliser les méthodes développées dans ce chapitre à des urnes à d couleurs, où de
telles variables aléatoires W apparaissent et sont encore plus méconnues que celles du cas à deux
couleurs. C’est l’objet du Chapitre 9, dans lequel nous présentons des travaux en cours concernant
cette généralisation naturelle.
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Chapitre 9

Urnes à d couleurs

9.1 Introduction

9.1.1 Motivations

L’objectif de ce chapitre est d’étendre les résultats du Chapitre 8 pour des urnes à d couleurs. Une
urne à d couleurs est décrite comme suit. Fixons α1, . . . , αd ¥ 0 des entiers tels que α1� . . .�αd ¡ 0
et R � pai,jq une matrice d’entiers naturels. À l’instant initial, il y a αi boules de couleur i, pour
tout i P t1, . . . , du. À chaque étape, nous piochons uniformément au hasard une boule dans l’urne,
regardons sa couleur (notons i cette couleur), la remettons dans l’urne et ajoutons dans l’urne aij

boules de couleur j. Cette définition est la généralisation naturelle d’une urne à deux couleurs.
Les urnes à d couleurs ont été très étudiées dans la littérature comme évoqué dans le Chapitre 7.

Il est intéressant de noter que l’approche par combinatoire analytique, très efficace pour les urnes
à deux couleurs, ne permet pas, sauf exceptions, de traiter les urnes à d couleurs. Comme expliqué
dans les travaux de thèse de Morcrette [Mor13], cette méthode repose sur la résolution d’un système
de d équations différentielles, qui n’est pas résoluble, en général.

Tout comme dans le chapitre précédent, nous ferons certaines hypothèses classiques sur les urnes
que nous considèrerons. Nous supposerons que ces urnes sont équilibrées, i.e. qu’il existe un entier
S tel que, pour tout i P t1, . . . , du, °d

j�1 ai,j � S. Cet entier S est appelé balance de l’urne, cela
signifie qu’à chaque étape, le nombre de boules ajoutées dans l’urne est déterministe et égal à S.
Tout comme dans le cas à deux couleurs, nous supposerons que la probabilité d’extinction de l’urne
est nulle, c’est à dire que nous n’aboutissons jamais à une situation impossible (par exemple, il nous
faut retirer une boule de couleur 1 de l’urne alors que l’urne ne contient pas de boule de couleur 1).
Il est possible de se passer de cette hypothèse comme dans les travaux de Janson [Jan04], et l’étude
peut alors être réalisée conditionnellement à la non-extinction de l’urne. Pour plus de simplicité,
nous supposerons la non-extinction presque sûre de l’urne. Un travail supplémentaire, que nous
ne ferons pas, serait nécessaire pour travailler conditionnellement à la non-extinction. Enfin, nous
supposerons que l’urne est irréductible. Cette hypothèse est l’équivalent de la forme non-triangulaire
de l’urne à deux couleurs (bc � 0 avec les notations du Chapitre 8) : nous supposons que, quelle que
soit la composition initiale de l’urne, pour tout i P t1, . . . , du, presque sûrement, il existe un entier
n tel que l’urne à l’étape n contient au moins une boule de couleur i. Cette condition de mélange
est nécessaire pour l’étude que nous ferons : l’absence de cette hypothèse mène à des résultats
différents (voir par exemple [Pou08], ou [FDP06] dans le cas particulier des urnes à trois couleurs
triangulaires).

Les urnes à d couleurs ont le même comportement que les urnes à 2 couleurs, à ceci près que
l’on ne peut plus parler de grande ou petite urne mais seulement de grande ou petite valeur propre
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d’une urne. En effet, une urne à 2 couleurs est définie par une matrice de remplacement R carrée de
dimension 2. Cette matrice a donc deux valeurs propres : la balance S et une seconde valeur propre
notée m dans le Chapitre 8 : rappelons que l’urne à 2 couleurs est petite si m

S
¤ 1

2
et grande si m

S
¡ 1

2
.

Dans le cas d’une urne à d couleurs, la matrice R est une matrice carrée de dimension d ; outre
S, elle admet un certain nombre d’autres valeurs propres, éventuellement complexes non réelles.
On dira qu’une valeur propre λ est grande si 1 ¡ σ � Reλ

S
¡ 1

2
, sinon, elle sera petite. Ainsi, une

même urne de matrice de remplacement R peut avoir différentes valeurs propres, certaines grandes
et certaines petites. La valeur propre S peut aussi être valeur propre multiple, ce qui n’était pas
possible en dimension 2.

Le passage en dimension d apporte donc deux difficultés : la multiplicité éventuelle de la valeur
propre S, et l’apparition de plusieurs autres valeurs propres, éventuellement complexes et non
réelles. Malgré cela, des théorèmes limites existent, montrés par Janson [Jan04], Pouyanne [Pou08]
ou Gouet [Gou97], tout comme dans le cas d’urnes à 2 couleurs. Il s’agit de projeter le vecteur
composition sur un sous-espace associé à la décomposition de Jordan de la matrice R. En temps
continu, les lois limites sont gaussiennes dans le cas d’une petite valeur propre et font intervenir
une variable aléatoire méconnue W dans le cas d’une grande valeur propre. En temps discret,
les résultats sont moins précis dans le cas des petites valeurs propres. Rappelons qu’il faut aussi
traiter le cas des sous-espaces associés à la valeur propre S à part. Tout comme dans le cas des
urnes à deux couleurs, nous nous intéressons à la variable aléatoire W , en détail. Contrairement au
cas deux couleurs, W n’est à ce jour pas étudiée dans la littérature. L’intérêt de notre approche
via la structure arborescente (cf. Chapitre 8) de l’urne est que cette approche semble facilement
généralisable au cas de d couleurs.

Tout comme dans le cas de deux couleurs, le processus se plonge en temps continu et nous avons
donc deux variables W à étudier : celle en temps discret WDT et celle en temps continu WCT . De
plus, cette variable aléatoire dépend de la composition initiale de l’urne.

Dans la Section 9.2, nous exploiterons la structure arborescente de l’urne en vue de réduire
l’étude à un nombre fini de compositions initiales, et donc à un nombre fini de variables W (plus
précisément à l’étude de d variables aléatoires), puis de montrer que ces d variables aléatoires sont
solutions d’un système de point fixe en loi. La suite du chapitre est consacrée à extraire un maximum
d’information de ce système d’équations en loi. Nous montrerons, en Section 9.3, via le théorème de
point fixe de Banach, que la solution de ce système est unique dans un espace de mesures approprié.
Dans la Section 9.4, nous étudierons les moments des variables aléatoires W et montrerons que ces
variables sont déterminées par leurs moments, et que la variable aléatoire W issue du processus en
temps discret admet une série de Laplace de rayon de convergence infini. Puis, nous évoquerons en
Section 9.5 quelques travaux en cours en vue de montrer que ces variables aléatoires admettent une
densité.

Avant tout, rappelons les résultats de la littérature résumant le comportement asymptotique des
urnes à d couleurs.

9.1.2 Résultats antérieurs

Soit Upnq le vecteur composition de l’urne à d couleurs de matrice de remplacement R �pai,jqi,jPt1,...,du et de composition initiale Up0q �t pα1, . . . , αdq. Dans toute la suite, nous sup-
poserons que cette urne est équilibrée, irréductible et quil y a non-extinction presque
sûre.

La matrice R se décompose sous la forme de blocs de Jordan, i.e. elle est semblable à une matrice



Section 9.1. Introduction 187

de la forme d’une matrice diagonale par blocs diagpJ1, . . . , Jrq où chaque Ji est de la forme

J ����������λ 1 0 . . . 0

0 λ 1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
... . . .

. . . λ 1
0 . . . . . . 0 λ

�ÆÆÆÆÆÆÆ
,
avec λ une valeur propre de R. Plusieurs blocs de Jordan peuvent être associés à la même valeur
propre. Dans la suite, nous choisissons un bloc de Jordan, et non une valeur propre, et étudions le
comportement de la projection du vecteur composition sur le sous-espace stable associé à ce bloc
de Jordan.

Soit E un sous-espace stable de R
d associé à un bloc de Jordan J de la décomposition de Jordan

de R et à une valeur propre λ de R. On note ν � 1 la taille de ce bloc de Jordan et on appelle v un
vecteur propre de E associé à la valeur propre λ.

Définition 9.1.1

Soit σ � Reλ
S

. On dira que λ est une grande valeur propre de R si 1
2
  σ   1, et une petite

valeur propre si σ ¤ 1
2
.

Le comportement asymptotique de la projection du vecteur composition Upnq sur le sous-espace
E est décrit par le théorème suivant :

Théorème 9.1.2 (cf. [Pou08])

Si 1
2
  σ   1, alors,

lim
nÑ8 πEpUpnqq

nλ{S lnν n
� 1
ν!
WDTv,

p.s. et dans tout Lp (p ¥ 1), où πEpUpnqq est la projection du vecteur composition au temps n
sur E (définie par la décomposition de Jordan de R).

Il s’avère que le comportement des projections du vecteur composition en temps discret sur les blocs
de Jordan associés à des petites valeurs propres n’est pas connu à ce jour en toute généralité, mais
seulement si toutes les valeurs propres (excepté S) sont petites, et dans le cas où la plus grande
valeur propre vérifie σ � 1

2
, seulement selon le plus grand bloc de Jordan associé à cette valeur

propre (cf. [Jan04, Théorèmes 3.22 et 3.23]). Nous nous intéressons dans ce mémoire aux seules
grandes valeurs propres, mais montrer un Théorème concernant tous les blocs de Jordan associés
à des petites valeurs propres en temps discret (même quand d’autres valeurs propres de la matrice
sont grande) permettrait de compléter notre connaissance des urnes à d couleurs. Nous verrons
ultérieurement que ce comportement gaussien selon les petites valeurs propres est connu en temps
continu [Jan04].

Plongeons le processus d’urnes à d couleurs en temps continu comme dans le Chapitre 8 :
chaque boule est associée à un réveil qui sonne au bout d’un temps aléatoire de loi exponentielle de
paramètre 1, indépendamment des autres réveils. Quand un réveil associé à une boule de couleur
i sonne, alors elle meurt et donne naissance à ai,j � δi,j boules de couleur j, et ce pour tout
j P t1, . . . , du (où δi,j � 1 si i � j et 0 sinon). Tout comme pour les urnes à 2 couleurs, on note τn

la date de la nième sonnerie dans l’urne, et si l’on note UCT ptq le vecteur composition de l’urne en
temps continu au temps t. On a la connexion suivante : presque sûrement,pUpnqqn¥0 � pUCT pτnqqn¥0. (9.1)
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De plus, le processus pUpnqqn¥0 est indépendant de la suite de temps d’arrêt pτnqn¥0.
En temps continu, le comportement du vecteur composition projeté sur un sous-espace stable

associé à une grande valeur propre de R vérifie, avec les mêmes notations que précédemment,

Théorème 9.1.3 (cf. [Jan04])

Si 1
2
  σ   1, alors, presque sûrement,

lim
tÑ�8 πEpUptqq

tνeλt
� 1
ν!
WCT v,

où πE est la projection sur le sous-espace E. De plus, la variable aléatoire WCT admet des
moments de tous ordres.

Nous nous intéressons dans la suite de ce chapitre à l’étude des variables aléatoires WDT et
WCT définies dans les théorèmes limites 9.1.2 et 9.1.3. Ces variables aléatoires dépendent en fait de
la composition initiale de l’urne α � pα1, . . . , αdq. Nous noterons donc WDT

α (resp. WCT
α ) la variable

W associée à la composition initiale α.
La connexion (9.1) permet de montrer des relations entre les variables aléatoires W issues du

processus en temps discret et du processus en temps continu. Pour cela nous avons besoin du résultat
suivant :

lim
nÑ8ne�Sτn � ξ, (9.2)

presque sûrement, où ξ est une variable aléatoire de distribution Gammapα1�...�αd

S
q. Ce résultat est

en fait démontré pour une urne à 2 couleurs dans [CPS11], mais la preuve reste la même pour une
urne à d couleurs car le seul paramètre important est la balance S.

Nous avons
πE

�
UCT pτnq�
τν

n eλτn
� πE

�
UDT pnq�

nλ{S lnν n
� nλ{S lnν n

τν
neλτn

.

De plus, au vu de l’Équation (9.2) qui implique ln n
τn

Ñ S quand n tend vers �8,

n
λ{S lnν n

τν
n eλτn

� �
ln n
τn


ν pne�Sτnqλ{S Ñ Sνξ
λ{S,

Ce qui implique [Jan04] que, pour toute composition initiale α, nous avons la connexion suivante :

WCT
α

ploiq� Sνξ
λ{SWDT

α , (9.3)

où ξ est une variable aléatoire de loi Gamma
�

α1�...�αd

S

�
, et où ξ et WDT sont indépendantes.

Par ailleurs, pUDT pnptqqqt¥0 � pUCT ptqqt¥0 presque sûrement, où nptq est le nombre de boules
dans l’urne au temps t. Nous pouvons donc en déduire que, pour toute composition initiale α,

WDT
α

ploiq� S�νξ
�λ{SWCT

α , (9.4)

où ξ est une variable aléatoire de loi Gamma
�

α1�...�αd

S

�
mais où ξ etWCT

α ne sont pas indépendantes,
ce qui peut être constaté via un calcul de covariance.

Dans la Section suivante, nous allons montrer que, grâce à la structure arborescente de l’urne,
nous pouvons nous ramener à l’étude de seulement d compositions initiales au lieu d’une infinité.
Il nous suffira de considérer We1

, . . . ,Wed
où, pour tout i P t1, . . . , du, ei est le vecteur dont toutes

les coordonnées sont 0 sauf la iième qui vaut 1. Il nous suffit donc de considérer les d compositions
initiales différentes composées d’une seule boule. Nous montrerons ensuite que ces d variables aléa-
toires We1

, . . . ,Wed
vérifient un système de d équations en loi. Ce cheminement est similaire à celui

du Chapitre 8.
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9.2 Arborescence de l’urne

9.2.1 Décomposition

Le raisonnement étant le même que dans le Chapitre 8, nous serons plus rapides.
Tout comme dans le cas d’une urne à 2 couleurs, le processus d’urne en temps discret peut être

vu comme une forêt dont les feuilles peuvent être de d couleurs différentes. A l’étape initiale, la
forêt est composée de αi racines de couleur i, pour tout i P t1, . . . , du. À chaque étape, on pioche
une feuille de la forêt uniformément au hasard (n.b. une racine est aussi une feuille). Cette feuille
devient alors un nœud interne qui a S � 1 enfants, dont ai,j � δi,j sont de couleur j pour tout
j P t1, . . . , du où i est la couleur de la feuille piochée au hasard.

La composition de l’urne est décrite par l’ensemble des feuilles de la forêt. Dès lors, si l’on note
Dppnq le nombre de feuilles dans le pième sous-arbre de la forêt, alors, le pième sous-arbre de la forêt
au temps n est une forêt qui était initialement réduite à une seule racine, et qui est prise au temps
interne Dppnq�1

S
. Nous obtenons donc

Uαpnq ploiq� ḑ

c�1

βç

p�βc�1�1

U ppq
ec

�
Dppnq � 1

S



, (9.5)

où β0 � 0, et, pour tout c ¥ 1, βc � °c
i�1 αi et où les processus d’urnes U ppq

ec sont des copies
indépendantes des processus Uec

.
Rappelons aussi que le vecteur pD1pnq, . . . ,Dα1�...�αd

pnqq est de même loi que le vecteur com-
position d’une urne de Pólya-Eggenberger de composition initiale p1, . . . , 1q et de matrice de rem-
placement SIα1�...�αd

. Rappelons que (cf. Théorème 7.3.1), asymptotiquement quand n tend vers�8, presque sûrement,

1
nS

pD1pnq, . . . ,Dβd
pnqq Ñ Z � pZ1, . . . , Zα1�...�αd

q
où Z est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet

�
1
S
, . . . , 1

S

�
.

Dès lors, en divisant l’Équation (9.5) par nλ{S lnν n et en prenant son image par la projection
πE sur E, nous obtenons :

πEpUαpnqq
nλ{S lnν n

ploiq� ḑ

c�1

βç

p�βc�1�1

πE

�
U
ppq
ec

�
Dppnq�1

S

		
nλ{S lnν n

.

Puis, par passage à la limite, via les Théorèmes 7.3.1 et 9.1.2, nous obtenons

Théorème 9.2.1

Pour toute composition initiale α,

WDT
α

ploiq� ḑ

c�1

βç

p�βc�1�1

Z
λ{S
p W ppq

ec
,

où Z � pZ1, . . . , Zβd
q (βd � α1 � . . . � αd) est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de

paramètres
�

1
S
, . . . , 1

S

�
, et où les W ppq

ec sont des copies indépendantes de WDT
ec

, indépendantes
entre elles.
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En temps continu, nous pouvons aussi faire le parallèle avec une forêt, mais le raisonnement est
encore plus simple car les horloges exponentielles nous assurent que les sous-arbres de la forêt sont
indépendants. Nous pouvons donc montrer que

UCT
α ptq ploiq� ḑ

c�1

βç

p�βc�1�1

U ppq
ec
pt� τ1Fsonq,

où β0 � 0 et βc � °
j¤c αj, et où les U ppq

ec ptq sont des copies indépendantes de UCT
ec

ptq.
En divisant cette égalité en loi par tνeλt puis en projetant sur E via πE , via le Théorème 9.1.3,

nous obtenons
Théorème 9.2.2

Pour toute composition initiale α,

WCT
α

ploiq� Uλ
ḑ

c�1

βç

p�βc�1�1

W ppq
ec
,

où U est une variable aléatoire uniforme sur r0, 1s et où les W ppq
ec sont des copies indépendantes

de WCT
ec

, indépendantes entre elles et indépendantes de U .

Les Théorèmes 9.2.1 et 9.2.2 permettent, aussi bien en temps discret qu’en temps continu, de se
ramener à l’étude de d variables aléatoires pWe1

, . . . ,Wed
q au lieu d’une infinité. Toute information

obtenue concernant ces d variables aléatoires pourra a priori être traduite pour n’importe quelle
composition initiale α.

9.2.2 Dislocation

Dans cette partie, nous réutilisons la structure arborescente de l’urne de façon à montrer que
les d variables aléatoires We1

, . . . ,Wed
sont solutions d’un système de d équations en loi.

Plaçons-nous tout d’abord en temps discret, et considérons l’urne contenant à l’étape initiale
une unique boule, de couleur c P t1, . . . , du. La première étape est déterministe : la première boule
piochée est la boule de couleur c et l’urne contient donc après cette première étape, S � 1 boules,
dont ac,i � δc,i de couleur i, pour tout i P t1, . . . , du. Autrement dit, la composition de l’urne peut
être représentée par les feuilles d’une forêt initialement composée de S � 1 racines, dont ac,i � δc,i

de couleur i (cf. Figure 9.1).
Si l’on note Jppnq le nombre de feuilles dans le pième sous-arbre de la forêt, alors,

Uec
pnq ploiq� ḑ

i�1

γi̧

p�γi�1�1

U ppq
ei

�
Jppnq � 1

S



, (9.6)

où γ0 � 0 et γi � °i
j�1pac,j�δj,cq pour tout i P t1, . . . , du et où les U ppq

ei sont des copies indépendantes
du processus Uei

.
Le Théorème 7.3.1 nous assure que, presque sûrement, asymptotiquement quand n tend vers�8,

1
nS

pJ1pnq, . . . , JS�1pnqq Ñ V � pV1, . . . , VS�1q,
où V est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de paramètres

�
1
S
, . . . , 1

S

�
.

Nous obtenons ainsi, via le Théorème 9.1.2, après renormalisation et projection de l’Équa-
tion (9.6), le
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Figure 9.1 – Arborescence issue d’une boule de couleur c, dans le cas particulier où
c � 1 et c � d.

Théorème 9.2.3

Pour toute couleur c P t1, . . . , du,
WDT

ec

ploiq� ḑ

i�1

γi̧

p�γi�1�1

V
λ{S

p W ppq
ei
, (9.7)

où γ0 � 0 et γi � °i
j�1pac,j � δc,jq pour tout i P t1, . . . , du ; où les W

ppq
ei

sont des copies
indépendantes de WDT

ei
, indépendantes les unes des autres ; et où le vecteur V � pV1, . . . , Vγd

q
est de loi de Dirichlet

�
1
S
, . . . , 1

S

�
et indépendant des W .

Nous obtenons un résultat identique en temps continu, c’est le Théorème 3.9 de [Jan04] :

Théorème 9.2.4 ([Jan04])

Pour toute couleur c P t1, . . . , du,
WCT

ec

ploiq� Uλ
ḑ

i�1

γi̧

p�γi�1�1

W ppq
ei
, (9.8)

où γ0 � 0, γi � °
j¤ipac,j�δc,jq, où U est une variable aléatoire uniforme sur r0, 1s et où les W ppq

ei

sont des copies indépendantes de WCT
ei

, indépendantes les unes des autres et indépendantes de
U .

9.2.3 Connexion

Tout comme dans le cas des urnes à deux couleurs, il est intéressant de noter que l’on peut déduire
le système vérifié par pWCT

ei
qiPt1,...,du de celui vérifié par pWDT

ei
qiPt1,...,du, et ce via la connexion (9.3) :

Proposition 9.2.5

Soient X1, . . . ,Xd solutions du Système (9.7) et soit ξ une variable aléatoire de loi Gamma
�

1
S

�
.

Alors les variables aléatoires Sνξ
λ
SX1, . . . , S

νξ
λ
SXd sont solutions du Système (9.8).
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Cette proposition, via la connexion (9.3), nous assure que le Théorème 9.2.4 peut être vu comme
une conséquence du Théorème 9.2.3. L’implication réciproque, si elle existe, n’est pas encore connue.
Cette proposition est une conséquence du lemme suivant, que nous ne redémontrons pas tant il est
similaire au Lemme 8.2.5 :
Lemme 9.2.6

Considérons les deux équations en loi suivantes d’inconnues X,X1, . . . ,XS�1 :

X
ploiq� S�1̧

k�1

V
λ{S

k Xk (9.9)

où V � pV1, . . . , VS�1q est un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de paramètre
�

1
S
, . . . , 1

S

�
indépendant des X1, . . . ,XS�1 ; et

X
ploiq� V

λ{S S�1̧

k�1

Xk (9.10)

où V est une variable aléatoire de loi Bêta
�

1
S
, 1
�

indépendante des X1, . . . ,XS�1.
Soient V, ξ1, . . . , ξS�1 des variables aléatoires indépendantes telles que ξ1, . . . , ξS�1 sont de

loi Gamma
�

1
S

�
et V est de loi Bêta

�
1
S
, 1
�
. On pose

ξ � V

S�1̧

i�1

ξi,

et pour tout k P t1, . . . , S � 1u,
Vk � ξk°S�1

i�1 ξi

.

Dès lors,

(i) la variable aléatoire ξ est de loi Gamma
�

1
S

�
,

(ii) le vecteur aléatoire pV1, . . . , VS�1q est indépendant de ξ et de loi Dirichlet
�

1
S
, . . . , 1

S

�
,

(iii) siX,X1, . . . ,XS�1 satisfont l’Équation (9.9), siX1, . . . ,XS�1 sont indépendants de V, ξ1, . . . , ξS�1,
et si X est indépendant de ξ, alors Sνξ

λ{SX, Sνξ
λ{S
1 X1, . . . , S

νξ
λ{S
S�1XS�1 satisfont l’Équa-

tion (9.10).

9.3 Unicité des solutions

L’objectif de cette partie est de montrer que, dans un espace approprié, les solutions respectives
des systèmes (9.7) et (9.8) sont uniques. Dans le cas continu, ce résultat est déjà montré dans [Jan04] :
nous ne détaillerons donc pas de preuve pour le cas continu, mais seulement pour le cas discret.

Nous nous plaçons dans l’espace M2 des mesures de probabilités sur C de carré intégrable et
pour tout complexe A, nous notons MC

2 pAq le sous-ensemble des mesures de M2 de moyenne A.
Rappelons que la distance de Wasserstein est définie pour tout couple de mesures µ, ν de MC

2 pAq
par

dW pµ, νq � min
X�µ,Y �ν

}X � Y }2,
où } � }2 est la norme L2 sur C.
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Pour tout A1, . . . , Ad P C, nous définissons la distance de Wasserstein sur l’espace produit�d
i�1 MC

2 pAiq comme suit : pour tout µ � pµ1, . . . , µdq et ν � pν1, . . . , νdq deux éléments de�d
i�1 MC

2 pAiq,
dpµ,νq � max

1¤i¤d
tdW pµi, νiqu.

Nous savons que pMC
2 pAq, dW q et donc

�d
i�1 MC

2 pAiq sont des espaces métriques complets
(cf. [Dud02]).

Concentrons-nous sur le modèle d’urne en temps discret. Le vecteur aléatoire pWDT
e1

, . . . ,WDT
ed

q
est solution du Système (9.7) :

Wec

ploiq� ḑ

i�1

γi̧

p�γi�1�1

V
λ{S

p W ppq
ei
.

Pour tout µ � pµ1, . . . , µdq P�d
i�1 MC

2 pmiq, pour tout c P t1, . . . , du, posons

Kcpµq � L

�
ḑ

i�1

γi̧

p�γi�1�1

V
λ{S

p x
ppq
i

�
,

où γ0 � 0, γi � °
j¤ipac,j � δc,jq et pour tout i P t1, . . . , du, les pxppqi q1¤k¤S�1 sont des variables

aléatoires indépendantes de loi µi, indépendantes les unes des autres et du vecteur V qui est de loi
de Dirichlet de paramètres

�
1
S
, . . . , 1

S

�
.

On définit l’application K comme

Kpµq � pK1pµq, . . . ,Kdpµqq.
Montrons le théorème suivant via le théorème de point fixe de Banach :

Théorème 9.3.1

Pour toute grande valeur propre λ de la matrice de remplacement R, pour tout A � pA1, . . . , Adq P
C

d tel que A P KerpR�λIdq, l’application Φ est une contraction de
�d

i�1 MC
2 pAiq dans lui-même.

Dès lors, la loi de pWDT
e1

, . . . ,WDT
ed

q est l’unique solution de (9.7) à moyenne fixée.

Démonstration : Remarquons tout d’abord que

EKcpµq � ḑ

i�1

γi̧

p�γi�1�1

EV
λ{S

p Ex
pkq
i

car pV1, . . . , VS�1q est indépendant de pxp1qi , . . . , x
pS�1q
i q1¤i¤d. Comme pour tout p P t1, . . . , S � 1u,

pour tout i P t1, . . . , du, Exppqi � Ai, nous avons

EKcpµq � ḑ

i�1

Ai

γi̧

p�γi�1�1

EV
λ{S

p� °d
i�1

Aipγi � γi�1q
1� λ� °d

i�1
Aipac,i � δc,iq

1� λ
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car V
λ{S

p
ploiq� Uλ pour tout p P t1, . . . , S�1u, où U est une variable aléatoire uniforme sur r0, 1s, et car

Reλ ¡ 1{2, ce qui nous assure que λ � �1. Comme λ est valeur propre de la matrice de remplacement
R, le système suivant est vérifié par tout A � pA1, . . . , Adq tel que A P KerpR� λIdq :

ḑ

i�1

ac,iAi � λAc

pour tout 1 ¤ c ¤ d, ce qui implique
EKcpµq � Ac

pour tout µ P �d
i�1

MC
2 pAiq. De plus Kpµq est de carré intégrable, ce qui nous assure que K est

bien une application de
�d

i�1
MC

2 pAiq dans lui-même, pour tout A P KerpR� λIdq.
Montrons désormais que K est une contraction pour la distance de Wasserstein. Nous réutilisons

les méthodes utilisées dans le Chapitre 8, Section 8.3, l’idée clef étant d’utiliser la loi de la variance
totale. Soit pxppq

1
, . . . , x

ppq
d q1¤p¤S�1 une suite de variables aléatoires indépendantes de lois marginales

communes µ � pµ1, . . . , µdq P �d
i�1

MC
2 pAiq, et pyppq

1
, . . . , y

ppq
d q1¤p¤S�1 une suite de variables indé-

pendantes de lois marginales communes ν � pν1, . . . , νdq P �d
i�1

MC
2 pAiq, et soit pV1, . . . , VS�1q un

vecteur aléatoire de loi de Dirichlet de paramètres
�

1

S
, . . . , 1

S

�
. Nous avons, pour tout c P t1, . . . , du,

dW pKcpµq,Kcpνqq2 ¤ ����� ḑ

i�1

γi̧

p�γi�1�1

V
λ{S

p pxppqi � y
ppq
i q�����2

2� E

����� ḑ

i�1

γi̧

p�γi�1�1

V
λ{S

p pxppqi � y
ppq
i q�����2� E

��E

������� ḑ

i�1

γi̧

p�γi�1�1

V
λ{S

p pxppqi � y
ppq
i q�����2 |pV1, . . . , VS�1q�
�� .

Comme pV1, . . . , VS�1q est indépendant de pxppq
1
, . . . , x

ppq
d q1¤p¤d, nous obtenons :

dW pKcpµq,Kcpνqq2 ¤ ḑ

i�1

γi̧

p�γi�1�1

E|V 2λ{S
p |E|xppqi � y

ppq
i |2¤ ḑ

i�1

E|xi � yi|2 γi̧

p�γi�1�1

E|V 2λ{S
p |� ḑ

i�1

γi � γi�1

2Reλ� 1
}xi � yi}2

2,

et ce pour tout px1, . . . , xdq � µ et py1, . . . , ydq � ν. Dès lors,

dW pKcpµq,Kcpνqq2 ¤ ḑ

i�1

dW pµi, νiq2 ac,i � δc,i

2Reλ� 1¤ dpµ,νq2 S � 1
2Reλ� 1

¤ cst � dpµ,νq2
où cst � S�1

2Reλ�1
  1 car Reλ

S
� σ ¡ 1

2
. Pour conclure,

dpKpµq,Kpνqq � max
1¤c¤d

tdW pKcpµq,Kcpνqqu ¤ ?
cstdpµ,νq,

et l’application K est bien une contraction de
�d

i�1
MC

2 pAiq.
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9.4 Moments

Dans cette section, nous nous intéressons aux moments des variables pWDT
ei

qiPt1,...,du et pWCT
ei

qiPt1,...,du.
Via la convergence dans tous les Lp (p ¥ 1) des Théorèmes 9.1.2 et 9.1.3, nous savons que ces va-
riables aléatoires admettent des moments de tous ordres. De plus,

Théorème 9.4.1

(i) Pour toute composition initiale α, la variable aléatoire WCT
α est déterminée par ses mo-

ments.

(ii) Pour toute composition initiale α, la série de Laplace de WDT
α a un rayon de convergence

infini.

Tout comme pour les urnes à deux couleurs, ce théorème se montre via le critère de Carleman
grâce au lemme suivant :

Lemme 9.4.2

Si X1, . . . ,Xd sont des solutions du Système (9.8) admettant des moments de tous ordres, alors,

les suites
�
E|Xi|p
p! lnp p


 1

p

, pour tout i P t1, . . . , du sont bornées.

Une fois ce lemme montré pour les variables W en temps continu, nous pourrons utiliser les équations
de décomposition pour l’étendre à toute composition initiale, puis la Proposition 9.2.5 pour conclure
quant aux WDT .
Démonstration : La preuve de ce lemme est très similaire à celle du Lemme 8.4.2. Soit X1, . . . , Xd

solutions du Système (9.8), soit ϕppq :� lnppp� 2q et soit, pour tout i P t1, . . . , du,
upiqp :� E|Xi|p

p!ϕppq .
Montrons par récurrence sur p ¥ 1 que, pour tout i P t1, . . . , du, la suite

�
E|Xi|p
p!ϕppq	 1

p

est bornée. Élevons

les d équations du Système (9.8) à la puissance p. Comme E|Uλp| � 1

pReλ�1
, pour tout c P t1, . . . , du,

comme les coefficients pac,iq1¤c,i¤d sont positifs,

E|Xc|p ¤ 1
pReλ� 1

�
ḑ

i�1

pac,i � δc,iqE|Xi|p� ¸
p1�����pS�1�p

pj¤p�1

p!
p1! . . . pS�1!

d¹
i�1

E|Xi|pγi�1�1 . . .E|Xi|pγi

�ÆÆ
,
ou encore,

pReλE|Xc|p ¤ ḑ

i�1

ac,iE|Xi|p � ¸
p1�...�pS�1�p

pj¤p�1

p!
p1! . . . pS�1!

d¹
i�1

E|Xi|pγi�1�1 . . .E|Xi|pγi ,

ce qui implique, pour tout c P t1, . . . , du,
pReλupcqp ¤ ḑ

i�1

ac,iu
piq
p � ¸

p1�...�pS�1�p
pj¤p�1

ϕpp1q . . . ϕppS�1q
ϕppq d¹

i�1

upiqpγi�1�1
. . . upiqpγi

(9.11)
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Contrairement au cas à deux couleurs, nous ne pouvons prouver que l’inverse de ppReλId �Rq est à
coefficients positifs ou nuls pour montrer que les variables X et Y admettent des moments de tous
ordres dès lors qu’elles sont intégrables. C’est pourquoi nous avons supposé qu’elles admettent en
effet tous leurs moments.

Soit

Φppq :� ¸
p1�����pS�1�p

pj¤p�1

ϕpp1q . . . ϕppS�1q
ϕppq . (9.12)

Nous savons, au vu du Lemme 8.4.3, que Φppq ¤ p1� 8 lnpp� 2qqS�1, pour tout p ¥ 2.
Notons ∆p le déterminant de la matrice pReλId �R (ce déterminant est non nul pour tout p ¥ 2

car 2Reλ ¡ S), et ∆ppj, iq le déterminant de la matrice pReλId � R privée de sa colonne i et de sa
ligne j. Pour tout 1 ¤ i, j ¤ d, le polynôme ∆ppj, iq est de degré au plus d� 1 en p. Dès lors,

sup
1¤i,j¤d

|∆ppj, iq||∆p| � O

�
1
p



,

et il existe une constante η ¡ 0 et un entier p0 ¥ 1 tel que, pour tout p ¥ p0,

sup
1¤i,j¤d

|∆ppj, iq||∆p| ¤ η

p
.

Pour toute matrice carréeM de dimension d à coefficients réels, on notera }M}8 � sup1¤i,j¤d |Mi,j|
et ~M~ � sup}x}8�1 }Mx}8 (la norme }x}8 d’un vecteur x est le maximum des modules de ses co-
ordonnées) respectivement la norme sup et la norme d’opérateur de la matrice M . Comme nous
travaillons en dimension finie, ces deux normes sont équivalentes et il existe une constante κ ¡ 0 telle
que, pour tout matrice M réelle de dimension d,~M~ ¤ κ}M}8.

Par ailleurs, notons ∆ppcq le déterminant de la matrice obtenue en remplaçant la cième colonne
de pReλId �R par une colonne de 1. Nous savons que ∆p est de degré d en p alors que ∆ppcq est un
polynôme de degré au plus d� 1 en p. Dès lors, il existe un entier p1 ¥ p0 tel que, pour tout p ¥ p1,
pour tout c P t1, . . . , du,

∆ppcq
∆p

p1� 8 lnpp� 2qqS�1 ¤ 1
2κ2ηReλ

.

Enfin, comme }pReλId�R}8
pReλ

Ñ 1 quand p tend vers �8, il existe p2 ¥ p1 tel que, pour tout p ¥ p2,}pReλId �R}8
pReλ

¤ 2.

Posons maintenant
A :� maxtpupiqq q 1

q , 1 ¤ q ¤ p2, 1 ¤ i ¤ du.
Montrons par récurrence sur p ¥ p2 que, pour tout q ¤ p pour tout c P t1, . . . , du, pupcqq q 1

q ¤ A.
Supposons que cette affirmation soit vraie pour p ¥ p2. L’Équation (9.11) implique

pReλupcqp ¤ ḑ

i�1

ac,iu
piq
p �ApΦppq.

Soit v1, . . . , vd la solution du système

pReλvc � ḑ

i�1

ac,ivi �ApΦppq.
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En résolvant ce système de Cramer, nous obtenons

vc � ApΦppq∆ppcq
∆p

.

Pour tout p ¥ p2,ppReλId �Rquppq ¤ ppReλId �Rqv ¤ ~pReλId �R~Ap 1
2κ2ηReλ

l1,

où uppq et v sont les vecteurs de coordonnées respectives pupiqp q1¤i¤d et pviq1¤i¤d, où l1 est le vecteur
dont toutes les coordonnées sont égales à 1, et où le signe ¤ entre vecteurs se lit coordonnée par
coordonnée. Dès lors, si on considère la norme }.}8 sur Rd,}ppReλId �Rquppq}8 ¤ Ap~pReλId �R~

2κ2ηReλ
¤ Ap }pReλId �R}8

2κηReλ
¤ Ap p

κη
.

Notons M � pReλId �R. Les coefficients de M�1 sont exprimables comme suit :pM�1qi,j � p�1qi�j ∆ppj, iq
∆p

,

où ∆p est le déterminant de M , et ∆ppj, iq le déterminant de la matrice M privée de la ligne j et de
la colonne i. Par définition de p2, pour tout p ¥ p2,}M�1}8 � sup

1¤i,j¤d

|pM�1qi,j | ¤ η

p
,

ce qui implique, pour tout p ¥ p2,}uppq}8 ¤ ~M�1~Ap p

κη
¤ κ}M�1}8Ap p

κη
¤ Ap.

Dès lors, pour tout c P t1, . . . , du,
uppqc ¤ Ap,

ce qui conclut le raisonnement par récurrence.

Démonstration du Théorème 9.4.1 : (i) Le lemme 9.4.2 permet de montrer que, pour tout i Pt1, . . . , du, la variable aléatoire WCT
ei

, qui admet des moments de tous ordres au vu du Théorème 9.1.3
vérifie le critère de Carleman. Tout comme pour les urnes à deux couleurs, nous pouvons désormais
utiliser le Théorème 9.2.2 pour généraliser le Lemme 9.4.2 à toute composition initiale. Pour toute
composition initiale α, WCT

α vérifie le critère de Carleman.
(ii) Nous avons l’inégalité suivante : il existe une constante C telle que, pour tout entier p,

E|WCT |p
p!

¤ Cp lnp p.

Dès lors, via l’Équation (9.3), il existe une constante D telle que, pour tout entier p,

E|WDT |p
p!

¤ Dp lnp p

Γ
�
pReλ� 1

S

� ,
ce qui implique que la série de Laplace de WDT est de rayon de convergence infini. Le résultat se
généralise à toute composition initiale α via le Théorème 9.2.1.

Il est intéressant de noter que la démonstration du Théorème 9.4.1 nous donne une borne
supérieure pour les moments des variables aléatoires WCT et WDT . Nous n’avons par contre aucune
information concernant une borne inférieure.
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9.5 Densité

Dans cette dernière section, nous présentons une ébauche de preuve de l’existence d’une densité
pour les variables WDT et WCT . Grâce à l’Équation (9.3), nous savons que si WDT admet une
densité, alors WCT en admet une elle aussi. Il paraît donc raisonnable de se consacrer à l’étude du
Système (9.7), même si celui-ci semble plus délicat que le système en temps continu.

Le problème de l’existence de la densité des variables aléatoires pWDT
ei

q est un problème ouvert.
Une stratégie possible est d’adapter la preuve développée dans le Chapitre 8, Section 8.5. Sans
détailler les preuves, nous allons détailler un plan de preuve envisageable et pointer les difficultés à
surmonter pour généraliser la preuve du Théorème 8.5.2.

Pour tout c P t1, . . . , du, pour tout z P C, on note ϕcpzq � EeiRepWei
z̄q. La preuve de l’existence

de la densité peut se faire en cinq étapes, tout comme dans le cas des urnes à deux couleurs.
– Étape 1 : pour tout c P t1, . . . , du, il existe ε ¡ 0 tel que

Dp0, εq � SupppWec
q.

– Étape 2 : pour tout c P t1, . . . du, pour tout z � 0, |ϕcpzq|   1. Cette seconde étape se montre
en utilisant le résultat de lÉtape 1 par la même preuve que le Lemme 8.5.4.

– Étape 3 : pour tout c P t1, . . . , du, lim|z|Ñ�8 ϕcpzq � 0. Cette étape de montre via des
arguments similaires à ceux utilisés dans la preuve du Lemme 8.5.5 en utilisant l’hypothèse
d’irréductibilité de l’urne.

– Étape 4 : pour tout c P t1, . . . , du, pour tout ρ P �
0, 1

Reλ

�
, |ϕcpzq| � Op|z|�ρq quand z tend

vers �8. Cette étape se montre comme le Lemme 8.5.6.
– Étape 5 : pour conclure la preuve, il ne nous resterait plus qu’à adapter la preuve du Théo-

rème 8.5.2. Ce dernier point est difficile car nous pouvons montrer que |ϕcpzq| � O p|z|�ρq pour
tout ρ P �

0, acc�1
Reλ

�
, mais rien ne nous assure que acc�1

Reλ
¡ 1. Il nous faut donc certainement

être un peu plus fin dans notre analyse.
Les points difficiles à surmonter pour prouver l’existence de la densité de WDT

ei
(pour tout

i P t1, . . . , du) via ce plan de preuve sont l’Étape 1 et l’Étape 5. Ces travaux sont actuellement en
cours.

9.6 Conclusion

Nous avons montré comment exploiter la structure arborescente d’une urne de Pólya peut aider à
son étude. Nous avons notamment pu montrer que la variable WCT

α est déterminée par ses moments
et que WDT

α a une série de Laplace convergente. Par ailleurs, ces méthodes serviront à démontrer
dans des travaux ultérieurs l’existence d’une densité pour ces deux variables.

Il reste encore du chemin avant de comprendre en profondeur ces variables WDT
α et WCT

α : quel
est l’ordre exact de leurs moments, comment se comporte leur transformée de Fourier au voisinage
de l’origine ? en l’infini ? leur série de Laplace converge-t-elle ?

Par ailleurs, au delà de l’étude des projections du vecteur composition de l’urne sur les espaces
stables associés à des blocs de Jordan dont la valeur propre est grande, comment se comportent, en
temps discret, les projections sur les espaces stables associés à de petites valeurs propres ? Il paraît
naturel de conjecturer un comportement gaussien (puisque c’est la cas en temps continu), mais il
serait intéressant d’établir un tel résultat afin de rendre l’étude asymptotique des urnes à d couleurs
exhaustive.



Urnes de Pólya : conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre comment exploiter la structure arborescente sous-jacente
des urnes de Pólya pour mieux les étudier. Nous nous sommes concentrés sur les grandes urnes de
Pólya à deux couleurs et sur les grandes valeurs propres d’urnes de Pólya à d couleurs. Le résultat
principal de cette partie est d’avoir montré que la variable aléatoire WCT est déterminée par ses
moments et la variable WDT a une série de Laplace convergente, aussi bien pour les grandes urnes
à deux couleurs que pour les grandes valeurs propres d’urnes à d couleurs. Cette approche nous a
aussi permis, en dimension deux, de montrer l’existence de la densité de WDT et WCT (résultat
déjà connu pour cette dernière). Nous conjecturons que des arguments semblables nous permettront
de montrer l’existence de cette densité aussi en dimension d.

Il est intéressant de noter que la variable WDT semble plus régulière que WCT : sa série de
Laplace est convergente alors que celle de WCT a un rayon de convergence nul, et, pour les urnes à
deux couleurs, la transformée de Fourier de WDT , contrairement à celle de WCT , est intégrable et
sa densité est continue bornée, alors que celle de WCT est infini en zéro.

Beaucoup de problèmes restent ouverts, aussi bien en dimension deux qu’en dimension d. Quel est
l’ordre exact des moments de ces variables ? Quel est le comportement précis de leur transformée de
Fourier au voisinage de zéro ou à l’infini ? Quels est le comportement de leurs queues de distribution ?

En temps discret, le comportement général des urnes à d couleurs est encore assez mystérieux :
nous nous sommes appliqués ici à étudier le comportement des projections du vecteur composition
sur des espaces stables associés à des grandes valeurs propres. Mais que peut-on dire de la projection
de ce vecteur composition sur un espace stable associé à un bloc de Jordan d’une petite valeur
propre ? Comme signalé auparavant, il est démontré [Jan04] que ce comportement est gaussien,
mais seulement dans le cas où S est valeur propre simple de R et où les autres valeurs propres de
R sont toutes petites, et seulement concernant les projections sur les espace stables associé à la
valeur propre de plus grande partie réelle. Peut-on établir un résultat plus général ? Il semble en
effet raisonnable de conjecturer un comportement gaussien le long de tout espace stable associé à
une petite valeur propre, et les récents travaux de Knape et Neininger [KN13] laissent penser qu’une
approche par systèmes de point fixe permettra de montrer ce résultat.

Par ailleurs, lorsque la valeur propre S n’est pas simple, comment se comporte la projection du
vecteur composition sur un espace stable associé à un bloc de Jordan de S ? La connaissance des
urnes de Pólya-Eggenberger nous pousse à conjecturer une convergence vers un vecteur aléatoire de
loi de Dirichlet : est-ce vrai ?

Les réponses à toutes ces questions permettront de mieux cerner le comportement des urnes de
Pólya équilibrées et irréductibles.
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Résumé

Cette thèse étudie deux objets aléatoires discrets : les arbres booléens aléatoires et les urnes de
Pólya. Ces deux objets, tous deux en lien avec l’informatique fondamentale, sont étudiés dans ce
mémoire via des méthodes de combinatoire analytique et de probabilités.

Les arbres booléens sont des arbres étiquetés de façon à représenter des expressions booléennes.
Chaque arbre booléen représente donc une fonction booléenne. Dans la première partie de cette
thèse, nous définissons et comparons plusieurs distributions de probabilité sur l’ensemble des fonc-
tions booléennes via leur représentation par des arbres booléens. Il s’avère que toutes ces distri-
butions chargent préférentiellement les fonctions booléennes de faible complexité, et que certaines
d’entre elles sont dégénérées au sens où elles ne chargent qu’un petit nombre de fonctions boo-
léennes. L’étude de ces modèles se fait principalement par des outils de combinatoire analytique,
mais nous utilisons aussi des méthodes probabilistes, comme le plongement en temps continu, ou
poissonisation, pour certaines de ces distributions.

Une urne de Pólya est un processus discret aléatoire qui modélise, en particulier, de nombreux
objets issus de l’informatique comme les arbres m-aires de recherche, les arbres 2 � 3, les AVL,
entre autres. Nous étudions dans la seconde partie de ce mémoire des urnes de Pólya équilibrées,
irréductibles et à coefficients positifs. Le comportement asymptotique d’une urne, ainsi que celui de
son plongement en temps continu, font intervenir des variables aléatoires W assez méconnues à ce
jour. Nous étudions ces variables aléatoires W via la structure arborescente de l’urne et montrons
qu’elles sont solutions de systèmes d’équations en loi, ce qui nous permet notamment d’établir que
ces variables aléatoires sont déterminées par leurs moments, et surtout d’aborder cette étude aussi
bien pour des urnes à deux couleurs que pour des urnes à d couleurs.

Mots-clefs : arbres aléatoires, fonctions booléennes, urnes de Pólya, combinatoire analytique,
plongement en temps continu, équations de point fixe en loi, détermination par les moments.

Abstract

This thesis deals with two random objects : random Boolean trees and Pólya urns. These two
objects, which are both related to theoretical computer science, are studied in this thesis by analytic
combinatorics and probabilistic methods.

Boolean trees are labelled trees which represent Boolean expressions. Each Boolean tree repre-
sents a Boolean function. In the first part of the thesis, we define and compare different probability
distributions on the set of Boolean functions via their tree representation. We show that all these
distribution weight mostly low complexity functions and that some of them are even degenerated,
meaning that they only weight very few boolean functions. We study these models mainly by ana-
lytic combinatorics but we also use probabilistic methods such as embedding in continuous time to
study some of these distributions.

A Pólya urn is a discrete random process, that can be used to modelize numerous objects of
theoretical computer science such as, m-ary search trees, 2 � 3 trees, AVL, among others. In the
second part of this thesis, we study balanced, irreducible Pólya urns with nonnegative coefficients.
Random variables W arise from the asymptotic behaviour of such an urn, and of its embedding in
continuous time ; these random variables are quite unknown up to now. We study them in discrete
and continuous time via the underlying tree-structure of the urn, and prove that they are solutions
of systems of equations in law. This new approach allows us to prove that the variables W are
moment-determined, and, above all, to study the variables W both for two-coloured and d-coloured
Pólya urns.

Key-words : random trees, Boolean functions, Pólya urns, analytic combinatorics, embedding
in continuous time smoothing equations, moment-determined laws.
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