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Abstract .
We describe the Tits buildings of the Siegel modular groups I'Y ,

and flyt for t squarefree. These give the configuration of boun-
dary components in the moduli spaces of abelian surfaces with
polarization of type (1,%) and polarization of type (1,t) with ca-
nonical level structure. We also do the same calculation for the
Siegel modular groups f‘lyp(q) for p,q prime, p odd, correspon-
ding to moduli of abelian surfaces with polarization of type (1, p)
and full level-q structure. Colour pictures are available at:

http://www.bath.ac.uk/ masgks/Buildings

Wir werden die Titsgebdude gewisser Siegelscher Modulgruppen, die Mo-
dulrdumen polarisierter abelscher Varietiten mit Levelstruktur entsprechen,
berechnen. Diese Geb&dude geben bekanntlich die Struktur des Randes des
Modulraums wieder. Die Berechnungen sind voéllig elementar aber etwas
lastig. Wir wollen erreichen, dafi kiinftige Untersuchungen durch diesen
Artikel verkiirzt werden konnen. Dariiberhinaus sind wohl die Aussagen
eleganter als die Beweise.

Im ersten Teil beschreiben wir kurz die Modulrdume und den Zusammen-
hang mit Titsgebduden Symplektischer Gruppen. Dem zweiten bzw. drit-
ten Teil sind den Berechnungen des Titsgebdudes fiir f‘it und Ty (t qua-
dratfrei) bzw. f‘lyp(q), p,q prim, p > 2, gewidmet. Fiir die Gruppen ver-
wenden wir die Notation aus [HKW]. Dabei gehort f‘it, bzw. T zu
den Modulrdumen abelscher Flichen mit Polarisierung vom Typ (1,¢) ohne
Levelstruktur bzw. mit kanonischer Levelstruktur und 'y ,(¢) zu den Mo-
dulrdumen mit Polarisierung vom Typ (1,p) mit ganzer Levelstruktur der
Stufe q.

Weitere, farbige Bilder befinden sich auf der Seite:

http://www.bath.ac.uk/ masgks/Buildings

Dieser Artikel beruht im wesentlichen auf der Hannoverschen Diplomarbeit
des ersten Autors, die unter Begleitung von Prof. K. Hulek zustande ge-
kommen ist. Die Verfasser danken dem DAAD und dem British Council



fiir finanzielle Unterstiitzung im Rahmen des ARC-Projekts 313-ARC-XIII-
99/45.

1 Modulrdume polarisierter abelscher Flichen

Modulrdume polarisierter abelscher Varietiten erhélt man als Quotienten
der Siegelschen oberen Halbebene H nach arithmetischen Untergruppen I
der symplektischen Gruppe Sp(2¢g,@Q). Der resultierende Quotientenraum
I'\H ist eine quasiprojektive Varietdt mit schlimmstenfalls Quotientensin-
gularitédten. Die Frage nach der Kompaktifizierung dieses Raumes stellt sich
in natiirlicher Weise. Eine Moglichkeit, dieses Problem anzugehen, besteht
in Mumford’s Konzept der toroidalen Kompaktifizierung, wie sie in [HKW]
fiir den Fall der (1, p)-polarisierten Flachen (p prim) beschrieben wurde. Da-
bei wird Hy vermége der Cayley—Abbildung isomorph auf das dreidimensio-
nale beschriinkte Gebiet Dy := {Z € Sym(2,C) : 1 — ZZ > 0} abgebildet.
Fiir den topologischen Abschlufl definiert man dann sogenannte rationale
Randkomponenten. Es stellt sich heraus, dafl diese in 1:1 Beziehung zu iso-
tropen Unterrdumen von Q* stehen. Aber mehr noch: Eine Randkomponen-
te F' ist genau dann echt im Abschluf einer Randkomponente F' enthalten,
wenn der zu F’ zugehorige Unterraum Upr den Unterraum Up zu F echt
enthilt. Die Operation von Sp(4,R) auf Hy induziert eine Operation auf
Do, die in natiirlicher Weise auf den topologischen Abschlufl Dy fortgesetzt
werden kann.

Interessieren wir uns fiir eine arithmetische Untergruppe I' C Sp(4,Q),
miissen wir den Quotienten D5 nach I' betrachten. Die rationalen Randkom-
ponenten von Dy modulo I' stehen dann in 1:1 Beziehung zu den Bahnen
isotroper Unterrdume von Q* modulo I', wobei I' auf @* durch

Yiv vy

operiert (v € Q* sei hier und im weiteren Verlauf als Zeilenvektor notiert).
Die Beschreibung der Bahnen isotroper Unterrdume modulo I' und deren
Nachbarschaftsrelationen werden in einem Graphen, dem Titsgebdude der
jeweiligen arithmetischen Untergruppe von Sp(4,Q), kodiert. Dabei ent-
spricht eine Ecke e(U - I') dieses Graphen einer Bahn eines nichttrivialen
isotropen Unterraums U C Q* beziiglich der Operation von I' und je zwei
Ecken e(U; -T') und e(Us -T') werden genau dann mit einer Kante verbunden,
wenn es ein v € I' gibt, so daBl Uy - v C Uz oder Uy C Uy - v gilt. Das
Titsgebdude gibt also die Konfiguration der Randkomponenten des jeweils
betrachteten Modulraums wieder.

Es seien ¢; und ey Basisvektoren des C? und wy, ..., w, eine Basis eines Git-
ters L C C? von maximalem Rang und w; = wyje; + wojen, 1 = 1,...,4.
Dann ist C?/L ein komplexer Torus, der keineswegs projektiv-algebraisch
sein muf. Ein komplexer Torus X = C?/L, der gerade diese Eigenschaft



hat, heiit abelsche Fliche. Dies ist genau dann der Fall, falls es eine nicht
entartete alternierende Bilinearform a gibt, die beziiglich der gew&hlten Ba-
sis durch eine Matrix A € Mat(4,Z) dargestellt wird, so dal beziiglich der
Periodenmatrix von X

[[.— (w11 wiz Wiz Wi
W21 W22 W23 W4
die Riemannschen Relationen

(i) AT

= 0 und
(i) IIA~MIT > 0

gelten.
Fiir eine geeignete Wahl der Basis von L kann man erreichen, dal a durch
die Matrix

0 FE . .
A= (—E 0) mit F := diag(eq, e2)

dargestellt wird. Dabei sind ey, e2 eindeutig bestimmte positive ganze Zahl-
en mit ej|es. Das Paar (eq,ez) heift Typ der Polarisierung. Da die Mo-
dulrdume abelscher Flichen mit (e1,es)— und (keq, kes)-Polarisierung kan-
onisch isomorph sind, darf man ohne Einschrinkung e; = 1 annehmen. Um
die kombinatorische Aufgabe im angemessenen Rahmen zu halten, werden
wir im weiteren Verlauf nur Polarisierungen vom Typ (1,¢),¢ > 0 und ¢
quadratfrei betrachten.

Definition. Die Gruppe von linearen Automorphismen auf L, die die Form
A invariant 148t, also

Sp(A,Z) := {v € GL(4,Z) | yA'y = A}
heifit symplektische Gruppe beziiglich A.

Die Operation von Sp(A,Z) auf dem Gitter L induziert eine Operation auf
Hy, die fiir eine Matrix <é g) € Sp(A,Z) (A,B,C, D sind 2 x 2 Blocke)
durch

<é g) : 7+ (A7 + BE)(CT + DE)"'E

gegeben ist. Durch Austeilen dieser Operation wird der Quotient
Sp(A, Z)\H2

zu einem Modulraum (e, eg)-polarisierter abelscher Flachen.
Mit LY bezeichnen wir das duale Gitter zu L beziiglich «, das heifit

LY ={y€e L®zR|a(z,y) € Z fiir alle z € L}



Der Quotient LY /L ist eine endliche Gruppe, die isomorph zu (Z, X Z,,)? ist.
Diese triigt eine alternierende Form «/, die in den kanonischen Erzeugenden

durch die Matrix
0 E!
—E! 0

bestimmt ist. Eine Levelstruktur vom kanonischen Typ ist ein Isomorphis-

mus
N:LV/L =5 (Zg, X Ze,)?

der die durch « auf LY/L induzierte alternierende Form in die Form o
iiberfihrt.

Wird nun zusétzlich die Erhaltung der Levelstruktur gefordert, so gibt es
wie zuvor eine Korrespondenz zwischen den Punkten von Hy und abelschen
Fldchen mit Levelstruktur, jedoch verkleinert sich die Gruppe der Automor-
phismen zu einer Untergruppe von Sp(A,Z).

Setzen wir L = Z*, dann ist LY = LZ @ LZ ® ~Z ® LZ beziiglich A. Die
Automorphismen in Sp(A,Z), die die Identitdt auf I[)’L)/L induzieren (und
damit die Levelstruktur erhalten), sind gerade die Elemente g aus Sp(A,Z),
fiir die vg = v mod L fiir alle v € LV gilt.

Zusitzlich betrachten wir das Gitter I/ = %Z @ %Z @ %Z @ %Z, das duale

Gitter von L beziiglich nJ :=n ( 01 102> .
—1

Definition. Wir definieren folgende Matrixgruppen:

3, = Sp(AZ)
Ty = j9€T],lvg=v modL firallev €L’
fl,t(n) = g€ fit |vg=v modL fiir alle v € L/

Bemerkung. Haufig wird statt fl,t < Sp(A, Z) mit der zu ihr konjugierten
Gruppe I'; = R;lf‘ltht < Sp(4,Q), R; = diag(1,1,1,t) gearbeitet. Diese
hat den Vorteil, dal sie durch gebrochen-lineare Transformationen auf Hp
operiert. Bei der Berechnung des Titsgebdudes ist dieser Unterschied aber
ohne Bedeutung. Allerdings werden unter Verwendung der Gruppe I'; statt
A-isotroper Unterrdume J-isotrope Unterrdume klassifiziert. Wir werden im
weiteren Verlauf isotrop als A-isotrop verstehen.

Zuerst werden wir noch einige zahlentheoretische Uberlegungen anstellen.
Fiir eine positive ganze Zahl n setzen wir

v(l):=1, v(2) :=3 und v(n) := %nQ H (1—q72) firn>3

q|n,qprim



und definieren die Menge der Nichttorsionselemente

N(n) = {(a,b) € Z2 | X(a,b) #0 wenn 0 # X € Zy, }
= {(a,b) € Z% | ggT(n,a,b) = 1}

M(n):=N(n)/ +1

Fiir jeden Teiler k£ von n sei
Ni(n) = {(a,b) € Z | ggT(n,a,b) = k}.

Insbesondere ist Ai(n) = N (n) und N,(n) = {(0,0)}. Offensichtlich ist Z2

die disjunkte Vereinigung Z2 = |J Ni(n), so daBi n? = 3" #Ni(n) ist.
kin kln

Lemma 1.1 Es sein > 2. Die Anzahl der Restklassen in N'(n) betrigt

n I A-¢

q|n,qprim

Beweis: [Zi, Hilfssatz 1.2.3]
Es sei Z die Gruppe der Einheiten aus Z,. Dann operiert Z.* frei auf N'(n)
durch X - (v, w) := (Av, A\w). Wir betrachten die Menge

O(n) :==N(n)/Z)

und setzen

1
7(1) =1,5(2) = 3 und #(n) = vnQ [T a-¢? firn>s3.
q|n,q prim

wobei ¢ die Eulersche ¢-Funktion ist. Aus Lemma 1.1 folgt unmittelbar,
daBl 7(n) die Anzahl der Restklassen in O(n) (n > 2) bestimmt. Mit ¢(n)
werden wir die Anzahl der Elemente in Z,°/ &+ 1 bezeichnen, also

B(1) = 4(2) = 1 und b{n) = (1) fiir n > 3

Lemma 1.2 Es seien x1,%9,%3,24 € Z mit ggT(x1,29,23,24) = 1 und
x9 # 0. Dann gibt es \,u € Z, so daff ggT(x1 + A\x3 + pxy, x2) = 1 ist.

Beweis: [HKW, Lemma 3.35]



2 Die Gebéiude T(Nit) und 7(T,), t quadratfrei

Definition. Es sei v = (v, vs,v3,v4) ein primitiver Vektor aus Z*. Dann
heifit
di(v) := ggT(v1,v3, 1)

der ¢-Divisor von v.

Zur Berechnung der Titsgebdude werden uns folgende Matrizen aus f‘it (fiir
k € 7)) niitzlich sein, die durch Rechtsmultiplikation auf Z* operieren:

1k 0 0 10 0 k
01 0 0 0 1 tk 0
Ml(k)_oo 1 0 MQ(k)_001 0

0 0 —tk 1 0 0 1

1 00 0

—tk 1 0 0

Ms (k) = 0 0 1 k

0 0 0 1

dfir (¢ %) esLez)
unurcd ,

a 0 b 0 1000
.ab_OlOO.ab_OaOb
JW\\e a)) T le o aol 2W\¢ a)/) 1o o1 0

000 1 0 ¢c 0 d

Es gilt: Mz(n) € f17t(n) - fl,ta Ji (Fl(n)) C f‘Lt(n) und ji(Fl(t)) C fl,t
wobei I'y (k) := {v € SL(2,Z) | y = 12 mod k}.

Einen Vektor der Form (0,a,0,b) werden wir im folgenden mit v, und
den Vektor (1,0,0,0) mit vy notieren.

Satz 2.1 Zwei primitive Vektoren aus Z*, v = (vi,v9,v3,v4) und w =
(w1, we, w3, wy) sind genau dann fi’yt—dquivalent, falls sie den gleichen t-
Divisor 7 = dy(v) = dy(w) haben. Sie sind genau dann T'y 4-dquivalent, falls
auch (ve,v4) = (wg,wy) mod r gilt.

Beweis: Der Beweis wird in 3 Schritten gefithrt. Zunichst werden wir
einen beliebigen primitiven Vektor v = (v1,v2,v3,v4) € Z* mit dy(v) = r
vermége Ty, in einen Vektor der Form (r,as,0,as) mit ggT(az,as) = 1
transformieren, den wir mit fit in den Vektor (r,1,0,0) iberfithren wer-
den. Im 2.Schritt wird die Invarianz des ¢t-Divisors eines primitiven Vektors
unter f‘it gezeigt und letztlich wird bewiesen, dafl zwei Vektoren (r, vy, 0,v4)
und (r, wsg,0,wy) genau dann flyt—éiquivalent sind, falls (ve,v4) = (we,wy)
mod r ist.



1.Schritt: Es sei also (v1,v3) = (0,0) mod r. Ohne Einschrinkung sei

v1 # 0. Setze 1 = %03, Ty = %vl #£0, z3 = %Ug und x4 = —%114. Da r der
t-Divisor von v ist, gilt ggT (21, x2, £) = 1 und somit ist ggT(z1, 22, 23, 24) =
ggT(ml,mg,fm,%m) = ggT(xy,x9,v9,v4) = 1, da v primitiv ist. Wen-

den wir Lemma 1.2 auf (z1,z9,z3,24) an, so liefert dieses \,u € Z mit
geT(x9, z1+ A \x3+pxy) = 1. Unter My(u)My(N) werden die Eintrége (v, v3)
nach (vy,v3 + Atvg — ptvg + Aptor) transformiert und es gilt

geT(v1,v3 + Mvg — ptvg + Aptvy) = ggT (v, vs + Atvg — utvg)
= ggT(rae,rey + Ares + prey)
= rggT(xo, 21 + \x3 + pux4)

= T

Wir konnen also ggT(vy,v3) = r annehmen. Ein geeignetes Element aus
J1(SL(2,Z)) bringt diesen nach (r,vg,0,v4). Ist nun vy = 0, so transformiert
M (1) den Vektor v nach (r,r, —tvg,vs), der wiederum durch j;(SL(2,7Z))
auf (r,r,0,v4) geht. Wir konnen also auch vy # 0 annehmen. Nun ist
ggT(r,vg,v4) = 1, da die Eigenschaft primitiv eines Vektors aus Z* unter
fj’vt erhalten bleibt. Wenden wir nun Lemma 1.2 auf (v4,v9,7,0) an, so
liefert uns diese ein p € Z mit ggT (ve, v4 + pr) = 1. Anwendung der Matrix
My (p) transformiert v nach (r, vy, utvg, vg + pr), der via j1(SL(2,Z)) auf
(r,v9,0,v4 + pr) geht. Ein beliebiger primitiver Vektor v mit di(v) = r
kann also nur unter Verwendung von Matrizen aus f‘lyt auf einen Vektor der
Form (r,as,0,a4) gebracht werden. Da ggT(vy,vq 4+ pr) = 1 ist, finden wir
letztlich ein Element aus jo(SL(2,7Z)), das (r,v9,0,v4 + pr) auf (r,1,0,0)
transformiert.

2.Schritt: Nach dem 1.Schritt reicht es aus zu zeigen, dal ein Vektor
der Form v = (r,1,0,0) € Z* r|t die Eigenschaft d;(v) = r unter der Ope-
ration von fit behilt. Als Verallgemeinerung der Uberlegungen in [HW,
Lemma 0.5] ergeben sich fiir eine Matrix (m;;) € f‘it notwendigerweise die
Kongruenzen

mo1 = My = M923 = M43 = 0 modt

mi1msas3 — mizmsz;y = 1 modt
Wenden wir also eine Matrix M = (m;;) € f‘it auf v an, so erhalten wir
v- M = (rma + moi, *, 7mi3 + moag, *)
Der t-Divisor von v - M ist

dt(v . M) = ggT(rmH + mo1,7T1MM13 + ma3, t)

= ggT(rmy1,rmas,t)

t
= rggT(mi1,mis, ;)-



Wire ggT(mi1,mi3, L) # 1, dann auch ggT(mq1,mi3,t) # 1 im Wider-
spruch zu mqi1ms3 —mizmsg; =1 mod t.

3.Schritt: Es ist klar, dafl zwei flyt—éiquivalente primitive Vektoren v =
(v1,v9,v3,v4) und w = (wy,we, w3, wy) die Kongruenz (ve,vs) = (we,wy)
mod r erfiillen miissen. Hier geht im wesentlichen ein, daf} fiir eine Matrix
M = (my;) € f‘lyt notwendigerweise die Kongruenz

mog—1=mys—1=mos=mye=0 modt ()

gelten muf, die natiirlich auch modulo r gelten. Ist nun v - M = w fiir ein
M = (mi;) € I'14, dann ist

W2 = M2V + M2V + M3203 + M42V4

Wq = M4V + M4V + M340V3 + M4qV4
also

w9 = M19U1 + U9 + m3ov3 mod r

W4 = M1401 + M3av3 +v4 mod 7

wegen (f) und damit (vg,v4) = (we,ws) mod r, weil v = v3 =0 mod r.
Die folgenden Uberlegungen zeigen, da diese Kongruenzbeziehungen auch
hinreichend sind. Nach dem 1.Schritt kénnen wir ohne Einschriankung an-
nehmen, daff die Vektoren v und w durch (r,v9,0,v4) bzw. (r,wsg,0,wy)
gegeben sind. Es ist (ve,v4) = (we,ws) mod r, also vo = kr + wy und
vy = lr + wy fiir geeignete k,l € Z. Der Vektor w geht unter Anwen-
dung der Matrix M (k)Ma(l) auf (r,we + kr,ltwy — ktwy — kltr,ws + Ir),
der durch ein geeignetes Element aus j;(SL(2,Z)) C Ty, auf v geht, da
ggT(r, ltwy — ktwyg — kltr) = r ist. O

Korollar 2.2 Die Gruppe flyt operiert transitiv auf der Menge der primi-
tiven Vektoren mut t-Divisor 1.

Damit kénnen wir nun die Geraden in Q* klassifizieren. Bezeichnen wir mit
u(t) die Anzahl der Teiler von ¢, so gilt

Satz 2.3 Die eindimensionalen (qnd somit isotropen) Unterrdume in Q
zerfallen unter der Operation von I'] , in genau u(t) Bahnen.

Es seien ri,i = 1,...,u(t) die Teiler von t. Dann ist die Anzahl der f‘lyt—
Bahnen eindimensionaler Unterrdume durch

u(t)
— _ (t? +1)/2 t ungerade
Y(t) = ZV(n) —{ (2 + )2 falls gerade

bestimmt.



Beweis: Zuerst wird jede Gerade in @* mit dem bis auf Vorzeichen eindeutig
bestimmten primitiven Vektor aus Z*, der die Gerade erzeugt, identifiziert.
Nach Satz 2.1 sind zwei primitive Vektoren genau dann f“fyt—éiquivalent,
wenn sie den gleichen ¢-Divisor haben. Fiir ¢ ergeben sich hieraus pu(t)
Moglichkeiten.

Unter der Operation von f‘lyt bleibt zusétzlich die Auswahl von (ag,a4)
mod 7 und modulo Vorzeichen, das heif}t die Auswahl eines Element aus
M(r), deren Méchtigkeit wir in Lemma 1.1 mit v(r) bestimmt haben.

Es ist leicht zu sehen, daf§ die Abbildung N, (t) — Ni(t/r) gegeben durch
(a,b) — (a/r,b/r) bijektiv ist. Daraus folgt sofort

2 = S #N()

rt

= 2 #N)+ X #N()

(r)
rlt,r<3 rlt,r>3
(r)

= Y #N(r)+ XY 2u(r)

r|t,r<3 r|t,r>3

= — > #N(r)+> 2v(r)

(
r|t,r<3 r|t
(

= — X #N@)+2¢()

rlt,r<3

Der erste Term ist —1 fiir ¢ ungerade und —1 — 3 =4 fiir ¢ gerade. O
Kommen wir nun zu der Klassifizierung der isotropen Ebenen. Erst hier
wird die Forderung quadratfrei an ¢ zum Tragen kommen. Jede isotrope
Ebene h aus Q* kénnen wir als Erzeugnis zweier primitiver Vektoren v und
w schreiben. Ohne Einschrankung werden wir zusétzlich an die erzeugenden
Vektoren die Forderung stellen, daB sie das Gitter hz := h N Z* erzeugen.

Lemma 2.4 Es sei t quadratfrei und h = v A w eine Ebene mit di(v) =
rydi(w) = s und hy = Zv & Zw. Dann sind r und s teilerfremd.

Beweis: Nach den obigen Uberlegungen kénnen wir ohne Einschrinkung
v =(r,1,0,0) voraussetzen. Angenommen, r und s sind nicht teilerfremd.

Es sei m := ggT(r, s). Wir schreiben mr’ = r und ms’ = s mit ggT(r', s') =
1. Aus der Isotropieeigenschaft von h ergibt sich wsy = —§w4. Fiir den
t-Divisor von w gilt di(w) = ggT (w1, ws,t) = s und insbesondere, da m die

Zahl s teilt y
——wys=w3=w1 =0 modm
r

Nun sind aber % und m teilerfremd: Hétten % und m einen gemeinsamen

Teiler | > 1, so kénnen wir £ = #I und m = m'l mit ggT(¢',m’) = 1
schreiben. Dann wire aber t = #Ir = t'lmr’ = tI>m/r' im Widerspruch
zu t quadratfrei. Die Zahl m teilt also r,wq, w3 und w4. Da die Vektoren
v und w das Gitter hy erzeugen, wird dieses auch von w' = w — wyv =
(w1 — rws,0, w3, wy) und v erzeugt. Insbesondere mufl w’ auch primitiv

sein, aber m ist gemeinsamer Teiler von w; — rwg, w3 und wy. O
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Satz 2.5 Es seit quadratfrei und h = v Aw eine isotrope Ebene mit dy(v) =
r,di(w) = s und hy = Zv ® Zw. Dann gibt es primitive Vektoren 0,1, so
dafy hy = 70 ® Zw und dy(0) = 1.

Beweis: Es sei h = v A w mit obigen Voraussetzungen gegeben. Dann ist
nach Lemma 2.4 ggT(r,s) = 1. Fiir den Fall, daf einer der Vektoren den
t-Divisor ¢ hat, ist also nichts zu zeigen.

Es sei m = min{d;(u) : u € hz} und v ein primitiver Vektor mit d;() = m.
Da v und w das Gitter hy aufspannen, gibt es ganze Zahlen A\, u € Z, so dafl
U = Av 4 pw gilt. Da ¢ primitiv ist, sind insbesondere A\ und p teilerfremd.
Wahle v, & € Z so, daB v + p€ = 1 ist und definiere w := —&v + vw. Die
Vektoren v und w spannen damit das Gitter hy auf.

Angenommen, es gilt m > 1. Nach Satz 2.1 gibt es ein v € f‘l”t, so dafl
0.y = (m,1,0,0) =: v ist. Setze (w),wh,ws,wy) = w' = -~ und
h' =o' Aw'. Das Gitter hf, wird von v und w' aufgespannt und es gilt
m = min{d;(u) | v’ € h';}. Géabe es ndmlich einen primitiven Vektor v’ mit
di(u") < m, dann wire u’ -y~ ! Teil einer Basis von hz und dg(u’ -y~ 1) < m.
Wir setzen [ = ggT(m, w]) und werden folgende Fille unterscheiden:

i) I = m. Ohne Einschréinkung sei wj = 0 (Ist ndmlich w} # 0, dann gibt
es eine Zahl k € Z, so dafl w] = km. Das Gitter b/, wird dann auch von
v und w' — kv’ erzeugt). Das Gitter k!, wird von v’ und w’, also auch
von ¥ := v +w = (m,w)y + 1,ws, w)y) und w’ erzeugt. Insbesondere ist ©
primitiv. Der ¢-Divisor von w’ ist d¢(w') = ggT(0,w5,t) =: I'. Da ¥ und
w' das Gitter h/, aufspannen, gilt nach Lemma 2.4, da§ ggT(m,l’) = 1 ist.
Dann ist d¢(0) = ggT(m, w4, t) = ggT(m,!") = 1 im Widerspruch zu m > 1.
ii) I < m. Schreibe wj = kl und m = m/l. Da |l = ggT(m,w]), gibt es
N,y € Z, so daB NM'm + p'w] = [, das heifit M'm/ + p'k = 1 und somit
spannen die Vektoren ¢ := Nv' + p'w’ = (I, N + p/wa, p'wh, p/w}y) und w :=
—kv'+m'w' das Gitter h’, auf. Es gilt jedoch dy(0) = ggT (I, pwh, t) <l <m
im Widerspruch zur Minimaleigenschaft von m. O

Korollar 2.6 Jede isotrope Ebene h kann als Erzeugnis zweier Vektoren v
und w mit hy = Zv ® Zw, di(v) = 1 und di(w) =t geschrieben werden.

Beweis: Nach Lemma 2.5 kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dafl
di¢(v) = 1 gilt. Dann gibt es nach Satz 2.1 ein 7 aus fit, so dafl v-y = vy ist.
Setze W := w -~ und h := vy A w. Das Gitter hy, wird von vy und @ erzeugt.
Fir @ = (wy, we, w3, wy) folgt aus der Isotropieeigenschaft, dal w3 = 0 ist.
Das Gitter iLZ wird auch von w' = w — vy und vy erzeugt. Der t-Divisor
von w' ist dy(w') = ggT(0,0,¢) =t. Nunist h = (vg -7~ ") A (w'-y~!) und
hy = Z(vo -y~ 1) @ Z(w'-y~!). Aufgrund der Invarianz des t-Divisors unter
f(f,t folgt die Behauptung. O

Satz 2.7 Die Gruppe fcl’yt operiert transitiv auf der Menge der isotropen



11

Ebenen. Die Menge der flyt—Bahnen isotroper Ebenen wird von O(t) indi-
ziert.

Beweis: Es sei h = v Aw mit hy = Zv ® Zw und d¢(v) = 1 eine isotrope
Ebene. Nach Satz 2.1 gibt es ein v € f‘l’vt, so daB v -y = v ist. Wir
setzen @ = w -~y und h = vy A 0. Ist @ = (w1, e, W3, wy), so folgt aus
der Isotropieeigenschaft w3 = 0. Indem wir w; durch W — wivg ersetzen,
koénnen wir w; = 0 voraussetzen. Da vy und @ das Gitter }NLZ erzeugen,
ist ggT(ws,ws) = 1. Wihlen wir nun A\, u € Z mit A\we + pwg = 1, so ist
v = (2 _1;"1;4) € SL(2,Z) und jo(y) € f‘it iiberfiihrt die Ebene h nach
vo A v(1,0), womit die erste Aussage gezeigt ist.

Es sei nun h = vAw wie oben. Da f1,t auf der Menge der primitiven Vektoren
mit ¢-Divisor 1 transitiv operiert, konnen wir ohne Einschrankung h = vg Aw
annehmen. Wieder kénnen wir annehmen, dafl w; = 0 und aufgrund der
Isotropieeigenschaft von h ist wy = 0. Die Eintrige wo und w4 miissen
notwendigerweise teilerfremd sein, da w sonst nicht primitiv wére. Jede
isotrope Ebene ist also dquivalent zu einer Ebene der Form h = vg A v(wy w,)
mit ggT(wy,ws) = 1. Das Paar (wz,ws) kann kein Torsionselement in Z?2
sein und es definiert deshalb eine mit [w, w4] () bezeichnete Klasse in O(1).
Wir werden zeigen, dafl die Zuordnung

q) : [h]fl,t — [w2,w4]o(t)

wohldefiniert und bijektiv ist.
i) ® is wohldefiniert:

Dazu sel h := vg Ay eine zu h dquivalente isotrope Ebene, also h-y = h

Wy ,Wa)
fiir ein ¥ € I'y ;. Dann wird das Gitter hz von vg - ¥ und w - ¥ aufgespannt,
das heifit

vo
U) .

= avgy + bv(w2@4)
= cvg+ dv(w2@4)

2 -

fiir ein (Z Z) € GL(2,Z). Der t-Divisor ist unter der Operation von I'y ;
invariant, es gilt damit

und somit mufl ¢ = 0 mod ¢ gelten. Da ¢ und d teilerfremd sind, gilt
ggT(d,t) = 1. Die Zahl d reprisentiert also eine Einheit in Z;. Schreiben
wir ¥(w) = (W1, We, W3, W), S0 ist also (w9, ws) = (ds, dws) mod t. Nun
ist die Restklasse (wg,wy) mod ¢ unter fl,t invariant, es gilt also

(U)Q,UJ4) = (IDQ,@4) = (dﬁ)g,dﬁ)z}) mod ¢

Die Restklassen (wg,ws) mod t und (we9,ws) mod ¢ stimmen bis auf ein
Vielfaches eines Reprisentanten einer Einheit in Z; tiberein und somit ist

[wa, wil oy = [W2, W] o)
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ii) @ ist surjektiv:

Fiir eine Restklasse [w2, ws]o(;) wéhlen wir einen Représentanten (wj,w})
mit ggT(w),w)) = 1. Dann ist die Bahn von isotropen Ebenen, die durch
h = o A vy, W) représentiert wird, im Urbild von [we, w4]o(t).

iii) @ ist injektiv:

Es seien (wz,ws) und (wy, w}) zwei Représentanten aus [wa, ws]p,. Dann
ist (ewsq, ewy) = (wh,w)) mod t fiir einen Reprisentanten e einer Einheit in

Zy, also insbesondere ggT(e,t) = 1. Wahle nun A\, u € Z so, dafl (lz _eA>
aus SL(2,7Z) ist. Die Vektoren

V1= U0 = AUy wy)
W= 00 F €Uy wy)

spannen dann das Gitter hy auf.

Es gilt di(v) = ggT(u,0,t) = 1 und dy(w) = ggT(¢,0,t) = ¢t. Nach Ko-
rollar 2.2 gibt es ein v € fl,t mit ¥ -y = vg. Wir setzen w := @ - v und
schreiben w = (w1, W9, w3, ws). Dann mufl wieder w3 = 0 sein und oh-
ne Einschrinkung kénnen wir w; = 0 annehmen. Da die Kongruenzklasse

(ews, ewy) mod t invariant unter T'y ; ist, gilt
(o, 104) = (ews, ewy) = (wh,w)y) mod ¢

Nach [Sh, Lemma 1.42] gibt es ein g € I'1(t), so daB (w2, W4) - g = (wh, w))
ist. Die Matrix 7 := ja(g) ist aus I'; ; und

(0 7) A (V(aging) = F) = V0 A Vg ) = 1

Das heif3t also, v¥ € f‘l,t itberfithrt die isotrope Ebene h nach h/. O
Damit sind die Ecken der Titsgebiude 7 (T ;) und T(f“it) vollstandig be-
schrieben. Was bleibt, ist die Untersuchung der Kanten der Titsgebdude. Im
Fall T(f“it) koénnen wir uns auf die Ebene (1,0,0,0)A(0,1,0,0) beschrinken,
die bis auf Aquivalenz die Unterrdume enthilt, die von primitiven Vektoren
(8i,1,0,0) aufgespannt werden, wobei s; alle Teiler von ¢ durchliuft. Fiir
T(f‘l’vt) ergibt sich also eine (u(t)1,1,,(4))-Konfiguration:

Bild 1: 7(I'5,)
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Lemma 2.8 Sindr;,i =1,...,u(t) die Teiler von t, so enthilt jede isotrope
Ebene bis auf I'y -Aquivalenz genau

)

> é(r)

=1
Geraden.

Beweis: Es reicht aus, dazu die isotrope Ebene h = vg A vy o) zu betrachten.

Diese enthilt bis auf Aquivalenz die Geraden, die von primitiven Vektoren
der Form (r;, k,0,0) aufgespannt werden. Was bleibt, ist die Auswahl von
k aus Z;./ + 1, dessen Méchtigkeit wir mit ¢(r;) bestimmt haben. O

Wir bezeichnen mit §) ([wg,w4]o(t)> die Bahn von isotropen Ebenen, die

durch [w2, ws]py bzw. mit £ ([902,904]/\4(“) die Bahn von Geraden, die

durch den Teiler r und der Restklasse [x3, 4] v4(,) Destimms ist.

Lemma 2.9 Je zwei Ecken $ ([w2,w4]o(t)) und £ ([mg,de(T)) im Tits-

gebiude T(T1,) werden genaw dann miteinander verbunden, wenn (ws,w,)
und (z9,x4) die selben Restklassen in O(r) bestimmen.

Beweis: Da [wq,wy] € O(t) ist, reprisentiert (wq,w,) kein Torsionselement
in Z?. Die Zahl r teilt ¢+ und damit ist (ws,w,) auch kein Repriisentant eines
Torsionselements in Z?2, das heift, [wg,w,] o(r) it wohldefiniert.

(=)

Seien $) ([wQ,w4]O(t)> und £ <[$2,$4]M(,’.)) miteinander verbunden. Dann

gibt es fiir jedes Element i aus $ ([wg,w4]o(t)> einen Représentanten ¢ €

2([9@2,9@4]/\4(“) mit ¢ C h. Wir wihlen h = vy A V(wyuw,)- Mit v =
(v1,v9,v3,v4) bezeichnen wir den bis auf Vorzeichen eindeutig bestimm-
ten primitiven Vektor, der den Unterraum ¢ aufspannt. Dann I&8t sich
v als Linearkombination v = avg + bv(y, w,) fir a,b € Z schreiben. Da ¢
Reprisentant der Bahn £ ([mg,u]M(T)) ist, gilt di(v) = r und (vg,v4) =
(x9,24) mod r. Also mufl a die Kongruenz a = 0 mod r erfiillen. Dann ist
b aber Reprisentant einer Einheit in Z,, weil v sonst nicht primitiv wére.
Somit stimmen (vg,v4) und (ws, wy) bis auf eine Einheit in Z, iiberein und
damit gilt [we, walp(y = [v2, va] oy = (72, T4l oy

(<)

Es gelte [z2, 24]p(,) = (w2, w4l o,y und I = vo A V(wy wy) € H ([wg,w4]o(t)).
Nun ist (T2, T4] () = [€ws, €ws] v, fiir einen Repréisentanten e einer Ein-
heit in Z,. Betrachte den Unterraum ¢, der von (r,ews,0,ews) = rvg +
€V(wy,wy) € h erzeugt wird. Dann gilt £ C h, und nach [6U)2,€104]M(T) =

[z, 954]M(r) auch £ € £ ([wQ, 954]M(r))- O
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Mit diesen Angaben kénnen wir letzlich das Titsgebdude ’T(f‘u) angeben:

Satz 2.10 Das Titsgebiude T(T1 ;) ist ein Graph mit ¢(t) Ecken, die von
Geraden Lo = Quo und £, (4, v) = Q(r;,v2,0,v4) reprasentiert werden, wo-
bei r; alle Teiler # 1 von t und (ve,vy) alle Restklassen in M(r;) durchlduft,
sowie v(t) Ecken, die von Ebenen Plwy wa] = V0 A V(wsy wy) TEPTASENTIETT WET-
den, wobei (wa,ws) alle Restklassen in O(t) durchliuft. Jede Ecke Ry,
wird mit der Ecke £y verbunden und £, (,, ) wird genau dann mit der Ecke
Plws wy] verbunden, wenn (ve,vs) und (w2, ws) Reprisentanten der gleichen
Restklasse in O(r;) sind.

W
AR

/A‘}’.
AN

o . Ebenen und @ : Ceraden

Bild 2: T(fwlvm)

3 Die Gebiude T(fl,p(q)), p,q prim, p > 3.

Wir werden das Titsgebdude der Paramodulgruppe flvp(q) zur Stufe ¢ und
Typ (1,p) berechnen. Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dafl p sowie
q Primzahlen sind, und p > 3 ist. Die entsprechenden Modulrdume sind
(noch) nicht so griindlich untersucht worden: wir erwiéihnen aber den Fall
p =3, ¢ =2, das der Nieto-Quintic (sieche [BN]) entspricht.
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Die Gruppe f‘lyp(q) ist der Kern der Reduktionsabbildung ¢, : f(f,p —
GL(4,Z4). Allgemein bezeichnen wir mit A die Restklasse mod ¢ irgendeiner
Matrix A.

Lemma 3.1 Wenn p # q ist, ist das Bild qbq(f‘l”p) eine zu Sp(4,Zgq) konju-
gierte Untergruppe von GL(4,Z).

Beweis: Fiir jedes 7 € qbq(fiP) ist YA’y = A. Da p # ¢ ist, ist A eine
nicht-entartete schief-symmetrische quadratische Form auf Zg und damit

—15 0
Konjugation mit R, zu Sp(4,Z,) isomorph und enthlt qbq(fip).
1, S
0 1,

zu J = < 0 12) dquivalent. Die Gruppe Sp(A,Z,) ist deshalb durch

Nach [F, A.5.2] ist Sp(4,Z,) von J und ( ), S = 'S, erzeugt. Al-

— — — _71 — —
so ist Sp(A,Z,) von R,JR;! = < OE EO ) und R, <102 f) Ry =
- 2

1 Q!
2 5 erzeugt, wobei S’ = 512 -E7', 5; € Z. Es seien gan-
0 12 S9 S3

ze Zahlen A,y so gewdhlt, daB Ap — ug = 1 ist. Dann ist (102 f) mit
2

A ) g/
S = (32(13_‘1_ q) ii;) in I'{ , und insbesondere im Urbild von <102 i)

Wiéhlen wir anderenfalls ganze Zahlen A\, u mit —Ap 4+ ug = —1 und «a, § mit
ap + Bq = —p, so liegt

0 0 1 0

| 0 Bg 0 ag+ A
M = -1 0 O 0
0O —p O q

_ 1
in I'7 , und ¢¢(M) = <—0E EO ) O

Lemma 3.2 Ist ¢ # p, so operiert QSq(f’ip) transitiv auf Z‘ql\ {0}. Ist g =p,
so gibt es genau zwei %(f“fyﬁ—Bahnen auf Zf, \ {0}, und zwar ker A \ {0}
und Zf, \ ker A.

Beweis: Sp(4,Zq) operiert transitiv auf Z; \ {0} und nach Lemma 3.1 gilt
dieses damit auch fiir ¢,4(I'7 ), falls ¢ # p ist.

Im Falle ¢ = p ergibt sich: die Gruppe ¢,(I'7 ) erhilt die Form A sowie
ker A = {(0,62,0,774) | D9, Uy E_Zp}. Die Untergruppe <;5pj2(SL(2,Z)) < f‘ip
operiert wie SL(2,7Z,) auf ker A, also transitiv.

Sei dann (1,02, 73,04) € Zy \ {0} und (v1,73) # (0,0). Durch Anwendung
eines geeigneten Elements aus <;5pj1(SL(2,Z)) konnen wir annehmen, daf



16

(v1,03) = (1,0) ist. Aber (1,v2,0,04) wird von ¢q (Ma(—1)"M;(—1)"2),
gefolgt von einem Element aus ¢,j; ( SL(2, Z)) auf vy transformiert. O
Ein Vektor v € Z* heifit lang, wenn fiir alle w € Z* gilt: p|lvAtw, sonst heift
er kurz.

Bemerkung. Die langen Vektoren (bzw. kurzen Vektoren) sind gerade
die Vektoren v mit d,(v) = p (bzw. d,(v) = 1).

Lemma 3.3 Es seien v,y' € 7* kurz und primitiv. Die Vektoren v und v’
sind dann und nur dann I'y ,(q)-dquivalent, falls © = v' ist.

Beweis: Falls v' = v fiir ein y € flvp(q), ist klar, daB dann @ = o' gilt.

Sei dann o = ©/. Nach Lemma 3.2 diirfen wir annehmen, dal & = v
ist. Dann ist ggT(vy,v3) prim zu pqggT(ve,vs). Wenden wir Lemma 1.2
auf (vs,v1,pqua, —pquy) an, so liefert dieses ganze Zahlen A,y € 7Z, so dafl
geT(vy,v3 + Apquy — pupquy) = 1 ist. Wenden wir My (q)*M;(q)* auf v an,
so werden die Eintrige (vi,v3) nach (vy,v3 + Apqua — upqus — Aupq®vy)
transformiert. Es gilt ggT(v1,v3 + Apqua — pupqus — Aupg®vy) = 1.

Wir konnen also annehmen, dafl v; und wvs teilerfremd sind. Da auch
ggT(q,v1) = 1 ist, gibt es ganze Zahlen X, u' so daf8 Nvy + p'qus = 1
! !
ist. Die Matrix (>) _U3> ist aus I';(¢) und j; ((é _U?’>> transfor-

pq ol wq v
miert uns den Vektor v nach (1,vg,0,v4). Anwendung von My (g)~v*/9 fithrt
diesen nach (1, ve, —puvovy, 0) iber. Wieder durch Anwendung eines geeigne-
ten Elements aus j;(I'1(¢)) wird dieser nach (1,v9,0,0) transformiert, der
letztlich via Mj(g)~"2/% nach vg iibergeht. O

Lemma 3.4 Es seien v,v' € Z* lang und primitiv. Ist ¢ # p, so sind die
Vektoren v und v' dann und nur dann f‘lyp(q)—dquz'valent, falls v = V' ist.
Ist ¢ = p, so zerfillt jede Restklasse mod q von langen Vektoren aus Z* in
genau ¢ unterschiedliche Ty ,(q)-Bahnen.

Wie vorher kénnen wir nach Lemma 3.2 annehmen, dafl v = (0,1,0,0) €
Zg. Da ggT(vg,ve,qui,qus) = 1 ist, konnen wir A\, u € Z finden, so dafl
geT(va,vs + Aqui + pqus) = 1. Durch Anwendung von zuerst Ms(q)?
und danach Mj3(q)* wird v auf einen Vektor mit vq, vy teilerfremd trans-
formiert. Durch Anwendung eines Elements von jo (F1(q)) kénnen wir auf
v = (v1, 1,v3,0) reduzieren. Dann ist p sowie ¢ Teiler von ggT(vy,v3), da v
lang, bzw. v = (0,1,0,0) ist.

Bei ¢ # p gilt also pg|ggT(v1,v3) und wir setzen vy = pquv}, vs = pqus.
Wenden wir jetzt My(q)” gefolgt von einem Element aus j; (Fl(q)) an, so
kénnen wir statt (vq,1,v3,0) mit (v1,1,v3 + vpg,0) arbeiten. Wenn wir
ein geeignetes v wahlen, konnen wir annehmen, dal v = (vq, 1, v3,0) mit
geT (v}, vh) = 1 ist, und w3 # 0. Dieser wird aber von My(q) % gefolgt von
M3(g)* in (0,1,0,0) € Z* transformiert.
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Bei ¢ = p scheitert diese Argumentation, weil man statt v; = pqu, mit
geT(v],vy) = 1 nur vy = pvi, v = pvs und ggT(v],vs)|p hat. Jeder
lange primitive Vektor mit Restklasse v = (0,1,0,0) € Zé ist zu einem
(ap,1,0p,0), 0 < a, < p dquivalent. Es stellt sich noch die Frage, ob
diese Vektoren moglicherweise unter sich flyp (p)-dquivalent sind. Der Vek-
tor (0,1,0,0) ist aber weder zu (ap,1,0,0) noch zu (0,1, 3p,0) dquivalent
(a, B # 0). Sonst gibe es Matrizen M* aus f‘l,p(p), deren zweite Zei-
le (ap,1,0,0), bzw. (0,1,8p,0) ist. Dann wire aufgrund der symplekti-
schen Bedingungen z.B. Mﬂ = M{E: aber Ml"i = 1 und M{E = 0. Die
Bedingungen bei M~ fithren ebenfalls zum Widerspruch. Da (0,1,0,0) zu
(ap, 1, Bp,0) fip—éiquivalent ist und flyp (p)qfip ist, geniigt dieses um zu be-
weisen, dafl die Vektoren (ap, 1, 5p,0), 0 < a, 3 < p nicht flvp(p)—éiquivalent
sind. O

Satz 3.5 Bei q # p,2 (bzw. q = p, q = 2) zerfallen die eindimensionalen
isotropen Unterraume von Q' unter der Operation von 'y »(q) in ¢*—1 (bzuw.
q* — ¢%, 30) Bahnen.

Beweis: Jede Gerade ¢ C Q* enthilt genau zwei primitive Vektoren aus
Z*, die wir mit 4v; bezeichnen. Zwei Geraden ¢ und ¢ sind genau dann
aquivalent, wenn {fv,} mit {£fvp} dquivalent ist, also wenn vy zu Loy
dquivalent ist. Bei ¢ # p heifit das, dal vy und vy beide kurz oder beide
lang sind, und vy = vy ist. Die Bahnen der Geraden entsprechen also

[v7, Lénge] € (Zg \ {0}) x {kurz, lang}/ £ 1.

Bei q # 2 heifit das (¢* — 1).2/2 = ¢* — 1 Bahnen. Bei ¢ = 2 operiert +1
trivial und man hat also (¢* — 1).2 = 30 Bahnen.

Bei ¢ = p und v, kurz lauft alles wie oben, ausgenommen nur, dafl v; €
Zg \ ker A ist und es daher fiir vy statt ¢* — 1 nur ¢* — ¢* mogliche Werte
gibt. Man hat deshalb (¢*—¢?)/2 Bahnen von Geraden, die von einen kurzen
Vektor erzeugt sind. Ist v, lang, so hingt seine flyp (p)-Aquivalenzklasse nach
Lemma 3.4 nicht nur von 77 € ker A \ {0} sondern auch von der Restklasse
mod p? der Projektion von v, in b, l(ker A) ab. Dafiir gibt es genau p? = ¢?
mogliche Werte, man hat also (g% — 1)q¢? méogliche fl,p (p)-Aquivalenzklassen
des Vektors vy, und damit wiederum (¢* — ¢?)/2 Bahnen von Geraden, die
von einem langen Vektor erzeugt sind, also insgesamt (¢* — ¢?) Bahnen von
Geraden. O

Wenden wir uns nun den isotropen Ebenen aus Q* zu. Nach Korollar 2.6
kann jede isotrope Ebene h als Erzeugnis v A w eines kurzen Vektors v und
eines langen Vektors w mit hy = Zv @ Zw, geschrieben werden. Notwendi-
gerweise ist w # v, da hyz ebenfalls von v — w und w erzeugt ist und v — w
deshalb primitiv ist. Wéare w = v, so wire v — w durch ¢ teilbar.
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Satz 3.6 Ist ¢ # p,2 (bzw. ¢ = p, ¢ = 2), so enthilt jede isotrope Ebe-
ne bis auf I'1,(q)-Aquivalenz genau ¢*> — 1 (bzw. ¢*> — q, 6) verschiedene
emndimensionale Unterrdume.

Beweis: Aufgrund der Transitivitdt von f‘l’vp auf der Menge der isotropen
Ebenen reicht es aus, diese Aussage fiir die Ebene h = vy A (0,1,0,0) zu
zeigen. Diese Ebene enthilt kurze Vektoren mit genau den Restklassen
(a,3,0,0), (a,B) € ZZ \ {0} und zwar (a + Ag, 3,0,0), 0 < o, 3 < ¢ mit
a+ [ #2qund ggT(a+ Agq, ) = 1: bei ¢ = p aber ist @ = 0 nicht gestattet.
Das heiit bei ¢ # p,2 (bzw. ¢ =p, ¢ = 2) ¢*> — 1 (bzw. ¢* — ¢, 3) kurzen
Vektoren bis auf 'y ,(¢)-Aquivalenz, also (¢> —1)/2 (bzw. (¢*>—q)/2, 3) von
kurzen Vektoren erzeugten Geraden. Bei ¢ # p (insbesondere bei g = 2) gilt
dasselbe fiir lange Vektoren. Ist ¢ = p, so sind die Aquivalenzklassen von
langen Vektoren auf h von (Ag? + aq, 3,0,0) reprisentiert, wobei 0 < 3 < ¢,
0 < a < g und ggT(A¢? + aq, B) = 1 ist. Das heiBit g(¢ — 1) langen Vektoren
und wiederum ¢(q — 1)/2 von langen Vektoren erzeugten Geraden bis auf
T ,(p)-Aquivalenz. O

Lemma 3.7 Es seien h,h' zwei isotrope Ebenen. Gibt es zu jedem kurzen
bzw. langen Vektorv' aus h' einen kurzen bzw. langen Vektor v aus h, so daf
v und v' T'y ,(q)-dquivalent sind, so sind auch h und h' T'1 ,(q)-dquivalent.

Beweis: Es reicht aus, die Behauptung fiir A" = vy A (0,1,0,0) zu zeigen.
Nach Voraussetzung enthélt h einen kurzen Vektor v mit ¥ = vy und einen
langen Vektor w mit w = (0,1,0,0) (und, falls ¢ = p, auch w; = w3 =0
mod ¢?). Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, daf das Gitter hz von
v und w erzeugt wird. Es gibt nach Voraussetzung ein v € ' ,(¢), so daf
vy = vg ist. Wir setzen w := w-vy. Es folgt aus der Isotropiebedingung ws =
0. Da ]NLZ = Zwvgv & Zw auch von vy und W — wivy erzeugt wird, kénnen wir,
ohne die Restklasse @ oder bei ¢ = p die Restklasse von (w1,w3) mod ¢*
zu dndern, w; = 0 voraussetzen. Wie w ist @ primitiv, also ggT (g, ) =
1. Durch Anwendung eines geeigneten Elements aus j2(T'1(g)) wird @ auf
(0,1,0,0) und vy wieder auf vy, und damit h = hy ® Q auf b/, gefithrt. O

Satz 3.8 Ist ¢ # 2 (bzw. ¢ =2), so liegt jeder eindimensionale Unterraum
¢ C Q" in genau (¢* —1)/2 (bzw. 3) nicht T'y ,(q)-dquivalenten isotropen
Ebenen.

Beweis: Da Sp(A,Z) transitiv auf den Mengen der kurzen bzw. langen
Vektoren operiert, reicht es, die Aussage fiir den Fall { = Quy bzw. ¢ =
Q(0,1,0,0) zu beweisen. Es seien also £ = Quy und h = vy Aw eine isotrope
Ebene, w lang. Wie oben kénnen wir ohne Einschrinkung w = (0, ws, 0, wy)
mit ggT(wo,ws) = 1 voraussetzen. Dann kénnen wir vermége j2(T'1(q))
auch 0 < wy,wy < g annehmen: nach Lemma 3.4 sind diese Vektoren (auch
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bei ¢ = p) nicht dquivalent. Nach Lemma 3.7 sind die entsprechenden Ebe-
nen auch nicht dquivalent (aber vgA (0, w9, 0,wy) = vgA (0, g—ws, 0, g—wy)).
Das heiBt (¢?> — 1)/2 Ebenen, bzw. 3 Ebenen bei ¢ = 2.

Die Aussage fiir den Fall h = v A (0, 1,0,0) 148t sich (auch bei ¢ = p) analog
beweisen.

Satz 3.9 Es gibt bei ¢ # p,2 (baw. q¢ = p, ¢ = 2) genau (¢* —1)/2 (bzw.
(¢> — 1)(¢*> + q)/2, 15) Bahnen isotroper Ebenen.

Beweis: Das Titsgebdude hat nach Satz 3.5 und Satz 3.8 (¢% — 1)(¢* —1)/2
(bzw. (¢®> —1)(¢* — ¢?)/2, 90) Kanten. Nach Satz 3.6 entspricht jede Bahn
isotroper Ebenen ¢? — 1 (bzw. ¢ — ¢, 6) Kanten. O

Damit liegt fiir das Titsgebiude T (I'; ,(q)) eine (ap, cq)-Konfiguration vor,
wobei a = ¢ — 1 (bzw ¢* — ¢2, 30); b = (¢> — 1)/2 (bzw. (¢*> —1)/2, 3);
c=(¢"=1)/2 (bzw. (¢> —1)(¢*> +q)/2, 15); und d = ¢*> — 1 (bzw. ¢> —q, 6).
Setzen wir nun ¢ = 2 oder ¢ = 3 und ¢ # p voraus. Wir haben gese-
hen, dafl je zwei eindimensionale Unterrdume genau dann dquivalent sind,
wenn die erzeugenden primitiven Vektoren entweder beide kurz oder beide
lang sind, sowie die gleiche Restklassen mod ¢ bestimmen. Wir kénnen also
die Bahnen jeweils durch Zg \ {0}/ £ 1 indizieren. Ist ¢ = 2 oder 3, so
kénnen wir diese Menge auch als P3(Z,) auffassen. Nun konnen wir jede
isotrope Ebenen h als Erzeugnis zweier Vektoren v und w mit v # w dar-
stellen. Mit der obigen Identifikation kénnen wir damit h = TAW als Gerade
in Gr(1,P3(Z,)) auffassen. Nach Lemma 3.7 sind zwei isotrope Ebenen h
und A’ genau dann #quivalent, falls h = A’, das heiit, wenn sie die gleiche
Gerade in Gr(1,P3(Z,)) bestimmen. Wir kénnen also die Indexmenge der
Bahnen isotroper Ebenen als Teilmenge der Grassmannschen Gr(1,P3(Z,))
auffassen. Man kann jede Gerade in P durch ihre Pliickerkoordinaten be-
schreiben. In unserem Fall sind diese durch

v, W,
p;; = det (_ _ )
4 v Wj

fiir eine Gerade 7 AW € Gr(1,P?(Z,)) gegeben: bekanntlich ist (p;;) genau
dann in Gr(1,P3(Z,)), falls

P12P34 + P13p24 + p1ap23 = 0.
gilt.

Eine Gerade in Gr(1,P3(Zs)) repriisentiert genau dann isotrope Ebenen,
wenn h = U AW in Zo isotrop ist, das heiflt, wenn die Gleichung

det (31 El> = det (? 22>
vy W3 Vg4 Wy

erfullt ist.
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Eine Ebene ist also genau dann isotrop, wenn fiir ihre Pliickerkoordinaten
p13 = pas in Gr(1,P3(Z,)) gilt. Die Bahnen der isotropen Ebenen ent-
sprechen daher den Losungen in P4(Z,) von 2oz + 2223 + 23 = 0.

Im Fall ¢ = 2 kann man sich diese dann folgendermaflen veranschauli-
chen. Den Raum P3(Z,) stellen wir uns durch die Punkte dar, die bei
der baryzentrischen Unterteilung eines Tetraeders entstehen. Dies sind ge-
nau 4 Eckpunkte, 6 Kantenmittelpunkte, 4 Flachenmittelpunkte und ein
Schwerpunkt, also ingesamt 15 Punkte. Die Koordinaten der Eckpunkte
seien (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) und (0,0,0,1). Die Koordinaten der
anderen ergeben sich dann durch Addition. In dieses Gebilde kénnen wir
dann die 15 projektiven Geraden eintragen, die Bahnen isotroper Ebenen
entsprechen:

(0001)

~0(0010)

(1000)

(0100)

Bild 4: P3(Zs) und die Bahnen isotroper Ebenen im Fall g = 2
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