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¿?Ä�¿�À�Æ�Î(¿¹Ç ß�Î(É�À�×ÑÁ¹Î�Ò�½lÎ�Á¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î
P

Á¹Ä
E
Ï * Ä�ÈèÉ�Æ�Ê�¼EÁ¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î�Â©É«À�¼¬½5Ê�Á�ÌHØOÁ�É�Â�À�Â�Á¹ÄÃÁ¹Ó�À�¼¬½

Ê�Á�Ö�¿¹Î�Â©¿
Ä�À Ò�½�Î�Â�Ö�¿�À(Â�Ö�½¢ÓÔÁ�Ç�Ç�Á�Õ�½ ÒvÙ[ÈvØ¬Î(Á�+x½�Ê�À�Â�Á¹Ä
Π

Á�ÄqÁ¹Ä�½«äÔÁ�Î�ÌHÁ�Î�½�ébÂ�Î(Î�½ Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½�ÊlÁ¹Ì5Ø�Á�Ä¬½lÄ�À�É
Á
Ó�À(¼¬½qÙ�Æ¬Ä�Ò�Ç�½

T ∗M ⊗ E Ú ¿¹Ä�Ò+Â�À(ÉYÉ�È[ÌqÙOÁ¹Ç Î�½ ¿¹Ò¬É��
σ(P ) = σ(Π ◦ ∇) = Π

Ï��=Á�Õ ¿�É�É�Æ¬Ì5½
ähg�éfÂ©É=Á¹Ø¬À�Â�Ì5¿¹Çe¿�ÀYÉ�Á�ÌH½vØOÁ¹Â�Ä�À�Ï�»i¼¬½àÒ�Â©É(Ê�Æ�É(É�Â�Á¹Ä+¿¹Ù�Á�Ö�½àÉ�¼¬Á�Õ=ÉfÀ(¼�¿�À ∇ξ = α ⊗ ξ

¿�À=À(¼�¿�À
ØOÁ¹Â�Ä�À Ïf2fÆ�À

0 = Pξ = Π ◦ ∇ ξ = Π(α ⊗ ξ).»i¼[Æ�É Ú Á¹Ø�À(Â�Ì±¿
Ç�Â�ÀxÈ�Â©É�ØOÁ�É(É�Â�Ù¬Ç�½qÂ�Óf¿
Ä�ÒèÁ¹Ä�Ç�È+Â�Ó
P

Â©ÉYÄ¬Á
Àà¿
ÄÃ½lÇ�Ç�Â�Ø�À�Â©ÊHÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î Ï���Á�Ä[Ö¹½lÎ�É�½lÇ�È ÚÁ¹Ä�½�Ì5Â�Í�¼�À�Í¹Æ�½�É(É�À(¼�¿�À�¿
Ä[ÈH½lÇ�Ç�Â�Ø�À�Â©Ê«Á¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î
P

Í�Â�Ö�½�É�Î�Â©É�½ Ú ÓÔÁ�Îf¿¹Ä[È5É�½�Ê�À�Â�Á¹Ä
ξ
Â�Ä.Â�À(Éfá¹½�Î�Ä�½lÇ ÚÀ�Á±¿HÎ(½�ß�Ä¬½ Ò6¾v¿�À�ÁHÂ�Ä¬½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�ÀxÈ

ä���é |dξ| ≤ kP |∇ξ|
Õ�Â�À�¼+¿5Ê�Á¹Ä�ÉxÀ�¿
Ä�À

kP
Ò�½lØO½lÄ�Ò�Â�Ä�Í±Á¹Ä¬Ç�È?Á¹ÄÜÀ�¼�½vÁ¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î

P
Â�Ä[Ö¹Á¹Ç�Ö¹½ ÒbÏ

� ¯LU V¬¸�����´�µO· ²X¶uYà¸¹µO²��Ñµ�´�� V�]��W\�º��3[V³�X
6<½5ÊlÁ¹Ä�É�Â©Ò�½lÎv¿
ÄEÂ�Î(Î(½�Ò�Æ�ÊlÂ�Ù�Ç�½HÄ�¿�À(Æ¬Î�¿
Ç�Ö¹½ Ê�À(Á¹ÎYÙ¬Æ¬Ä�Ò�Ç�½

E
Á�Ö¹½lÎ�¿�Ë�Â�½�Ì±¿
Ä¬Ä¬Â©¿
Ä<Ì±¿
Ä¬Â�ÓÔÁ¹Ç©Ò

(M, g)
Á
ÓiÒ�Â�Ì5½�Ä�É�Â�Á¹Ä

n Ú Õ�Â
À(¼<É(Êl¿¹Ç�¿¹Î�Ø¬Î(Á�Ò�Æ�Ê�À 〈·, ·〉 ¿
Ä�ÒE¿.Ì5½lÀ�Î(Â�Ê�äÔÄ¬Á¹ÀvÄ¬½�Êl½�É(É�¿¹Î�Â�Ç�È S_½�Ö[Â
×
��Â�Ö�Â�À(¿[é_ÊlÁ¹Ä¬Ä�½�Ê�À(Â�Á�Ä ∇ Ï�2�Èà¿�É�É�Æ¬Ì5Ø�À(Â�Á�Ä Ú E Â©É�¿¹É(É�Á�Ê�Â©¿�À(½�Ò�À(ÁY¿¹ÄqÂ�Î�Î(½�Ò¬Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½�Î(½lØ¬Î(½�É�½lÄ�À�¿�À�Â�Á¹Ä
λ

Á
Ó«À�¼¬½�Í¹Î(Á¹Æ¬Ø
SO(n)

äÔÎ(½�É�Ø_Ï
Spin(n)

Â�Ó«Ä¬½ Ê�½�É(É(¿
Î(È¬é�Ï<»i¼�½ÜÀ(½lÄ�É�Á¹ÎHØ¬Î(Á�Ò�Æ�Ê�À5Á
Ó
λ

Õ�Â�À�¼
À�¼�½.ÉxÀ�¿
Ä�Ò�¿
Î�ÒEÎ(½lØ�Î�½ É�½�Ä�À�¿�À(Â�Á�Ä

τ
É�Ø¬Ç�Â�À(ÉqÂ�ÄRÂ�Î�Î(½�Ò¬Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½?Ê�Á¹Ì5ØOÁ¹Ä¬½�Ä�À(Éà¿�É

τ ⊗ λ = ⊕N
j=1µj

Ï
å¢Å�Æ¬Â�Ö�¿
Ç�½lÄ�À�Ç�È Ú ¿¹Ä�Ò.À�Á?É�½�À�Ä¬Á
À�¿�À(Â�Á�Ä�É Ú Õf½�Õ�Î�Â�À�½

T ∗M ⊗E = ⊕N
j=1Fj .


�Î(Á�+x½ Ê�À�Â�Á¹Ä�Á¹Ä6À(¼¬½
j
×�À(¼èÉ�Æ�ÌHÌ±¿¹Ä�Ò�Õ�Â�Ç�Ç_ÙO½qÒ�½lÄ�Á
À�½ Ò�Ù�È

Πj
Ï * Ø�¿¹Î�À�ÓÔÎ(Á¹Ì À�¼¬½q½)(¬Ê�½�Ø�À�Â�Á¹Ä�¿¹Ç

Êl¿�É�½�Õ�¼�½lÎ(½
T ∗M ⊗E ÊlÁ¹Ä�À(¿¹Â�Ä�É�ÀxÕ�ÁàÂ�Î(Î�½ Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½�Ê�Á�Ì5Ø�Á�Ä¬½lÄ�À(É�ÓÔÁ¹Î

SO(n)
Õ�¼¬Á�É�½«É�Æ¬Ì Â©É¢¿¹Ä

Â�Î�Î(½�Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½HÎ(½lØ¬Î(½�É�½lÄ�À(¿
À�Â�Á¹ÄÃÓÔÁ¹Î
O(n) Ú ½�¿�Ê�¼ Fj

Â©Év¿
Ä<½lÂ�Í¹½�Ä�É�Ø�¿¹Êl½qÓÔÁ�Î«À(¼¬½±½lÄ�Ò�Á¹Ì5Á¹Î(Ø¬¼¬Â©É�Ì
B

Á
Ó
T ∗M ⊗E

Ò�½lß�Ä¬½ Ò�¿�É

B(α ⊗ v) =

n∑

i=1

ei ⊗ (ei ∧ α) · v
Õ�¼¬½�Î�½�À�¼¬½�Ò�Á¹ÀXÌ5½ ¿
Ä�É À�¼�½i¿�Ê�À(Â�Á�ÄqÁ
Ó

so(n)
Á�ÄàÀ�¼�½fÎ(½lØ�Î�½ É�½�Ä�À�¿�À(Â�Á�ÄqÉ�Ø�¿¹Ê�½

E
Ï�»i¼¬½�½�Ä�Ò�Á�ÌHÁ�Î�×

Ø¬¼¬Â©É�Ì
B

Ø�Ç�¿'È�É�¿¹ÄHÂ�Ì5Ø�Á�Î�À�¿
Ä�À¢Î(Á¹Ç�½�Â�Ä?ÊlÁ¹Ä�ÓÔÁ�Î�Ì±¿¹Ç�Í¹½lÁ�Ì5½�À�Î(È ,! 9/ Ï�ÐÑÀ(É¢½lÂ�Í¹½lÄ[Ö�¿
Ç�Æ¬½ É�¿
Î(½=Êl¿
Ç�Ç�½�Ò
À�¼�½ >dC�B�")C$# K&% E�D F('nI�)�M^N Ú Ò�½�Ä¬Á
À(½�Ò wj Ú ¿¹Ä�Ò�Êl¿
Ä�ÙO½Y½ ¿¹É�Â�Ç�È?Ê�Á�Ì5Ø¬Æ�À�½ Ò?ÓÔÎ(Á¹Ì Î�½�Ø¬Î�½ É�½�Ä�À(¿�À(Â�Á�Ä�×
À�¼�½lÁ¹Î(½�À(Â�ÊvÒ�¿�À(¿*�¢À(¼¬½+�f¿¹É�Â�ÌHÂ�Î=Ä[Æ¬ÌCÙ�½�Î(É , 8�/ Á¹Ó�Î(½lØ�Î�½ É�½�Ä�À�¿�À(Â�Á�Ä�É

λ Ú τ ¿
Ä�Ò
µj

ä�Ä¬Á¹Î(Ì±¿
Ç�Â�Û�½�Ò
¿¹ÉCÀ(ÁE½�Ä�É�Æ�Î�½

C(so(n), τ) = n − 1 Ú É�½l½ * Ø¬ØO½lÄ�Ò¬Ân( * ÓÔÁ¹Î5Ì5Á¹Î(½�Á¹Ä4À(¼¬Â©ÉCØOÁ¹Â�Ä�À�é�Ï�Þ+Á�Î�½
Ø¬Î(½�ÊlÂ�É�½lÇ�È,�

wj =
1

2
(C(so(n), µj) − C(so(n), λ) − C(so(n), τ)) .

-/.	0�1!2�3�2547683�9:2�47683$1<;>=:?A@>?CB(D:6$E	0�?CF�GHG�G



��� ��� ��� �	��
���
�������������������������������
��� ��"!#����������$%
�&'
��

6<½.É�¼�¿
Ç�Ç�¿¹Ò¬Á¹Ø�Àà¼¬½�Î�½?À�¼¬½.ÊlÁ¹Ä[Ö¹½�Ä�À�Â�Á¹Ä B�CZM?M CaN���E 'OM Â�Î(Î�½ Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½±Î�½�Ø¬Î(½�É�½lÄ�À(¿
À�Â�Á¹Ä�É�Á¹Ó
O(n)Â�Ä�É�Â©Ò�½

τ⊗λ Â�Ä�À�Á�Â�Î�Î(½�Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½ É_ÓÔÁ�Î
SO(n)

Ï�»i¼¬Â©É�½lÄ�É�Æ¬Î(½�É À�¼�½iÊlÁ¹Ä�ÓÔÁ�Î�Ì±¿¹Ç�Õf½lÂ�Í¹¼�À(É�¿¹Î�½ % E<D�%��%N
H$' N)M�''B�>JM Ú ¼¬½�Ä�Ê�½lÓÔÁ¹Î�À�¼

Fj
Õ�Â�Ç�ÇY¿
Ç�Õf¿'È�É5Ò�½�Ä¬Á
À(½6À�¼¬½+½�Â�Í�½lÄ�É�Ø�¿¹Êl½+¿¹É(É�Á�Ê�Â©¿�À(½�Ò4À�Á

wj Ú ¿
Ä�Ò�Â�À
Ê�Á�Î�Î(½�É�ØOÁ¹Ä�Ò¬É À(Áq¿
Ä5Â�Î�Î(½�Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½�É�Æ¬Ì5Ì±¿
Ä�Ò5Á¹Ó

τ ⊗λ ½	(¬Ê�½lØ¬À¢Â�ÄHÀ(¼¬½=½)(¬Êl½lØ�À(Â�Á�Ä�¿
Ç�Ê�¿¹É�½�Å�Æ�Á
À�½ Ò
¿
ÙOÁ�Ö¹½HÕ�¼¬½�Î�½5Â�ÀàÂ�Éà¿6É�Æ¬Ì Á¹Ó¢ÀxÕfÁ6Â�Î(Î�½ Ò�Æ�ÊlÂ�Ù¬Ç�½�É�Ï±Þ+Á¹Î(½lÁ�Ö�½lÎ Ú Â�Î(Î(½�Ò�Æ�ÊlÂ�Ù�Ç�½±Ê�Á�Ì5Ø�Á�Ä¬½lÄ�À(É�Õ�Â�Ç�Ç
ÙO½qÁ¹Î�Ò�½�Î�½ Ò.ÓÔÎ(Á¹Ì

1
À(Á
N

ä�À(¼¬½CÄ[Æ¬ÌCÙ�½�Î�Á¹Ó�Ò¬Â�É�À�Â�Ä�Ê�ÀY½lÂ�Í¹½�Ä�É�Ø�¿¹Ê�½ É�é�Â�Ä ä�ÉxÀ(Î�Â©Ê�À(Ç�È�é�Ò¬½�Ê�Î(½�¿�É�Â�Ä¬Í
Á¹Î�Ò�½�ÎvÁ
Ó�Ê�Á¹Ä¬ÓÔÁ¹Î(Ì5¿¹Ç�Õ�½�Â�Í�¼�À(É?ä�É�½�½ * Ø¬ØO½lÄ�Ò¬Ân( * ÓÔÁ¹ÎqÌHÁ�Î�½?Ò¬½�À(¿¹Â�Ç©ÉvÁ�ÄEÀ(¼¬½?Î(½lØ¬Î(½�É�½lÄ�À�¿�À�Â�Á¹Ä
À�¼�½lÁ¹Î(È?Â�Ä[Ö¹Á¹Ç�Ö¹½ Ò�é�Ï

Ý[Â�Ä�Ê�½YÀ(¼¬½lÈ�¿
Î(½Y½ ¿¹É�Â�Ç�È.ÊlÁ¹Ì5Ø¬Æ�À�¿
Ù¬Ç�½ Ú ¿¹Ç�ÇbÀ(¼¬½vÎ(½�É�Æ¬Ç
À�ÉfÀ�¼�¿
À�ÓÔÁ¹Ç�Ç�Á�Õ Õ�Â�Ç�Ç_ÙO½vÍ¹Â�Ö¹½lÄ�Â�ÄÜÀ(½lÎ(Ì±É
Á
ÓOÀ�¼�½=Ê�Á¹Ä¬ÓÔÁ¹Î(Ì5¿¹Ç[Õ�½�Â�Í�¼�À�É Ú Á¹Î�Ì5Á¹Î(½iØ¬Î�½ Ê�Â©É�½�Ç�ÈqÂ�ÄHÀ�½�Î�Ì±É�Á¹Ó�À(¼¬½ KLCJH:' �uFdHW>dC�B�")C$# K&% E�D F8'nI�)�MON

w̃j = wj + (n− 1)/2 Ú ½lÂ�Í¹½�Ä�Ö�¿¹Ç�Æ¬½ ÉfÁ
ÓXÀ�¼¬½�À(Î(¿¹Ä�É�Ç©¿�À(½�Ò.Á¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î
B̃ = B + (n− 1)/2 id

Ï
��¿
À�Æ¬Î�¿
Ç¬ß�Î(É�À�Á�Î(Ò¬½lÎ¢Ò�Â�âV½lÎ(½lÄ�À�Â©¿
ÇO¿
Î(½�Â�Ä�Ò¬½)(�½�Ò±Ù[È5É�Æ�Ù�É�½lÀ(É

I
Á¹Ó {1, . . . , N} Ï�»i¼¬½lÈ±¿¹Ç�ÇO¿
Î(½

Á
Ó À�¼¬½�ÓÔÁ�Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬ÍHÓÔÁ¹Î(Ì �

PI =
∑

i∈I

ai Πi ◦ ∇ ;

¿
Ä[È+É�Æ�Ê�¼èÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î«Â�ÉYÉ�¿¹Â�Ò+À�Á�Ù�½6äÔÂ�Ä +x½�Ê�À�Â�Ö¹½�Ç�È Ú Á¹Î�Á�Ö�½lÎ�Ò�½�À(½lÎ(Ì5Â�Ä¬½ Ò�éf½�Ç�Ç�Â�Ø¬À�Â©ÊqÂ�Ó�Â�À(ÉYÉ�È[ÌCÙ�Á�Ç
ΠI =

∑
i∈I aiΠi

Ò¬Á�½ ÉXÄ¬Á
À�Ö�¿
Ä¬Â©É�¼CÁ¹ÄH¿
Ä[ÈàÒ�½�ÊlÁ¹Ì5ØOÁ�É(¿
Ù¬Ç�½¢½�Ç�½�ÌH½�Ä�À
α⊗v Á
Ó

T ∗M⊗E ÏX»i¼�½
Ê�Á[½��±ÊlÂ�½�Ä�À(É

ai
Êl¿¹Ä+¿
Ç�Ç_Ù�½àÉ�½�À�À(Á

1
Õ�Â
À(¼¬Á¹Æ¬À=¼�¿
Î(Ì ¿�ÉiÇ�È[Â�Ä¬Í±Â�Ä�À(¼¬½àá¹½�Î�Ä�½lÇbÁ
ÓXÀ�¼�½àÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î

Â©É¢½ Å�Æ�Â�Ö�¿
Ç�½lÄ�À�À�ÁqÇ�È[Â�Ä�ÍqÂ�Ä?À�¼�½«Â�Ä�À�½lÎ�É�½�Ê�À(Â�Á�Ä±Á
Ó_À(¼¬½�á�½lÎ(Ä¬½lÇ©É�Á
Óe¿
Ç�Ç�À�¼¬½Y½lÇ�½lÌ5½lÄ�À�¿
Î(ÈCÁ�Ø�½�Î(¿
À�Á¹Î�É
Pi = Πi ◦ ∇

ÓÔÁ¹Î
i
Â�Ä
I
¿¹Ä�Ò.ÙO½lÂ�Ä¬Í5½lÇ�Ç�Â�Ø�À(Â�Ê�Â©Éi½�Å�Æ¬Â�Ö�¿
Ç�½lÄ�ÀfÀ�ÁHÀ�¼¬½YÓ�¿�Ê�À�À�¼�¿�À�Ä¬Á±Ò�½�ÊlÁ¹Ì5ØOÁ�É�½�Ò

À�½�Ä�É�Á¹Î�Ø¬Î(Á�Ò�Æ�Ê�À�Ç�Â�Ö�½�ÉiÂ�Ä�À�¼¬½vÂ�Ä�À�½lÎ�É�½�Ê�À(Â�Á�Ä.Á¹Ó À(¼¬½vá¹½�Î�Ä¬½�Ç�ÉfÁ¹Ó À(¼¬½
Πi

Ï
å�Ç�Ç�Â�Ø�À(Â�ÊfÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�ÉeÂ�ÄCÀ�¼¬Â©É�É�½�Ä�É�½i¼�¿'Ö�½¢ÙO½l½�ÄHÊlÁ¹Ì5Ø¬Ç�½�À�½�Ç�ÈàÊlÇ�¿�É�É�Â�ß�½�ÒqÙ�Èà»�Ï�2fÎ�¿
Ä�É�Á¹ÄqÂ�Ä , 5�/ Ï

Ý[Â�Ä�Ê�½�¿
Ä[È5É�½lÀ
J

ÊlÁ¹Ä�À(¿¹Â�Ä�Â�Ä¬ÍC¿qÉ�Æ¬Ù�É�½�À
I
É�Æ�Ê�¼±À(¼�¿�À

PI
Â©É�½lÇ�Ç�Â�Ø�À�Â©ÊYÍ¹Â�Ö¹½ É�Î(Â�É�½=À(ÁC¿
ÄÜÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î

PJ
Õ�¼¬Â©Ê�¼ÃÂ©É�¿
Ç©É�ÁÜ½lÇ�Ç�Â�Ø�À(Â�Ê Ú Â
ÀàÉ�Æ	�?Ê�½ É�À(Á�Ò¬½�É(Ê�Î(Â�ÙO½qÀ(¼¬½5É�½lÀ�Á¹Ó K+''B�''K&% E F	E'E ' ��M�'^> C
��F8# %ZM C:#dN Ú

'��'F�� À�¼�½.É�½lÀàÁ
Ó�Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�É
PI

É�Æ�Ê�¼EÀ(¼�¿�À
PJ

Â©ÉàÄ¬Á¹Àq½lÇ�Ç�Â�Ø�À(Â�Ê±ÓÔÁ¹Îq¿¹Ä�ÈEØ¬Î(Á¹ØO½lÎàÉ�Æ¬Ù�É�½�À
J

Á
Ó
I
Ï�»�Ï;2�Î�¿
Ä�É�Á�Ä�
 ÉYÎ(½�É�Æ¬Ç�ÀqØ¬Î(Á�Ö�Â©Ò�½ Év¿
ÄR½)(�Ø¬Ç�Â�ÊlÂ
ÀHÒ�½�É(Ê�Î(Â�Ø¬À�Â�Á¹ÄRÁ
ÓfÀ�¼¬Â©ÉqÉ�½�À�ä�É�½l½ * Ø�Ø�½�Ä�Ò�Âq(#2

ÓÔÁ¹Î�Ì5Á¹Î(½CÒ¬½�À(¿¹Â�Ç©É�é�Ï ��Á¹Î�½)(¬¿
Ì5Ø¬Ç�½ Ú À(¼¬½5¼¬Â�Í¹¼¬½ ÉxÀ�Õ�½�Â�Í�¼�À«Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î
P{1}

Â�É�¿¹Ç�Õi¿'È�É�Ì5Â�Ä¬Â�Ì±¿¹Ç
½lÇ�Ç�Â�Ø�À(Â�Ê¹Ï Þ+Á�Î�½�Á�Ö¹½lÎC¿
Ä�Ò�Å�Æ�Â
À(½�É�Æ¬Î(Ø¬Î�Â©É�Â�Ä¬Í�Ç�È Ú É�½lÀ(ÉHÁ
Ó«Â�Ä�Ò¬Â�Êl½�É5Ê�Á�Î�Î(½�É�Ø�Á�Ä�Ò�Â�Ä¬Í+À(ÁEÌ5Â�Ä¬Â�Ì±¿¹Ç
½lÇ�Ç�Â�Ø�À(Â�ÊYÁ�Ø�½�Î(¿
À�Á¹Î�Éf¿
Î(½«¿
Ç�Õi¿'È[ÉfÉ�Ì5¿¹Ç�ÇH��Â�ÄÜÓ�¿¹Ê�ÀiÀ�¼¬½�È?Ê�Á¹Ä�À�¿
Â�ÄÜ¿�À�Ì5Á�É�ÀiÁ¹Ä¬½YÁ¹ÎfÀxÕfÁC½�Ç�½�ÌH½�Ä�À(É�Ï

� Æ¬ÎiÍ¹Æ�Â�Ò�Â�Ä¬Í5Ø¬¼¬Â�Ç�Á�É�Á¹Ø¬¼[È±Õ�Â�Ç�Ç_Ä�Á�Õ Ù�½�À(Á5Ø¬Î�Á�Ö�½«Î(½�ß�Ä¬½�Ò�¾v¿�À(ÁCÂ�Ä¬½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�À�Â�½�ÉfÓÔÁ�Î=É�½ Ê�À(Â�Á�Ä�É
Ç�È�Â�Ä¬Í?Â�ÄèÀ(¼¬½qá�½lÎ(Ä¬½lÇ©É=Á¹Ó�Ä�¿�À(Æ¬Î�¿
Ç_ß�Î(É�À�×ÑÁ¹Î�Ò�½lÎ�½lÇ�Ç�Â�Ø�À�Â©ÊàÁ�Ø�½�Î(¿
À�Á�Î(É�Á�Ä

E Ú Õ�Â
À(¼èÀ(¼¬½CÊlÁ¹Ä�É�À(¿¹Ä�À�É
Í¹Â�Ö¹½�Ä.Â�Ä?À(½lÎ(Ì5ÉfÁ¹ÓeÀ�¼�½5ä�Ì5Á[Ò¬Â
ß�½ Ò�é�Ê�Á�Ä�ÓÔÁ¹Î(Ì±¿
ÇOÕ�½�Â�Í�¼�À�ÉlÏ�ÐÑÀ�Â©Éf¿¹Ä.Â�Ä�À�½lÎ(½�É�À�Â�Ä¬ÍCÓÔ½�¿
À�Æ¬Î(½«Á¹Ó_À�¼�½
Ø¬Î(Á¹Ù¬Ç�½lÌGÀ(Á.Ä¬Á¹À�½àÀ(¼�¿�ÀYÀxÕfÁ.Í¹½�Ä[Æ¬Â�Ä�½lÇ�È�Ò�Â�âV½lÎ(½lÄ�ÀYÌ5½lÀ�¼¬Á�Ò¬É«Ç�½ ¿¹ÒèÀ�Á?À(¼¬½HÎ�½ É�Æ¬Ç�À(É�Ï?2fÁ¹À�¼Ã½�Ä�Ò
Æ¬Ø6Õ�Â�À�¼èÉ�½lÌ5Â
×Ñ½)(�Ø¬Ç�Â©Ê�Â�À=½)(�Ø¬Î(½�É(É�Â�Á¹Ä�ÉfÁ¹ÓXÀ(¼¬½àÊ�Á�Ä�É�À(¿
Ä�À�É Ú Õ�¼�Â�Ê�¼+Êl¿¹Ä6Ù�½vÁ�Ù�À(¿¹Â�Ä¬½ Ò�Ù�È�É�Á�Ç�Ö[Â�Ä¬Í
¿6Ì5Â�Ä�Â�Ì5Â�Û�¿�À(Â�Á�Ä4Ø¬Î(Á¹Ù¬Ç�½lÌ Á�Ö¹½�Îà¿6ß�Ä¬Â�À�½.É�½�ÀCÁ
Ó�Î�½ ¿
Ç�Ä[Æ¬ÌCÙ�½�Î(É�Ï+»i¼¬½?Î(½�É�Æ¬Ç�À(ÉàÊ�¿
ÄRÀ�¼�½lÄ0ÙO½
Ì±¿¹Ò�½vÊlÁ¹Ì5Ø¬Ç�½�À�½�Ç�ÈÜ½)(�Ø¬Ç�Â�ÊlÂ
À�Â�Ä+¿CÇ©¿
Î(Í¹½YÄ[Æ¬ÌqÙO½lÎ�Á
ÓXÊ�¿¹É�½�É�Ï

»i¼¬½Cß�Î�ÉxÀYÌH½lÀ�¼¬Á�Ò Ú Ò�½lÖ[Â©É�½ Ò+Ù[È6À�¼¬½±¿
Æ¬À�¼¬Á�Î(É Ú Ê�¿
ÄEÙ�½5Ê�Á�Ä�É�Â©Ò�½�Î�½ Òè¿¹É«À�¼�½ EqC�> % E KLF	M )�C�H Ï
ÐÑÀ�Î(½lÇ�Â�½�É�Á�Ä?½lÇ©¿
ÙOÁ¹Î�¿�À(½�¿
Ç�Í¹½�Ù¬Î�¿
Â©Ê�Ê�Á¹Ä�É�Â©Ò�½lÎ�¿�À(Â�Á�Ä�É�Á�Ä5À�¼¬½�Ê�Á�Ä�ÓÔÁ¹Î(Ì±¿
Ç¬Õf½lÂ�Í¹¼�À(É�À�Á�Í¹½�À(¼¬½lÎ�Õ�Â
À(¼
¿���Ç�Â�Ä¬½ ¿
ÎfØ¬Î(Á¹Í¹Î�¿
Ì5Ì5Â�Ä¬Í���Ø¬Î(Á¹Ù¬Ç�½lÌ6Ï�ÐÑÀfÂ©ÉiÉ�¼�¿
Î(Ø?¿
Ä�ÒÜ¿
Ç©É�ÁCØ¬Î�Á�Ö[Â©Ò�½�É�¿
Ä?½	(�Ø¬Ç�Â©Ê�Â�À�Ò�½�É(Ê�Î(Â�Ø¬À�Â�Á¹Ä
Á
ÓeÀ�¼¬½vÉ�½�Ê�À(Â�Á�Ä�ÉiÉ�¿
À�Â©ÉxÓÔÈ[Â�Ä¬ÍH½�Å�Æ�¿
Ç�Â�ÀxÈ±Â�Ä.À�¼¬½�Î(½�ß�Ä¬½ Ò.¾v¿
À�ÁHÂ�Ä¬½ Å�Æ�¿
Ç�Â
ÀxÈ?¿
Àf½ ¿¹Ê�¼ÜØ�Á�Â�Ä�À�Ï�ÐÑÀi¼�¿�É
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À�¼�½?Æ¬Ä�ÓÔÁ�Î�À(Æ¬Ä�¿�À(½5ÓÔ½�¿
À�Æ¬Î(½?Á
ÓiÙO½lÂ�Ä¬ÍèÄ¬Á�Ä�×ÑÉ�¼�¿¹Î�ØEÓÔÁ¹ÎqÉ�Á¹Ì5½?É�Ì±¿
Ç�Ç�äÔØ¬Î(½�ÊlÂ�É�½lÇ�ÈÃá[Ä¬Á�Õ�ÄVéYÉ�½lÀqÁ
Ó
Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�É Ú ¼¬Á�Ø�½lÓÔÆ¬Ç�Ç�ÈÜÉ�½lÇ©Ò�Á�Ì ½lÄ�Ê�Á¹Æ�Ä�À(½lÎ(½�Ò.Â�Ä6Ø¬Î�¿¹Ê�À�Â©Ê�½¹Ï

»i¼¬½�É�½�ÊlÁ¹Ä�ÒHÁ�Ä¬½ Ú Á¹Î�À(¼¬½ IZEqC�� %�E�K FJM�)�CJH Ú Â�É�Ò�Æ¬½�À(Áq»�Ï�2fÎ�¿
Ä�É�Á¹Ä_ÏXÐÑÀ¢Í�Â�Ö�½�É�¿vÎ(½�ß�Ä¬½�Ò±¾v¿
À�Á
Â�Ä¬½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�ÀxÈÜÂ�Ä+½lÖ�½lÎ(È�Ê�¿¹É�½ Ú É�¼�¿¹Î�Ø�Ä¬½�É(ÉiÂ�ÉY¿
Ç©É�Á?Ê�Ç�½�¿
Î�Ù¬Æ�À�À(¼¬½q½ Å�Æ�¿
Ç�Â
ÀxÈ6Êl¿�É�½ É�
�Ò�½�É(Ê�Î(Â�Ø¬À�Â�Á¹Ä+Â©É
Ç�½�É(É Ø�Î�½ Ê�Â©É�½�Ï »i¼¬½fØ¬Î(Á�Á¹Ó�ÉXÎ�½�Ç�È�Á¹ÄqÀ�¼¬½�É�Ø�½ Ê�À(Î(¿¹Ç[ÊlÁ¹Ì5Ø¬Æ�À�¿�À(Â�Á�Ä�ÉeÁ�ÄàÀ(¼¬½iÎ�Á�Æ¬Ä�ÒqÉ�Ø¬¼¬½�Î�½iÒ�Á�Ä¬½�Â�Ä
, 5�/ Æ�É�Â�Ä¬ÍCØ�Á�Õf½lÎ�ÓÔÆ¬Ç�À�½ Ê�¼¬Ä¬Â©Å�Æ�½�É�Á
Ó_¼�¿¹Î�Ì5Á¹Ä�Â�Ê«¿
Ä�¿¹Ç�È�É�Â�É Ú À(Á¹Í¹½lÀ�¼¬½�Î�Õ�Â�À�¼�¿qÊlÇ�½�Ö¹½lÎ�½lÇ�½lÌ5½lÄ�À�¿
Î(È
Ç�½lÌ5Ì±¿±À�¼�¿�À«Î(½lÇ©¿�À(½�É=À�¼¬½Há[Ä¬Á�Õ�Ç�½ Ò�Í¹½vÁ¹Ó�À�¼¬½5É�Ø�½ Ê�À�Î(Æ¬ÌDÁ
Ó¢¿¹ÄèÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�À(Á.Â�Ä�ÓÔÁ¹Î(Ì±¿�À(Â�Á�Ä+Á¹Ä
Â�À(É=É�È[ÌqÙOÁ¹ÇzÏ

5 ¯L_aV�³�µ0¸�µ�²;Xl³�V¬²V³JX�Y ]�º�²�\9V�´��X´�µ ��´ V�� �4º�²�� � \�³J[Xµ_¶�µ �=¸�µ ����· ³JV�³ º�µO²
»i¼¬½HÒ�Â�Î(½�Ê�À«Ì5½�À(¼¬Á�Òèß�Ä�Ò¬É«Â
À�É«Î(Á[Á
À�É=Â�ÄèÀ�¼�½CØ¬Î(Á[Á
Ó�Á¹Ó�À�¼¬½5Ê�Ç©¿¹É(É�Â�Ê�¿
Ç ¾v¿
À�Á?Â�Ä¬½ Å�Æ�¿
Ç�Â
ÀxÈ,��Â�À

¿
Â�Ì±É�¿�À�Á¹Ù¬À(¿
Â�Ä¬Â�Ä¬Í±¿5Î�½lß�Ä¬½ Ò�Ý�Ê�¼[Õi¿
Î(Û«Â�Ä¬½ Å�Æ�¿
Ç�Â
ÀxÈ±ÓÔÁ�Î
∣∣〈∇ξ, ξ〉

∣∣
Õ�¼¬½�Ä

ξ
Â�É�¿HÉ�½�Ê�À�Â�Á¹Ä�Ç�È[Â�Ä¬Í5Â�Ä�À(¼¬½vá¹½�Î�Ä¬½�ÇbÁ
Ó�¿
Ä6½lÇ�Ç�Â�Ø�À(Â�ÊYß�Î�É�À�×ÑÁ¹Î�Ò�½lÎfÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î

PI
Ï

5 ¯�®O¯��Ü²�X�V�³���¯
	 ��Á�Ä�É�Â©Ò�½�Î
Φ

¿
Ä+½�Ç�½�Ì5½lÄ�À«Á¹Ó
kerΠI

¿�ÀYÉ�Á¹Ì5½àØOÁ¹Â�Ä�ÀHä�¿¹É«Â�É ∇ξ ¿�À«½ ¿¹Ê�¼
ØOÁ¹Â�Ä�À�é5¿
Ä�Ò

v
¿
Äã½�Ç�½�ÌH½�Ä�À.Á
Ó

E
¿�À?À(¼¬½ÃÉ(¿
Ì5½+ØOÁ¹Â�Ä�À<ä�¿¹É.Â�É

ξ
é�Ï 6E½EÇ�½lÀ

I
¿0É�Æ¬Ù�É�½�ÀÜÁ
Ó

{1, . . . , N} Ú Ò�½lÄ�Á
À�½vÙ[È
Î
Â
À�É=Ê�Á�Ì5Ø¬Ç�½�Ì5½lÄ�À�Â�Ä {1, . . . , N} ¿
Ä�Ò�ÊlÁ¹Ì5Ø¬Æ�À(½

sup
|v|=1

∣∣〈Φ, v〉
∣∣ ≤ sup

|α|=|v|=1

∣∣〈Φ, α⊗ v〉
∣∣ = sup

|α|=|v|=1

∣∣〈Φ,ΠÎ (α⊗ v)〉
∣∣

≤
(

sup
|α|=|v|=1

|ΠÎ(α⊗ v)|
)

|Φ|.
ä��[é

»i¼¬Â©ÉàÍ�Â�Ö�½�Éà¿+Î(½�ß�Ä¬½�Ò0¾v¿
À�Á+Â�Ä¬½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�ÀxÈEÕ�Â�À�¼
kI = sup|α|=|v|=1 |ΠÎ (α ⊗ v)| ÏÃÞ+Á¹Î(½lÁ�Ö�½lÎ Ú½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�ÀxÈH¼¬Á¹Ç©Ò¬É�Â�Ä?Â�ÀiÂ
Ó ¿¹Ä�Ò±Á�Ä¬Ç�ÈHÂ�ÓeÂ
Ài¼¬Á�Ç�Ò¬É¢Â�Ä.À�¼¬½«Î�½lß�Ä¬½ Ò.Ý�Ê�¼[Õf¿¹Î�Û�Â�Ä¬½ Å�Æ�¿
Ç�Â
ÀxÈ5Õ�Â�À�¼

v = ξ¿
Ä�Ò
Φ = ∇ξ Ï e�½lÄ�Êl½qÂ�ÀYÂ©É«¿¹Ç�Í�½lÙ¬Î�¿
Â©Êl¿¹Ç�Ç�ÈÜÉ�¼�¿¹Î�ØÃÉ�Â�Ä�Ê�½qÀ�¼¬½HÉ�Æ¬Ø�Î�½�ÌqÆ¬ÌDÂ©ÉY¿¹Ç�Õi¿'È�É=¿�À�À(¿¹Â�Ä¬½ Ò

Ù[ÈEÊlÁ¹Ì5Ø�¿¹Ê�À�Ä¬½ É�É�Ï?ÐÑÓi½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�ÀxÈÃ¼¬Á�Ç�Ò�É Ú À�¼¬½�Ä ∇ξ = ΠÎ (α ⊗ ξ)
ÓÔÁ�ÎqÉ�Á¹Ì5½

α ⊗ ξ
É�Æ�Ê�¼EÀ(¼�¿�À

|ΠÎ(α ⊗ ξ)| Â©ÉHÌ±¿ (�Â�Ì±¿¹Çf¿¹ÌHÁ�Ä¬ÍE¿¹Ç�Ç |ΠÎ(α ⊗ v)| Õ�Â�À�¼ |α| = |v| = 1
Ï0Þ+Á¹Î(½lÁ�Ö�½lÎqÉ�Æ�Ê�¼

¿+É�Â
À(Æ�¿�À(Â�Á�Ä4Êl¿
ÄR½ ¿¹É�Â�Ç�ÈÃÙO½Ü¿�Ê�¼¬Â�½�Ö¹½ ÒÃÂ�ÄRÀ�¼¬½.æ�¿�ÀqÊ�¿¹É�½±Õ�Â
À(¼ ¿+É�Æ¬Â
À�¿
Ù¬Ç�½.¿��5Ä�½.É�Á�Ç�Æ¬À�Â�Á¹ÄRÁ
Ó
PIξ = 0

Ï

5 ¯ T_¯�
 \sX µ�]�· ³�º�µO²ãµ �=³J[;\��X´'µ���]^\ � ¯�	 6<½àÄ¬Á�ÕTÓÔÁ¹Ç�Ç�Á�Õ À�¼�½qÉxÀ�¿
Ä�Ò�¿
Î�Ò.Ì5½�À(¼¬Á�Ò6Á
ÓfSe¿
×
Í¹Î�¿
Ä�Í¹½YÂ�Ä�À�½�Î�ØOÁ¹Ç©¿�À(Â�Á�Ä_ÏXå¢¿¹Ê�¼6Ø¬Î(Á�+x½ Ê�À�Â�Á¹Ä

Πj
Êl¿¹ÄÜÙO½vÕ�Î�Â�À�À(½lÄ+¿¹É

Πj =
∏

k 6=j

B̃ − w̃kId

w̃j − w̃k
=

∑N
k=0 w̃

N−1−k
j

(∑k
`=0(−1)`σ`(w)B̃k−`

)

∏
k 6=j(w̃j − w̃k)

,

Õ�¼¬½�Î�½
σi(w)

Ò�½lÄ¬Á¹À�½ ÉfÀ�¼¬½
i
×�À(¼6½lÇ�½lÌ5½lÄ�À(¿¹Î�È?É�È[Ì5ÌH½lÀ�Î(Â�Ê«ÓÔÆ¬Ä�Ê�À�Â�Á¹Ä6Á¹ÓeÀ�¼�½vÌHÁ�Ò�Â�ß�½ ÒÜÕf½lÂ�Í¹¼�À�É

ä�¿�É�Â�À=Õ�Â�Ç�Ç ¿¹Ø¬Ø�½ ¿
Î�ÙO½lÇ�Á�Õ Ú Â�À�Â�É=ÌqÆ�Ê�¼6½�¿�É�Â�½lÎiÀ(Á±Õ�Á�Î�á.Õ�Â
À(¼6À�¼¬½vÌ5Á�Ò�Â�ß�½�Ò6Î�¿�À(¼¬½lÎiÀ(¼�¿
Ä�À�¼�½
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Á¹Î(Â�Í¹Â�Ä�¿
ÇVÕf½lÂ�Í¹¼�À(É�é�Ï 0«½�ß�Ä¬Â�Ä¬Í
Ãk

¿�ÉfÀ�¼¬½�Á�Ø�½�Î(¿
À�Á¹Î�É

Ãk =
k∑

`=0

(−1)`σ`(w)B̃k−`,

Õf½Y½�Ä�Ò�Æ¬Ø6Õ�Â
À(¼

|Πj(α ⊗ v)|2 =
∣∣〈Πj(α⊗ v), α ⊗ v〉

∣∣ =
∑N

k=0 w̃
N−1−k
j 〈Ãk(α⊗ v), α⊗ v〉∏

k 6=j(w̃j − w̃k)
.

»i¼¬Â©ÉàÓÔÁ�Î�ÌCÆ¬Ç©¿6ÓÔÁ¹ÎCÀ�¼¬½
N

Å�Æ�¿
Ä�À(Â
À(Â�½ É |Πj(α ⊗ v)|2 Â�Ä À�½�Î�Ì±ÉàÁ¹Ó�À�¼¬½�Á
À(¼¬½lÎ
N

Å�Æ�¿
Ä�À(Â
À(Â�½ É
Qk = 〈Ãk(α⊗ v), α⊗ v〉 Â©É�À�¼¬½�¼¬½ ¿
Î�ÀfÁ¹ÓeÁ¹Æ¬ÎfÌ5½�À(¼¬Á�ÒbÏf2fÆ�ÀiÀ�¼¬½vÊ�Î(Æ�ÊlÂ�¿¹ÇOÉ�À�½�Ø�ÊlÁ¹Ì5½�É¢ÓÔÎ�Á�Ì
¿qÊ�¿
Î(½�ÓÔÆ¬Çb¿¹Ä�Ò.Å�Æ¬Â�À�½«À�½ Ê�¼¬Ä¬Â©Êl¿
ÇV¿
Ä�¿
Ç�È[É�Â©É¢Á¹Ó_À�¼¬½YÌ5Á�Ò�Â
ß�½�Ò�Ê�Á¹Ä¬ÓÔÁ¹Î(Ì5¿¹Ç�Õf½lÂ�Í¹¼�À(É�Ï * ÉfÂ©ÉfÉ�¼¬Á�Õ�Ä
Â�Ä , -�/ Ú À�¼�½lÈ5¿
Î(½�Â�Ä�À�Â�Ì±¿�À(½lÇ�ÈCÎ(½lÇ©¿�À(½�Ò5Õ�Â�À�¼±Â�ÌHØOÁ¹Î�À(¿¹Ä�À¢Î�½�Ø¬Î(½�É�½lÄ�À(¿
À�Â�Á¹Ä�×zÀ�¼¬½�Á¹Î(½�À(Â�ÊfÒ¬¿�À�¿�Á
ÓVÀ�¼�½
S_Â�½?¿
Ç�Í¹½�Ù¬Î�¿

so(n)
Ê�¿
Ç�Ç�½ Ò )�'nI�)�F(# C$# H�F(#��5% N ''K+' # C
��F8# %�M C$#dN Ï6»i¼¬½�É�½?¿
Î(½5½lÇ�½lÌ5½lÄ�À�ÉvÁ
ÓfÀ�¼¬½

Ê�½�Ä�À�Î(½�Á
Ó�À�¼¬½�Æ�Ä¬Â�Ö�½lÎ�É�¿¹Ç�½lÄ[Ö¹½�Ç�Á�Ø¬Â�Ä¬Í�¿
Ç�Í¹½lÙ�Î(¿ U(so(n)) Ú Õ�¼¬Â�Ê�¼YÀ(¼�Æ�Ée¿¹Ê�À_Á¹Ä�½lÖ�½lÎ(È�Â�Î�Î(½�Ò¬Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½
Î(½lØ¬Î(½�É�½lÄ�À(¿
À�Â�Á¹Ä5Á
Ó

SO(n)
¼¬Á�ÌHÁ¹À�¼¬½lÀ�Â©Êl¿¹Ç�Ç�È¹Ï�»i¼¬½�É�½=Á�Ø�½�Î(¿
À�Á¹Î�É=ä�Á¹Î¢Ì5Á�Î�½�Ø¬Î(½�ÊlÂ�É�½lÇ�ÈCÀ�¼¬½«Ö'¿¹Ç�Æ�½

Á
Ó¢À�¼¬½5Î�¿�À�Â�Á.Á¹Ó¢À(¼¬½C¼�Á¹Ì5Á
À(¼¬½�ÀxÈ+Á�ÄÃ½�¿�Ê�¼ÃÎ(½lØ¬Î(½�É�½lÄ�À�¿�À�Â�Á¹Ä
λ
é«Êl¿¹ÄÃÙO½H½	(�Ø¬Ç�Â©Ê�Â�À�Ç�ÈÃÊlÁ¹Ì5Ø¬Æ�À(½�Ò

ÓÔÎ(Á¹Ì À(¼¬½±á[Ä¬Á�Õ�Ç�½ Ò�Í¹½HÁ
ÓfÀ�¼�½±Á¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î
B̃

¿¹É(É�Á�Ê�Â©¿�À(½�ÒèÀ�Á
λ

ä�À(¼¬Â©ÉvØ¬Î(Á�Ö�Â©Ò�½ ÉY¿¹Ä<¿¹Ç
À(½lÎ(Ä�¿�À(Â�Ö�½
Ø¬Î(Á[Á
ÓbÁ
ÓbÁ¹Ç©Ò5Î(½�É�Æ¬Ç
À�É�Ò�Æ¬½�À�Á�
�½�Î�½�Ç�Á�ÌHÁ�ÖH¿
Ä�Ò 
�Á�Ø�Á�Ö , ® ��/ é�Ï�»i¼¬Â©É�Ç�½�¿�Ò¬É�Â�Ä5À�Æ�Î�Ä±À(Áq¿vØ¬Î(½�ÊlÂ�É�½
½)(�Ø¬Î(½�É(É�Â�Á�Ä?ÓÔÁ¹ÎiÀ(¼¬½�À�Î�¿¹Êl½�ÉfÁ
ÓXÀ�¼�½vÁ¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î(É

B̃k Ú ¼¬½lÄ�Ê�½�ÓÔÁ¹ÎiÀ(¼¬Á�É�½�Á
Ó
Ãk

Ï
* Î(½�É�Æ¬Ç�ÀYÒ�Æ¬½àÀ�ÁÜ»�Ï�0�Â�½lÌ5½�ÎY¿¹Ä�Ò��HÏ36<½lÂ�Ä¬Í�¿
Î�ÀCäÔØ¬Î(Â�Ö'¿
À�½qÊlÁ¹Ì5ÌqÆ�Ä¬Â�Ê�¿�À(Â�Á�ÄOéfØ¬Î(Á�Ö¹½ ÉiÀ�¼�¿
À

½�¿�Ê�¼.Ó�¿¹Ì5Â�Ç�È?Á
Ó�ØOÁ¹Ç�È�Ä�Á¹Ì5Â�¿¹Ç�ÉiÂ�Ä
B̃

É�¿
À�Â©ÉxÓÔÈ[Â�Ä¬Í5É�Á�ÌH½vÉ�Ø�½ Ê�Â©¿
Ç_Î(½�ÊlÆ¬Î(Î�½�Ä�Ê�½«ÓÔÁ¹Î(ÌqÆ¬Ç©¿CÂ�Ä[Ö¹Á�Ç�Ö[Â�Ä¬Í
À�¼�½lÂ�Î�À�Î�¿¹Êl½�É�¼�¿�É�Ä¬Â©Ê�½qÉ�È[Ì5ÌH½lÀ�Î(È.Ø¬Î(Á¹ØO½lÎ�À�Â�½�É�Ï�»i¼�½àØ¬Î(½�Ê�½ Ò�Â�Ä¬Í?Ê�Á�ÌHØ�Æ�À(¿
À�Â�Á¹Ä�É=É�¼¬Á�Õ À�¼�¿
À«¿
É�Â�Ì5Ø¬Ç�½�ÓÔÆ¬Ä�Ê�À�Â�Á¹ÄCÁ
Ó¬À(¼¬½

Ãk
É(¿�À(Â�É�ß�½�ÉeÀ�¼�½�Î(½�ÊlÆ¬Î�Î(½lÄ�Ê�½�ÓÔÁ¹Î(ÌqÆ�Ç�¿�Ï »i¼¬½�Á¹Æ�À(Ø¬Æ�À�Á
Ó¬À(¼¬Â�ÉeÀ�½ Ê�¼¬Ä¬Â©Êl¿¹Ç

¿
Ä�¿
Ç�È[É�Â©É�Â©É��

Lemma 1
Ï P � "

N
' N CJH�H	� M�)�F)B

Q2j+1 = 0
")C:# F�
%F8# �

j
� � "

N
' N F�
 F	B��7M )�F	B

2Q2j+1 +

Q2j = 0
")C$#WF�
 F(# �

j ≥ 1
�

»i¼¬Â©É?½�Ä�¿
Ù¬Ç�½�É?Æ�É?À(Á4½lÇ�Â�ÌHÂ�Ä�¿
À�½Ã¿¹Ø¬Ø¬Î(Á%([Â�Ì±¿�À(½lÇ�È ¼�¿¹Ç
ÓvÁ
Ó�À(¼¬½
Qk


 É?Â�Ä À(¼¬½Ã½	([Ø�Î�½ É�É�Â�Á�Ä�É
Á
Ó |Πj(α ⊗ v)|2 Í�Â�Ö�½lÄ0¿
ÙOÁ�Ö¹½�Ï�»i¼�Â�ÉWS_½lÌ5Ì±¿èÉ�À(¿¹Ä�Ò¬Éà¿�ÉvÀ�¼�½?Ì±¿
Â�Ä0Î�½ ¿¹É�Á¹ÄEÓÔÁ¹ÎqÆ�É�Â�Ä¬Í6À�¼�½
Ì5Á�Ò�Â
ß�½�ÒÜÕ�½�Â�Í�¼�À�ÉfÎ(¿
À�¼¬½�Î�À(¼�¿
Ä�À(¼¬½�Á¹Î(Â�Í�Â�Ä�¿¹ÇVÕ�½�Â�Í�¼�À�É�ä�É�½l½ * Ø¬ØO½lÄ�Ò�Ân(*�oÓÔÁ�Î�ÌHÁ�Î�½�Ò�½lÀ(¿
Â�Ç©É�é�Ï

å¢¿�Ê�¼ Å�Æ�¿
Ä�À�Â�ÀxÈ |Πj(α ⊗ v)|2 Â�ÉCÀ(¼¬½lÄ�Í¹Â�Ö¹½lÄ�¿¹ÉH¿
Ä�¿��±Ä¬½?ÓÔÆ¬Ä�Ê�À�Â�Á¹ÄoÂ�Ä4À�¼�½ÜÎ(½lÌ±¿
Â�Ä¬Â�Ä¬Í
Ö�¿
Î(Â�¿¹Ù¬Ç�½�É

Qk = 〈Ãk(α ⊗ v), α⊗ v〉 Ï¢» Á?¿'Ö¹Á�Â�ÒÜÊ�Á�Ä�ÓÔÆ�É�Â�Á�Ä Ú Õ�½vÄ�Á�ÕTÒ�½�Ä¬Á
À(½vÙ�È
pj(Q)

À(¼¬Â�É
¿��±Ä¬½HÓÔÆ¬Ä�Ê�À�Â�Á¹Ä<Á
Ó�À�¼¬½

Qk

 É�Â�ÀqÒ�½�ß�Ä�½�É�Ï �¬Á�Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬Í.À(¼¬½ * Ä�É(¿�À(Û±¿
ÙOÁ�Ö¹½ Ú Á�Æ¬Î�Ì±¿
Â�ÄÃÍ¹Á�¿
Ç�Â©É

Ä¬Á�Õ À�ÁHß�Ä�Ò6¿5É�Æ�Ø¬Î�½�ÌqÆ¬Ì Á
Ó À�¼¬½à¿��5Ä�½«ÓÔÆ�Ä�Ê�À(Â�Á�Ä
∑

i∈Î

pi = 1 −
∑

i∈I

pi

Á�Ö¹½�ÎfÉ�Á¹Ì5½vÉ�Æ¬Ù�É�½�À�Á
Ó À�¼¬½vØOÁ¹Â�Ä�À(É
Q = (Qk)

��Ø¬Î(½�ÊlÂ�É�½lÇ�È5À�¼¬Á�É�½vÉ�Æ�Ê�¼ÜÀ�¼�¿
ÀfÀ(¼¬½lÎ(½�½)(�Â©ÉxÀ�ÉiÆ¬Ä¬Â�À
α

¿
Ä�Ò
v

É�Æ�Ê�¼ À�¼�¿
À
Qk = 〈Ãk(α ⊗ v), α ⊗ v〉 ÓÔÁ�Î5½�¿¹Ê�¼

k
äÔÕf½�É�¼�¿¹Ç�Ç�Êl¿¹Ç�Ç�À�¼�½�É�½ÜØOÁ¹Â�Ä�À(É

%ZH�K ' NdN '��	EqF ØOÁ¹Â�Ä�À(É�é�Ï

idj�k�lnm9o�lqpsrZiutavsw�m�x3psyZi�z



 ����3��� � ���� "& ����� ����
�&���� & � �3& ���`������& ��� � �� �`�����	� ��� �

�¬Á�Î�À(Æ¬Ä�¿
À�½lÇ�È Ú À�¼¬Â©É¢É�Æ¬Ù�É�½�À¢À�Æ¬Î(Ä�É�Á�Æ�À�À�ÁqÙ�½�ÊlÁ¹Ä�À(¿¹Â�Ä�½�ÒHÂ�ÄÜ¿vÊ�Á¹Ì5Ø�¿�Ê�À¢ÊlÁ¹Ä[Ö¹½	(CØOÁ¹Ç�È�¼�½�Ò�Î(Á¹Ä
Â�Ä À(¼¬½

Q
×ÑÉ�Ø�¿�Ê�½>�?À�¼¬Â©É±Ê�Á�ÌH½ ÉCÓÔÎ�Á¹Ì Ä�Á
À�Â©Ê�Â�Ä¬ÍEÀ�¼�¿
À±½�¿¹Ê�¼ Ä¬Á¹Î(Ì |Πi(α ⊗ v)|2 = pi(Q)

Â�É
Ä¬Á�Ä�×zÄ�½lÍ�¿
À�Â�Ö¹½5ä�¿¹Ä�Ò+¿
Ç©É�Á5Ä¬Á±Ç©¿
Î(Í¹½�ÎiÀ�¼�¿¹Ä

1 Ú Ù¬Æ¬À=À�¼¬Â©É=Â©É=¿5Î(½�Ò�Æ�Ä�Ò¬¿
Ä�À=Â�Ä�ÓÔÁ¹Î(Ì±¿�À(Â�Á�ÄOé�Â
Ó
Q

Â�É
¿
Ä6¿¹Ò¬ÌHÂ©É(É�Â�Ù¬Ç�½YØOÁ¹Â�Ä�À�Ï

��Á¹Ä�É�Â©Ò�½lÎfÀ(¼¬½lÄ+¿
Ä�½lÇ�Ç�Â�Ø�À(Â�Ê�Á�Ø�½�Î(¿
À�Á�Î
PI

Ï 6E½vÕ�Â�Ç�ÇbÄ¬Á�Õ ½ ÉxÀ(Â�Ì±¿�À(½�À�¼¬½àÉ�Æ¬Ø¬Î(½lÌCÆ¬Ì Á¹ÓeÀ�¼�½
¿��±Ä¬½YÓÔÆ¬Ä�Ê�À�Â�Á¹Ä

∑

i∈Î

pi = 1 −
∑

i∈I

pi

Á�Ö¹½�ÎfÀ�¼¬½àØOÁ¹Ç�È[¼¬½�Ò¬Î�Á�Ä_Ï�ÐÑÀ(É�½	([À�Î(½lÌ±¿
ÇbÖ�¿
Ç�Æ¬½ É=¿
Î(½YÀ�¼¬½�Äè¿¹Ê�¼¬Â�½lÖ�½�Ò?Õ�¼�½lÄ6À�¼�½�Ó�¿
Ì5Â�Ç�È.Á¹Ó�¿��±Ä¬½
¼[È[Ø�½�Î�Ø¬Ç©¿
Ä�½�É Â
À�Â©ÉX¿�É�É�Á�Ê�Â©¿�À(½�ÒvÕ�Â�À�¼HÂ�ÄCÀ�¼�½iÉ�Ø�¿�Ê�½¢Á¹Ó¬À�¼�½fÖ�¿¹Î�Â©¿
Ù¬Ç�½�É

(Qk)
À�Á¹Æ�Ê�¼¬½�É ÓÔÁ¹Î À�¼�½�ß�Î(É�À

Á¹Î«Ç�¿�ÉxÀ«À�Â�Ì5½àÀ�¼�½CÊ�Á�Ä[Ö¹½)(6ØOÁ¹Ç�È�¼�½�Ò�Î(Á¹Ä_Ï?e=½lÄ�Ê�½ Ú À(¼¬½lÈ+¿
Î(½qÉ�Æ¬Î(½lÇ�È�¿�Ê�¼¬Â�½�Ö¹½ Ò+¿�ÀYÉ�Á¹Ì5½àÖ�½lÎ�À�½	(
Á
Ó�À(¼¬½HØ�Á�Ç�È[¼¬½ Ò�Î�Á�ÄÃ¿
Ä�Ò+Õ�½H¿
Î(½qÄ¬Á�Õ Î(½�Ò�Æ�Ê�½�Ò+À�Á�Ì5¿�(�Â�Ì5Â�Ûl½àÀ(¼¬½5¿��±Ä¬½àÓÔÆ�Ä�Ê�À(Â�Á�ÄÃÁ�Ö¹½�Î�À�¼�½
Ö¹½�Î�À(Â�Êl½�ÉfÁ
ÓXÀ�¼�½vØ�Á�Ç�È[¼¬½ Ò�Î�Á�Ä_Ï

»i¼¬½ÜÄ¬½)([ÀHÉ�À�½�Ø4Î(½lÇ�Â�½ ÉqÁ�Ä0À�¼¬½.Ó�¿¹Ê�ÀCÀ(¼�¿�ÀCÀ�¼¬½�Ö¹½�Î�À(Â�Êl½�ÉàÁ¹Ó�À�¼¬½ÜØ�Á�Ç�È[¼¬½ Ò�Î(Á¹Ä ¿¹Î�½?½ ¿¹É�ÈÃÀ(Á
Ò�½ É�ÊlÎ�Â�Ù�½	�qÀ(¼¬½lÈ0¿¹Î�½?ØOÁ¹Â�Ä�À(ÉqÕ�¼¬½lÎ(½.¿+Ì±¿ (�Â�Ì±¿
Ç¢Ä[Æ¬ÌCÙ�½�ÎqÁ¹Ó�ÓÔÆ¬Ä�Ê�À(Â�Á�Ä�É

pj = |Πj(α ⊗ v)|2Ö�¿
Ä¬Â©É�¼_Ï * ÌHÁ�Ä¬Í?À(¼¬½lÌ ¿¹Î�½CÊ�½lÎ�À(¿¹Â�Ä�Ç�È�À�¼�½àÓÔÁ¹Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬ÍÜ¿¹Ò�Ì5Â©É�É�Â�Ù�Ç�½CØ�Á�Â�Ä�À(É���Â�Ó
J

Â�É�À�¼¬½HÂ�Ä�Ò�½)(
É�½�À=Á
Ó�¿HÄ¬Á¹Ä¬×z½�Ç�Ç�Â�Ø¬À�Â©Ê�Á¹ØO½lÎ�¿�À�Á�ÎiÁ
Ó�Ì5¿�(�Â�Ì±¿
ÇeÇ�½�Ä¬Í
À(¼Rä '��'F � Â�Ä[Ö¹Á�Ç�Ö[Â�Ä¬ÍH¿5Ì±¿�([Â�Ì±¿
ÇbÄ[Æ¬ÌCÙ�½�Î=Á
Ó
Ø¬Î(Á�+x½ Ê�À�Â�Á¹Ä�É�é Ú À�¼¬½�Î�½�Â�É

α
¿
Ä�Ò

v
É�Æ�Ê�¼5À(¼�¿�À

Πj(α⊗v) = 0
ÓÔÁ¹Î�½ ¿¹Ê�¼

j
Â�Ä
J
Ï�Ð�Ä±Á¹À�¼¬½�Î�Õ�Á�Î(Ò�É ÚÀ�¼�½vØ�Á�Â�Ä�À

q
Õ�¼�Â�Ê�¼6Â©ÉiÆ¬Ä¬Â©Å�Æ�½lÇ�ÈÜÒ�½lÀ�½lÎ(Ì5Â�Ä�½�Ò�Ù[È±À�¼¬½v½ Å�Æ�¿�À(Â�Á�Ä�É

pj(q) = 0, ∀j ∈ J,
Õ�Â�À�¼

PJ
Ì±¿ (�Â�Ì±¿
ÇbÄ¬Á�Ä�×z½�Ç�Ç�Â�Ø�À�Â©Ê

,

Â©É ÙOÁ
À(¼±¿
ÄC¿�Ò�Ì5Â�É(É�Â�Ù¬Ç�½fØ�Á�Â�Ä�À�¿
Ä�ÒH¿«Ö¹½lÎ�À�½	(bÏ��=Á�Ä�×Ñ½lÇ�Ç�Â�Ø�À�Â©ÊfÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�É_Á
ÓOÌ±¿ (�Â�Ì±¿¹Ç�Ç�½lÄ�Í
À�¼5¿
Î(½
½�¿�É�ÈqÀ�ÁqÒ¬½�À�½�Î�Ì5Â�Ä¬½iÓÔÎ(Á¹Ì »�Ï�2fÎ(¿¹Ä�É�Á¹Ä�
 É�Õ�Á�Î�á , 5�/ ä�¿àÊ�Á�ÌHØ�Ç�½lÀ�½=Ç�Â�É�À¢Á¹ÓOÀ(¼¬½�É�½=Â©É�Í¹Â�Ö¹½�Ä5Â�Ä ,.-9/ é Ú¿
Ä�Ò+Â
ÀYÀ�Æ�Î�Ä�É«Á¹Æ¬À«À(¼�¿�À Ú Â�ÄE¿¹Ç�Ì5Á�ÉxÀ�¿
Ç�ÇXÊ�¿¹É�½�É Ú Á�Ä¬½CÊ�¿
ÄÃÉ�¼¬Á�Õ À�¼�¿
À«À(¼¬½�É�½CÓÔÁ¹Î(ÌG½	(¬¿¹Ê�À(Ç�ÈÜÀ�¼�½
É�½�ÀiÁ
Ó Ö�½lÎ�À�Â©Ê�½ ÉlÏXÐ�Ä�¿¹Ç�ÇOÀ(¼¬½�É�½vÊl¿¹É�½�É¢À�¼�½�É�Á¹Æ�Í¹¼�ÀiÉ�Æ¬Ø¬Î(½lÌCÆ¬Ì Á¹Ä.À�¼¬½�ØOÁ¹Ç�È[¼¬½�Ò�Î(Á¹ÄÜÂ�Éi¿
À�À(¿¹Â�Ä�½�Ò
¿�À¢É�Á¹Ì5½�Ö�½lÎ�À�½)(5¿
Ä�Ò±É�Â�Ä�Ê�½�½ ¿¹Ê�¼5Á
ÓVÀ�¼�½�É�½�Â�É�¿¹Ò�Ì5Â©É�É�Â�Ù�Ç�½ Ú À�¼�½lÎ(½�½)(�Â�É�À(É¢¿àÒ�½�ÊlÁ¹Ì5ØOÁ�É�½�ÒCÀ�½�Ä�É�Á�Î
α⊗ v

É�Æ�Ê�¼?À(¼�¿�À
ΠJ (α⊗ v) = 0

äÔÀ�¼¬½�É�½�À
J

Ê�Á¹Î(Î(½�É�Ø�Á�Ä�Ò�Â�Ä¬ÍvÀ�ÁCÀ�¼�½«Ö�½lÎ�À�½)(±Â©ÉfÄ¬Á¹Ä�×Ñ½lÇ�Ç�Â�Ø�À(Â�Ê'é�Ï
* É�¿«Î(½�É�Æ¬Ç
ÀXÀ�¼�½f½ ÉxÀ(Â�Ì±¿
À�½iÂ�É�É�¼�¿
Î(ØC¿¹Ä�Òà½ Å�Æ�¿
Ç�Â
ÀxÈàÊ�¿¹É�½�Â©É�¿¹Ê�¼¬Â�½lÖ�½�ÒqÂ
ÓV¿
Ä�ÒqÁ¹Ä¬Ç�ÈvÂ
Ó ∇ξ = α⊗ξÕ�Â�À�¼

ΠI∪J (α⊗ ξ) = 0
Ï e=Á�Õf½lÖ�½lÎ Ú ¼¬½�Î�½àÊlÁ¹Ì5½�ÉfÀ(¼¬½vÌ±¿
Â�Ä6Ø¬Î�Á�Ù¬Ç�½lÌ Á¹ÓXÁ�Æ¬Î�Ì5½�À�¼�Á[Ò���À�¼¬½�Î�½

¿
Î(½?É�Á¹Ì5½.É�Ø�½ Ê�Â©¿
Ç Ú É�½lÇ©Ò�Á�Ì ½�Ä�Ê�Á�Æ¬Ä�À�½lÎ(½�Ò Ú ÊlÂ�Î�Ê�Æ�Ì5É�À(¿¹Ä�Ê�½ ÉvÕ�¼¬½�Î�½±À(¼¬½.Ö�½lÎ�À�Â©Ê�½ É HZC">dC B�MH%:''B
¿EÓÔ½lÕGØ�Á�Â�Ä�À�É±Ê�Á¹Î(Î(½�É�Ø�Á�Ä�Ò�Â�Ä¬ÍÃÀ(ÁR½lÇ�Ç�Â�Ø�À�Â©Ê6Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�ÉlÏoÐ�ÄoÀ�¼¬Â©É?Ê�¿¹É�½ Ú Â�ÓYÀ�¼¬½èÉ�Æ¬Ø¬Î(½lÌCÆ¬Ì Â©É
¿¹Ê�¼�Â�½�Ö¹½�Ò<¿�ÀàÉ�Æ�Ê�¼0¿ �xÙ�¿�Ò<Ø�Á�Â�Ä�À �+ä�ÊlÁ¹Î(Î�½ É�ØOÁ¹Ä�Ò¬Â�Ä¬Í�À(Á�Â�Ä�Ò�½	(<É�½�À

J
é Ú Â�ÀàÕ�Â�Ç�Ç¢Ä¬Á¹ÀvÙ�½.É�¼�¿¹Î�Ø

É�Â�Ä�Êl½qÀ(¼¬½lÎ(½5Ò�Á[½�É«Ä¬Á
À�½)(�Â©ÉxÀv¿
Ä[ÈèÒ�½ Ê�Á¹Ì5ØOÁ�É�½�Ò6À(½lÄ�É�Á¹Î�É�Æ�Ê�¼èÀ(¼�¿�À
ΠJ (α ⊗ v) = 0

¿
Ä�Ò+À�¼¬½
Â�Ä�ß�ÌqÆ�ÌGÁ¹Ó ∑

I pi
Á¹Ä+À(¼¬½qØOÁ¹Ç�È[¼¬½�Ò�Î(Á¹ÄÃÂ�É«É�Ì±¿
Ç�Ç�½lÎ=À(¼�¿
ÄÃÀ�¼¬½CÂ�Ä¬ß�ÌqÆ¬ÌDÁ¹Ó |ΠI (α ⊗ v)|2 Á¹Ä

¿
Ç�ÇbÆ¬Ä¬Â�À
α

¿¹Ä�Ò
v
Ï

»i¼¬½à½	(�Ø¬Ç�Â©Ê�Â�À�Ö�¿
Ç�Æ¬½ É�Á
Ó�À�¼�½qÄ¬Á�Î�Ì±É |Πi(α ⊗ v)|2 ¿�À�½ ¿¹Ê�¼6Ö¹½�Î�À(½)(.À(Æ¬Î(Ä+Á¹Æ�À=À(Á?ÙO½q½�¿�É�Â�Ç�È
½)(�Ø¬Î(½�É(É�Â�Ù¬Ç�½5¿
Ä�ÒEÕ�½±¿¹Î�½HÄ¬Á�Õ Â�Ä0¿.ØOÁ�É�Â�À�Â�Á¹ÄEÀ�ÁèÉ�À(¿�À(½5Á¹Æ¬Î�Ì±¿
Â�ÄÃÓÔÁ�Î�ÌCÆ¬Ç©¿¬Ï 6E½?Ò�½�Ä¬Á
À(½5Ù�È
NE À(¼¬½±É�½lÀvÁ
ÓYä�É�½lÀ(ÉYÁ
ÓfÂ�Ä�Ò�Â�Êl½�ÉvÊlÁ¹Î(Î�½ É�ØOÁ¹Ä�Ò¬Â�Ä¬Í?À�Á[é�Ö�½lÎ�À�Â©Ê�½�É5ä�¿ÜÊlÁ¹Ì5Ø¬Ç�½�À�½5Ç�Â�É�ÀvÁ
Ó�À(¼¬½�É�½5Â�É
Í¹Â�Ö¹½�Ä+Â�Ä , -�/ Ú É�½l½C¿¹Ç�É�Á * Ø�Ø�½�Ä�Ò�Âq( 2�é=¿
Ä�ÒèÕ�½àÇ�½�À Ú ÓÔÁ¹Î J ¿ÜÉ�Æ¬Ù�É�½lÀ�Á
Ó {1, . . . , N} ¿
Ä�Ò

i
¿¹Ä

½lÇ�½lÌ5½�Ä�À=Á¹Ó {1, . . . , N} Ú εi(J)
Ù�½

0
Â�Ó
i
Ù�½�Ç�Á�Ä¬Í�ÉfÀ(Á

J
¿
Ä�Ò

1
Â
Ó�Ä¬Á
À Ï�»i¼¬½lÄ6Õf½vÊl¿
Ä6É�À(¿�À(½&�
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Theorem 1
Ï P � FJM

I
% N�� � N	FJM�C " {1, . . . , N} >dC$# #AF N���C B�H:''BsI M C %�B F)E'E<' ��M�'^> C ��F8# %�M C$#

PI%Z>JM�''BsI C�B
E
���,)�F	B % # F �fB�FAH��+%�M C ''B�F
	���% E 'OM � ∣∣d|ξ|

∣∣ ≤ kI |∇ξ|
)�C EGH%N ")C$#&% B � N	Fd>	M�'^C B

ξ
''B M )�F @�F(# B�F)E�C/"

PI
�uC���MON '^HZFWM )�F�
JF8# CLN)FJMuC/"

ξ
�

� "
N

' N C�HZH �uM�)�F)B

ä���é
k2

I = 1 − inf
J∈NE

(
∑

i∈I

∏
j∈J\{i}(w̃i + w̃j)∏
j∈Ĵ\{i}(w̃i − w̃j)

εi(J)

)
.

�,)�F)N	F #AF N���EnM^N %:# FRN/)�%$#�� F��9>dF ��M�' "
n
' N C�HZH D�)�F8# FRN)C�K F�� � %ZH > %%N	F N��1K&%�� % � ��F %$#��

� "
N

' N F�
%F	B��7M�)�F)B

ä���é
k2

I = 1 − inf
J∈NE

(
∑

i∈I

(
w̃i −

1

2

) ∏
j∈J\{i}(w̃i + w̃j)∏
j∈Ĵ\{i}(w̃i − w̃j)

εi(J)

)
.

�,) ' N�# F)N���EnM5' N %�E<D�%��%N N )�%:#�� �

�¬Á�ÎCÉ(¿
á�½?Á
Ó�É�Â�Ì5Ø¬Ç�Â©Ê�Â�ÀxÈ Ú Õf½.¼�¿'Ö�½?Ä¬Á
ÀHÎ�½�Ø¬Î(Á[Ò¬Æ�Ê�½ ÒR¼¬½lÎ(½?À(¼¬½.Ø¬Î(½�ÊlÂ�É�½ÜÊ�¼�¿
Î�¿¹Ê�À(½lÎ(Â�Û ¿�À(Â�Á�Ä
Á
ÓYÀ�¼�½ �xÙ�¿¹ÒoÉ�½lÀ �+Á
Ó�Á¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î(É�Ï Þ+Á�Î�½�Á�Ö¹½lÎ Ú À(¼¬Â�É±À�¼¬½�Á¹Î(½lÌ Â©É?¿0É�Ç�Â�Í¹¼�À(Ç�È É�Â�ÌHØ�Ç�Â�ß�½�Ò ¿¹Ä�Ò
Õf½�¿
á�½lÄ¬½ ÒYÖ¹½lÎ�É�Â�Á�ÄYÁ¹Ó�À�¼¬½�Ì±¿
Â�ÄvÎ�½ É�Æ¬Ç�À Á¹Ó , -�/ Ú É�Â�Ä�Ê�½ Ú Â�Ä�À�¼�½ % � # '^C:# ' Ä¬Á�Ä�×�É�¼�¿¹Î�ØvÊ�¿¹É�½�É_É�Â�Ä�Í¹Ç�½�Ò
Á¹Æ¬ÀY¿
ÙOÁ�Ö¹½ Ú À(¼¬½lÎ(½C¿¹Î�½CÉxÀ(Â�Ç�ÇX¿.Ç�Á¹À«Á¹Ó�Á¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î(É�Õ�¼¬½lÎ(½àÁ�Ä¬½CÊ�¿
ÄÃÉ�¼¬Á�Õ À�¼�¿
À«À(¼¬½qÂ�Ä�ß�ÌCÆ¬Ì Â©É
Ä¬Á¹Àq¿¹Ê�¼¬Â�½lÖ�½�ÒÃ¿
Àq¿ �xÙ�¿�Ò<Ö¹½lÎ�À�½	( ��ÏLe=½�Ä�Ê�½±Á�Æ¬Îà¿
Ø�Ø¬Î�Á�¿¹Ê�¼EÇ�½ ¿¹Ò¬ÉYÀ(ÁèÉ�¼�¿¹Î�Ø<½�É�À�Â�Ì±¿�À(½�É�Ï?»i¼¬½
Â�Ä�À(½lÎ(½�É�À�½ Ò.Î(½�¿�Ò�½lÎ�É�¼¬Á¹Æ¬Ç©Ò.ß�Ä�Ò�Â�Ä * Ø¬Ø�½�Ä�Ò�Âq( * ¿¹Ä�Ò 2 Á¹Î�Â�Ä ,.-�/ ¿
Ç�ÇVÀ�¼¬½àÒ¬½�À(¿¹Â�Ç©ÉiÄ¬½�½�Ò�½ Ò.À(Á
Æ¬Ä�Ò¬½lÎ�ÉxÀ�¿
Ä�Ò.À�¼¬½ ��Ù�¿�ÒÜÉ�½�À �YÁ
Ó�Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�ÉlÏ

»i¼¬½�Î�½�¿¹Î�½Y¿àÇ�Á
ÀiÁ
ÓeÊ�¿¹É�½�É�Õ�¼�½lÎ(½=À�¼�½YÊlÁ¹Ä�É�À(¿¹Ä�À
kI

Ê�¿
Ä?ÙO½«Ì5Á�Î�½«½)(�Ø¬Ç�Â�ÊlÂ
À(Ç�È±Ò�½�Î�Â�Ö¹½ ÒbÏ�»i¼¬½
Â©Ò�½�¿5Â©É�¿¹Ç�Õi¿'È�ÉfÀ�Á?Í�Æ¬½�É(É�Õ�¼¬Â©Ê�¼+Â�É�À�¼¬½CÖ¹½lÎ�À�½	(ÜÁ¹Ó À(¼¬½qØOÁ¹Ç�È[¼¬½�Ò�Î(Á¹Ä6Õ�¼¬½�Î�½�À(¼¬½àÌ5Â�Ä¬Â�ÌCÆ¬ÌDÁ
Ó
À�¼�½«ÓÔÆ�Ä�Ê�À(Â�Á�Ä ∑

I pi
Â©Éi¿¹Ê�¼¬Â�½lÖ�½�ÒbÏ�Ý[Æ�Ê�¼6¿CÕ�Á�Î�á±Êl¿¹Ä.ÙO½vÒ�Á¹Ä¬½�Õ�Â�À�¼¬Á�Æ�ÀiÀ�Á[ÁHÌqÆ�Ê�¼Ü½�âVÁ¹Î�À�ÓÔÁ�Î

¿.É�½�ÀYÁ
Ó�Â�Ä�Ò�Â©Ê�½ É
I

äÔÁ�Î Ú ½�Å�Æ¬Â�Ö�¿
Ç�½lÄ�À�Ç�È Ú Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�É�éfÊlÁ¹Ä�À(¿¹Â�Ä¬Â�Ä¬Í Ú ¿¹ÌHÁ�Ä¬Í?Á¹À�¼¬½�Î(É Ú À(¼¬½q¼�Â�Í�¼¬½�É�À
Õf½lÂ�Í¹¼�À=É�½lÀ {1} Ú Â
À�É=Ê�Á�ÌHØ�Ç�½�ÌH½�Ä�À Ú ¿¹Ä�Ò6¿
Ç�ÇbÌHÂ�Ä¬Â�Ì±¿
Ç_½�Ç�Ç�Â�Ø¬À�Â©ÊvÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�ÉYä�½)(¬Ê�½�Ø�À=Á¹Ä�½YÂ�Ä�À�¼¬½
��Ù�¿¹Ò ��Êl¿¹É�½'é�Ï 6E½vÉ�¼�¿
Ç�Ç_Í�Â�Ö�½«¼¬½�Î�½YÀ(¼¬½vÖ�¿
Ç�Æ¬½�ÉiÁ¹ÓeÀ�¼�½àÊ�Á¹Ä�ÉxÀ�¿
Ä�À(ÉfÓÔÁ�ÎiÀ�¼¬½�¼¬Â�Í¹¼¬½ ÉxÀ=Õf½lÂ�Í¹¼�ÀväÔÁ�Î
ÀxÕ�Â©ÉxÀ(Á¹Î�é�½�Ç�Ç�Â�Ø�À�Â©Ê�Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î

P1
¿¹Ä�ÒÜÕ�½�Î(½�ÓÔ½lÎiÀ(Á , -�/ Á¹Î ,<49/ ÓÔÁ¹Î�Ì5Á¹Î(½YÊlÁ¹Ì5Ø¬Ç�½�À(½v½)(�Ø¬Î(½�É(É�Â�Á¹Ä�É�Ï

Ð�Ä ½ ¿¹Ê�¼ Ê�¿¹É�½ Ú À(¼¬½ÜÖ�¿¹Ç�Æ¬½�Â©ÉqÁ�Ø�À�Â�Ì±¿
Ç�¿
Ä�Ò4À�¼¬½�ØOÁ¹Â�Ä�ÀxÕ�Â©É�½.½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�ÀxÈ0Êl¿�É�½ÜÌ5¿'ÈRÙO½�É�À�Æ�Ò�Â�½ Ò
Ø¬Î(½�ÊlÂ�É�½lÇ�È Ú ÓÔÁ�Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä�ÍqÀ(¼¬½vÍ¹Æ¬Â©Ò�Â�Ä¬Í5Ø¬¼¬Â�Ç�Á�É�Á�Ø¬¼[È?Í¹Â�Ö¹½�Ä.Â�Ä�À�¼¬½ * Ä�É�¿
À�Û���Ïqg�Ï

Theorem 2
Ï P � FJM

ρ = E(N/2)
� � "

N
' N CJH�H	�uM )�F	B

ä��[é
k2
{1} = 1 −

∏N
k=ρ+2(w̃1 + w̃k)
∏ρ+1

k=2(w̃1 − w̃k)
.

� "
N

' NWF�
 F)B � M�)�F)B

ä���é
k2
{1} = 1 − (w̃1 −

1

2
)

∏N
k=ρ+2(w̃1 + w̃k)
∏ρ+1

k=2(w̃1 − w̃k)
.
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»i¼¬½�ÌH½lÀ�¼¬Á�ÒàÒ¬½lÖ[Â�É�½�ÒàÙ�Èv»�Ï 2fÎ(¿¹Ä�É�Á¹Ä�Î�½�Ç�Â�½�É Á¹Äq¼¬Â�É ½)(�Ø¬Ç�Â©Ê�Â�ÀXÒ�½ É�ÊlÎ�Â�Ø�À�Â�Á¹ÄqÁ
Ó�À�¼�½fÉ�Ø�½ Ê�À(Î�Æ¬Ì

Á
Ó Á¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î(É�Á
ÓeÀxÈ�ØO½
P ∗

I PI
Á¹Ä.À�¼¬½vÉ�À(¿
Ä�Ò¬¿
Î�Ò?É�Ø¬¼¬½lÎ(½

Sn Ú Á¹Ù�À�¿
Â�Ä¬½�Ò.Ù[È±¼�¿
Î(Ì5Á¹Ä¬Â©Ê�¿¹Ä�¿
Ç�È�É�Â©É
À�½ Ê�¼¬Ä¬Â©Å�Æ¬½�É , 5�/ Ï±»i¼¬½5Ç�Â�Ä¬áèÕ�Â�À�¼RÎ(½�ß�Ä�½�Ò<¾v¿�À�Á�Â�Ä¬½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�À�Â�½�É�Â©É�Ø¬Î(Á�Ö�Â©Ò�½ ÒèÙ[È+À�¼�½5ÓÔÁ¹Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬Í
S_½�Ì5Ì5¿ Ú Õ�¼¬Â©Ê�¼0À�Æ¬Î(Ä�ÉCÍ¹Ç�Á¹Ù�¿¹Ç¢½ ÉxÀ(Â�Ì±¿�À(½�É�äÔÁ�Ä4À�¼�½ÜÉ�Ø�½ Ê�À�Î(Æ¬Ì Á¹Ó�¿
Ä4½�Ç�Ç�Â�Ø¬À�Â©ÊÜÉ�½�ÊlÁ¹Ä�ÒRÁ�Î(Ò�½�Î
Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�é�Â�Ä�À�Á5ØOÁ¹Â�Ä�ÀxÕ�Â©É�½YÂ�Ä�ß�Ä�Â
À(½�É�Â�Ì±¿
ÇeÁ¹Ä¬½ ÉväÔÁ¹Ä�À(¼¬½àÉ�È[ÌCÙ�Á�ÇbÁ
ÓeÀ(¼¬½vÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�é�Ï

Lemma 2 ([5])
Ï P � ��� ��C N)F

D
' N %�� N	F	E "��/%ZH��	C$''B3M
	LN	Fd>dC B�H�� C$# H�F(# H$' ��F8# F	B3M�' % E;C
��F8# %ZM C:#WC B

E
� � "LM )�F8# F ' N % >dC B�N)MH%�B3M

η
% B�H % ��C N 'OM�' 
 F #AF %�EfB ��K �dF(#

ε
N���> ) M�)�%�M ��")C$# % B � N KLCJCZM�)

>dC K ��%�>	M E �LN���� ��C:#)M FdH N	Fd>JM '^C�B
ϕ
�

ä�
[é 〈Dϕ,ϕ〉L2 ≥ ε 〈∇∗∇ϕ, ϕ〉L2 − η 〈ϕ, ϕ〉L2 ,
M )�F	B M�)�F N � K �dC�E

σα(D)− ε|α|2 id
' N % B�C B3B�F I�%�M�' 
%F N
� K KLF	M�# '^> F	B�H�C KLC$#���)�' N K C/"

E
")C$#

% B �
1
� ")C:# K

α
�

� # C�C " Ï;P Se½�À
ϕ Ú ψ ÙO½«É�Ì5Á[Á
À�¼?ÓÔÆ¬Ä�Ê�À(Â�Á�Ä�É�Á¹Ä

M
Ï�»i¼¬½lÄ.¿¹Ø¬Ø¬Ç�ÈHÀ�¼¬½«½�É�À�Â�Ì5¿
À�½Hä�
�é�¿
ÙOÁ�Ö¹½iÀ(Á

h = eitϕψ Ú Ò�Â�Ö[Â�Ò¬½vÙ�È
t2

¿
Ä�Ò�Ç�½�À
t
Í�ÁHÀ�Á5Â�Ä¬ß�Ä¬Â�ÀxÈ¹Ï 6<½vÍ¹½�À

〈σdϕ(D)ψ, ψ〉L2 ≥ ε |dϕ|2 〈ψ, ψ〉L2 .
»X¿
á[Â�Ä�Í

ψ
¿¹É«¿5ÌH½�ÌqÙO½lÎ«Á
Ó�¿5Ó�¿
Ì5Â�Ç�È�Á
Ó�ÊlÆ�À�×ÑÁ
âEÓÔÆ¬Ä�Ê�À(Â�Á�Ä�É«Õ�¼¬Á�É�½àÉ�Æ�Ø¬Ø�Á�Î�À�É�ÊlÁ¹Ä[Ö¹½�Î�Í�½�À(Á.¿

É�Â�Ä¬Í�Ç�½�ØOÁ¹Â�Ä�À=Í¹Â�Ö¹½�É�À(¼¬½vØ�Á�Â�Ä�ÀxÕ�Â©É�½�½ ÉxÀ(Â�Ì±¿�À(½�Á¹Ä�À�¼¬½àÉ�È[ÌqÙOÁ¹ÇzÏ
ÐÑÓ�Õf½qÊ�Á�Æ¬Ç�ÒÃ¿
Ø¬Ø¬Ç�ÈÜÀ�¼¬½HÇ�½�Ì5Ì5¿±À�Á

D = P ∗
I PI

ä�á¹½l½�Ø¬Â�Ä¬Í±À�¼�½CÉ(¿
Ì5½àÄ¬Á¹À(¿�À(Â�Á�Ä�É�¿�É=Â�Ä+À�¼�½
Ø¬Î(½lÖ[Â�Á¹Æ�ÉiÉ�½�Ê�À(Â�Á�Ä�É�é Ú Õf½vÕ�Á�Æ¬Ç�ÒÜÍ¹½lÀiÀ�¼�¿
À�À�¼¬½àÉ�È[ÌqÙOÁ¹Ç

σα(P ∗
I PI ) − ε|α|2 id

Â©É�¿5Ä¬Á¹Ä¬Ä�½lÍ�¿
À�Â�Ö¹½YÌ±¿
Ø�Á
Ó
E
Ïfe=½�Ä�Ê�½YÓÔÁ¹Î=¿¹Ä[È.É�½ Ê�À(Â�Á�Ä

ξ Ú ¿¹Ä�Ò6¿
Ä[È
1
×zÓÔÁ¹Î(Ì

α Ú
0 ≤ 〈σα(P ∗

I PI)ξ, ξ〉 − ε |α|2 |ξ|2

= |ΠI(α⊗ ξ)|2 − ε |α|2 |ξ|2 .
»i¼¬Â©É�Êl¿¹Ä�Á¹ÓXÊlÁ¹Æ¬Î�É�½YÙO½vÎ�½�Õ�Î�Â�À�À(½lÄ+¿¹É
ä��[é |ΠÎ(α⊗ ξ)|2 ≤ (1 − ε) |α|2 |ξ|2
¿
Ä�Ò.Õf½�Î�½ Ê�Á¹Í�Ä¬Â©É�½Y¼¬½lÎ(½YÀ�¼¬½àÒ¬½�É�Â�Î(½�ÒÜÂ�Ä�½�Å�Æ�¿
Ç�Â�ÀxÈ?Á
Ó * Ä�É(¿�À(Û���ÏGg¹Ï

»i¼¬Â©ÉqÎ(½�Ò¬Æ�Ê�½ ÉàÀ(¼¬½ÜØ�Î�Á�Ù¬Ç�½�Ì Á
Ó�ß�Ä�Ò�Â�Ä�ÍEÎ(½�ß�Ä�½�Ò ¾v¿
À�ÁèÂ�Ä¬½ Å�Æ�¿
Ç�Â
À(Â�½ ÉqÀ(ÁÃÀ(¼¬½�Ø¬Î�Á�Ù¬Ç�½lÌ Á
Ó
Ê�Á�Ì5Ø�¿
Î(Â�Ä�Í=É�ØO½�Ê�À�Î�¿�Á
Ó�É�½�ÊlÁ¹Ä�ÒvÁ�Î(Ò¬½lÎeÒ�Â�âV½lÎ(½lÄ�À�Â©¿
Ç�Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�ÉOÀ�Á=À(¼�¿�ÀXÁ
Ó�À(¼¬½¢Î(Á¹Æ¬Í�¼RSe¿¹Ø¬Ç�¿�Ê�Â©¿
Ä
Á
Ó
E
ÏC»i¼¬Â©ÉvÊl¿¹ÄÃÙO½±Ò�Á¹Ä¬½HÁ¹ÄÃÀ�¼¬½±É�Ø¬¼¬½�Î�½

Sn = SO(n + 1)/ SO(n) Ú Õ�¼¬½lÎ(½5¿
Ç�ÇXÁ�Ø�½�Î(¿
À�Á�Î(É
Â�Ä�Ö�Á¹Ç�Ö¹½ Ò4Ì±¿'È0Ù�½èÒ¬½�É(Ê�Î(Â�ÙO½�ÒoÊ�Á�ÌHØ�Ç�½lÀ�½lÇ�È ¿¹Ç�Í�½lÙ¬Î�¿
Â©Êl¿¹Ç�Ç�È¹Ï�Ð�Ä , 5�/ Ú »�Ïf2fÎ(¿¹Ä�É�Á�Ä�ÊlÁ¹Ì5Ø¬Æ�À(½�Ò
À�¼�½CÉ�Ø�½ Ê�À�Î(Æ¬ÌD¿
Ä�Ò6½�Â�Í�½lÄ�É�Ø�¿�Ê�½�É=Á
Ó�¿
Ä[È�Á¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î=Á
Ó�ÀxÈ[ØO½

P ∗
i Pi

ä
i
Â�Ä {1, . . . , N} éfÁ�Ä6À�¼¬½

É�Ø¬¼¬½lÎ(½>�fÂ�Ó
λ

Â©É�À�¼¬½CÎ�½�Ø¬Î�½ É�½�Ä�À(¿�À(Â�Á�Ä+¿�À�À�¿¹Ê�¼¬½ Ò�À�Á
E Ú ¿¹Ç�Ç Á
Ó�À(¼¬½lÌ ¿
Î(½qÒ�Â©¿
Í�Á¹Ä�¿¹Ç�Â�Ûl½ Ò�Ù�ÈÜÀ�¼¬½

Ò�½ Ê�Á¹Ì5ØOÁ�É�Â
À(Â�Á�ÄÜÁ¹ÓeÀ(¼¬½àÉ�Ø�¿¹Ê�½�Á¹Ó
L2 ×ÑÉ�½�Ê�À�Â�Á¹Ä�ÉiÂ�Ä�À�ÁHÀ�¼�½Re=Â�Ç�ÙO½lÎ�À�É�Æ�Ì Á
Ó

V(χ, λ) = χ⊗ Homso(n)(χ, λ).
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Õ�¼¬½�Î�½
χ
Î(Æ¬Ä�É Á�Ö¹½lÎ ¿
Ç�Ç�Î(½lØ�Î�½ É�½�Ä�À�¿�À(Â�Á�Ä�ÉVÓÔÁ¹Î

so(n+1)
É�Æ�Ê�¼vÀ�¼�¿
À

λ
¿
Ø¬ØO½�¿¹Î(ÉeÂ�ÄqÀ�¼¬½iÒ�½ Ê�Á¹Ì5ØOÁ
×

É�Â
À(Â�Á�Ä?Á
Ó
χ

Â�Ä�À�Á
so(n)

×zÂ�Î�Î(½�Ò¬Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½�Ê�Á�ÌHØOÁ¹Ä�½lÄ�À(É�ÏX»i¼�½�Ö�¿
Ç�Æ¬½�É�Á
ÓbÀ(¼¬½�½�Â�Í�½lÄ[Ö�¿
Ç�Æ¬½�É�¿
Î(½=Í¹Â�Ö¹½�Ä
Ó�¿
Â�Î(Ç�ÈÜ½)(�Ø¬Ç�Â�ÊlÂ
À(Ç�È�Â�ÄèÀ�½lÎ(Ì±É�Á
Ó�À(¼¬½àÕf½lÂ�Í¹¼�À(É

λ
¿
Ä�Ò

χ
¿
Ä�Ò�À(¼¬½àÌ5Á�Ò�Â�ß�½�Ò+ÊlÁ¹Ä�ÓÔÁ�Î�Ì±¿
ÇeÕ�½�Â�Í�¼�À�É

Ù¬Æ�À�À�¼¬½àÕfÁ¹Î(á?Î(½�Å�Æ¬Â�Î�½ Éi½)([À�½�Ä�É�Â�Ö�½vÆ�É�½vÁ¹Ó�Ø�Á�Õf½lÎ�ÓÔÆ¬ÇbÀ(½�Ê�¼¬Ä¬Â©Å�Æ¬½�É=Á
Ó�¼�¿
Î(Ì5Á¹Ä¬Â©Êv¿
Ä�¿¹Ç�È�É�Â�Évä�É�½�½
* Ø�Ø�½�Ä�Ò�Âq( 0 ÓÔÁ�Î=Ò�½�À�¿
Â�Ç�É=¿¹Ä�Ò.À�¼¬½v½	(�¿�Ê�À�Ö�¿
Ç�Æ¬½�ÉiÁ¹Ó À(¼¬½v½lÂ�Í¹½�Ä[Ö'¿¹Ç�Æ�½�É�é�Ï

ÐÑÀ�Â�É�À�¼¬½�ÄHØOÁ�É(É�Â�Ù¬Ç�½fÀ�ÁYß�Ä�Ò5É�Ø�½ Ê�À(Î(¿¹Ç�½�É�À�Â�Ì5¿
À�½ É�Á
ÓOÀ�¼¬½fÀxÈ[Ø�½àä 
�éeÓÔÁ�Î�À�¼¬½�Ø�¿¹Â�Î�Á¹ÓOÁ�Ø�½�Î(¿
À�Á¹Î�É
P ∗

I PI
¿¹Ä�Ò ∇∗∇ äÔÄ¬Á¹À�½YÀ�¼�¿�ÀfÀ�¼¬½vÊ�Á�Ä�É�À(¿
Ä�À

η
¿
Ø¬ØO½�¿¹Î(É¢À�¼�½lÎ(½�À(ÁCÀ�¿
á�½�Â�Ä�À(Á5¿�ÊlÊlÁ¹Æ¬Ä�À¢À(¼¬½YÓ�¿¹Ê�À

À�¼�¿�ÀvÄ¬Á¹Ä¬×zØ�¿¹Î(¿¹Ç�Ç�½lÇ�É�½�Ê�À�Â�Á¹Ä�ÉYÌ±¿'Èè½)(�Â©ÉxÀvÂ�ÄÃÀ(¼¬½±á¹½�Î�Ä�½lÇ�Á
Ó
PI

é�Ï � Ä¬½HÁ¹Ù¬À(¿
Â�Ä�ÉYÀ(¼¬Â�ÉàÕf¿'È�À�¼�½
Ê�Á�Ä�É�À(¿
Ä�À�ÉC¿¹Ø¬Ø�½ ¿
Î(Â�Ä�ÍèÂ�Ä�À�¼�½ÜÎ(½�ß�Ä�½�Ò ¾v¿
À�ÁEÂ�Ä¬½ Å�Æ�¿
Ç�Â
À(Â�½ ÉqÂ�Ä�¿<É�½lÌ5Â
×Ñ½)(�Ø¬Ç�Â©Ê�Â�ÀCÓÔÁ�Î�Ì ¿¹ÉqÀ�¼�½
É�Á¹Ç�Æ�À�Â�Á¹Ä�Á
Ó�¿5Ì5Â�Ä¬Â�Ì5Â�Û�Â�Ä�Í±Ø¬Î�Á�Ù¬Ç�½lÌ6Ï 6 ¼¬½lÎ(½�¿�ÉfÀ�¼¬½CÒ�Â�Î(½�Ê�À�ÌH½lÀ�¼¬Á�Ò6Ç�½�¿�Ò¬ÉfÀ�Á±Ì5Â�Ä¬Â�Ì5Â�Û�¿
À�Â�Á¹Ä
Á�Ö¹½�ÎC¿EÉ�½lÀHÁ¹Ó=Ö¹½lÎ�À�Â©Ê�½ É Ú '��'F�� Â�ÉCÙ�¿¹É�½�Ò4Á¹Ä4À(¼¬½6É�½�Ç�½ Ê�À�Â�Á¹Ä Î�Æ¬Ç�½?À(¼�¿�À5Í¹Â�Ö¹½ ÉàÀ(¼¬½�Â�Î(Î�½ Ò�Æ�ÊlÂ�Ù¬Ç�½
Ê�Á�Ì5Ø�Á�Ä¬½lÄ�À(ÉfÁ¹Ó_À�¼¬½YÀ(½lÄ�É�Á¹Î

τ ⊗ λ Ú »�Ï�2fÎ(¿¹Ä�É�Á¹Ä�
 É�Ì5½�À(¼¬Á�Ò¬ÉiÇ�½�¿¹Ò�É¢À(ÁH¿CÌ5Â�Ä�Â�Ì5Â�ÛlÂ�Ä¬Í5Ø¬Î�Á�Êl½�É(É
Ù�¿�É�½ Ò.Á�Ä.À(¼¬½vÙ¬Î�¿
Ä�Ê�¼¬Â�Ä¬ÍHÎ�Æ�Ç�½ Ú '��'F � À�¼¬½vÎ(Æ¬Ç�½YÀ�¼�¿
À=Í¹Â�Ö¹½�É�À(¼¬½àÊ�Á�ÌHØOÁ¹Ä�½lÄ�À(ÉfÁ
ÓXÀ�¼�½YÎ(½lØ�Î�½ É�½�Ä�×
À(¿
À�Â�Á¹Ä

λ
É�½l½�ÄÃ¿¹ÉY¿?Ì5Á�Ò�Æ¬Ç�½CÓÔÁ¹ÎYÀ�¼¬½5É�Ì5¿¹Ç�Ç�½lÎ:S_Â�½H¿¹Ç�Í�½lÙ¬Î�¿

so(n − 1)
ä�ÓÔÆ¬Î�À�¼�½lÎvÒ�½�À�¿
Â�Ç�ÉY¿
Ä�Ò

½)(�Ø¬Ç�Â©Ê�Â�À�ÓÔÁ¹Î(ÌqÆ¬Ç©¿¹Éi¿
Î(½�Í¹Â�Ö¹½�Ä.Â�Ä * Ø¬ØO½lÄ�Ò�Âq(a0�é�Ï
»i¼¬Â©É É�¼¬Á�Æ¬Ç�ÒàÄ¬Á
À�Ê�Á�ÌH½f¿¹ÉX¿�É�Æ¬Î(Ø¬Î�Â©É�½>�VÀ�ÁYÂ�Ä�Ê�Î(½�¿�É�½�Â�Ä�À�Æ¬Â�À�Â�Á¹ÄCÁ¹ÄvÀ(¼¬Â©É Ø�¼¬½lÄ¬Á�Ì5½lÄ¬Á�Ä Ú Ç�½lÀXÆ�ÉÎ(½�Êl¿¹Ç�Ç¹À�¼�¿
ÀX½�Ç�Ç�Â�Ø�À�Â©Ê�Â�ÀxÈ�Á
Ó�¿
ÄqÁ¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î

PI
Êl¿
ÄqÙ�½�Î�½�Â�Ä�À�½�Î�Ø�Î�½lÀ�½�Ò�Â�ÄàÀ(½lÎ(Ì±ÉeÁ¹Ó¬Î�½�Ø¬Î�½ É�½�Ä�À(¿�À(Â�Á�Ä�É

Á
Ó
so(n− 1)

Ï�Ð�Ä�Ò�½l½ Ò Ú Ù[È?Ä�¿
À�Æ¬Î�¿
Ç�Â�ÀxÈÃäÔ½ Å�Æ�Â�Ö�¿
Î(Â©¿
Ä�Êl½YÆ�Ä�Ò�½lÎiÀ(¼¬½vÍ¹Î(Á¹Æ�Ø
SO(n)

Á¹Î
Spin(n)

é
¿
Ä�Ò6À�¼¬½CÀ�Î�¿
Ä�É�Â�À�Â�Ö¹½H¿¹Ê�À(Â�Á�ÄèÁ
Ó

SO(n)
Á¹Ä+À(¼¬½CÎ(Á¹Æ�Ä�ÒèÉ�Ø¬¼¬½lÎ(½qÂ�Ä

R
n Ú À�¼¬½5É�È[ÌCÙ�Á�Ç

ΠI
Á¹Ó
PIÄ¬½�Ö¹½lÎ Ö�¿
Ä¬Â©É�¼�½�É Á¹ÄvÀ(¼¬½fÒ¬½�Ê�Á�Ì5Ø�Á�É�½ ÒYÀ�½lÄ�É�Á�Î(É

α⊗v Â�Ó�¿¹Ä�ÒvÁ¹Ä�Ç�È�Â�Ó¬À�¼¬½
SO(n−1)

×Ñ½�Å�Æ¬Â�Ö�¿
Î(Â�¿¹Ä�À
¼¬Á�ÌHÁ�Ì5Á¹Î(Ø¬¼¬Â©É�Ì ÓÔÁ¹Î(Ì

V
À(Á

R
n⊗V Ò�½lß�Ä¬½ Ò5Ù�È

v 7−→ ΠI (e⊗v)
äÔÕ�¼�½lÎ(½

e
Â©É¢¿¹Ä?¿
Î(Ù¬Â
À(Î(¿¹Î�È

Æ¬Ä¬Â�ÀàÖ¹½ Ê�À(Á¹Î�Â�Ä
R

n é«Â©Éà¿
Ä<Â�Ä +x½�Ê�À�Â�Ö¹½±Ì±¿
Ø_Ï e�½lÄ�Êl½ Ú SO(n − 1)
×ÑÎ�½�Ø¬Î(½�É�½lÄ�À(¿
À�Â�Á¹Ä�É«Ä�¿�À(Æ¬Î�¿
Ç�Ç�È

½lÄ�À(½lÎ�Â�Ä[Ö�½�É�À�Â�Í�¿�À(Â�Á�Ä�É Á
Ó�½�Ç�Ç�Â�Ø¬À�Â©Ê�Â�ÀxÈàÁ
Ó�Ä�¿�À�Æ�Î(¿¹Ç�ß�Î(É�À�×ÑÁ¹Î�Ò�½lÎXÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�Ée¿¹Ä�ÒqÎ(½lÇ©¿�À(½�ÒàÅ�Æ¬½ ÉxÀ(Â�Á�Ä�É�Ï
* Ç�À�¼�Á¹Æ¬Í�¼Ã¿
Ø¬ØO½�¿¹Î�Â�Ä¬Í?Â�ÄE¿ÜÒ�Â�âO½�Î�½�Ä�À«ÓÔÁ¹Î(Ì Ú À(¼¬½5Ê�Á¹Ä�ÉxÀ�¿
Ä�À(É=À�¼�¿
À�¿¹Î�Â©É�½àÀ�¼¬Â©ÉYÕf¿'È6¿
Î(½vÀ�¼�½

É(¿
Ì5½à¿¹É=À�¼¬½àÁ�Ä¬½�É�ÓÔÁ¹Æ¬Ä�ÒèÙ�È.À�¼¬½HÒ�Â�Î�½ Ê�À�Ì5½�À(¼¬Á�ÒbÏ�»i¼¬Â©É=Â©É=Ç�Â�á�½lÇ�È.À(Á.Ê�Á�Ä�ß�Î(Ì À�¼�½àÂ�Ä�À(Æ¬Â
À(Â�Á�Ä
Í�¿¹Â�Ä�½�ÒEÂ�Ä<À�¼�½±Ø¬Î�½�Ö[Â�Á�Æ�ÉvÉ�½ Ê�À(Â�Á�Ä�ÉYÀ�¼�¿
ÀvÀ�¼¬½±Â�Ä¬½ Å�Æ�¿
Ç�Â
À(Â�½ É�ß�Ä�ÒEÀ�¼�½lÂ�Îà½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�ÀxÈÃÊl¿�É�½ ÉYÂ�Ä<À�¼�½
æ�¿
À±ä�Á¹Î�Â�ÄèÀ�¼�½5ÊlÁ¹Ä�ÓÔÁ�Î�Ì±¿¹Ç�Ç�È+½�Å�Æ¬Â�Ö�¿
Ç�½lÄ�ÀYÎ(Á¹Æ�Ä�ÒÃÉ�Ø¬¼¬½�Î�½�é=Ê�¿¹É�½¹Ï * É«À�¼¬½5Ç�Á[Ê�¿
Ç�Ì5½�À(¼¬Á�Ò Ú À�¼�½Í¹Ç�Á¹Ù�¿
Ç�Á¹Ä¬½5Â©ÉvÉ�¼�¿
Î(Ø_ÏH»i¼�Â�ÉvÎ(½lÇ�Â�½�ÉYÁ¹ÄEÀ�¼¬½5ÓÔÁ�Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬ÍÜÎ(½lÌ±¿¹Î�á�¿
Ù�Ç�½CÓ�¿¹Ê�À��vÂ�Ó

k′ = 1 − ε′ �
Â�Ä

À�¼�½CÄ¬Á¹À(¿
À�Â�Á¹Ä+Á
Ó�ä ��é
�
Õi¿¹ÉY¿±Ù�½lÀ�À(½lÎv¾v¿�À(Á.Ê�Á�Ä�ÉxÀ�¿
Ä�À�À(¼�¿
Ä

k = 1 − ε
ÓÔÁ�Æ¬Ä�ÒÃÙ�È�À(¼¬½C¿¹Ù�Á�Ö�½

Ø¬Î(Á�Ê�½�Ò¬Æ¬Î�½ Ú ÓÔÁ¹Î(ÌqÆ�Ç�¿oä��[éàÕfÁ¹Æ�Ç�Ò Â�Ì5Ø¬Ç�È0À�¼�¿�À±À�¼�½�Á�Ø�½�Î(¿
À�Á�Î
P ∗

I PI − ε+ε′

2 ∇∗∇ Â�ÉH½�Ç�Ç�Â�Ø¬À�Â©Ê
Õ�Â�À�¼RØ�Á�É�Â�À�Â�Ö¹½±Ò�½lß�Ä¬Â�À�½?É�È[ÌqÙOÁ¹ÇzÏ±ÐÑÀqÉ�¼¬Á�Æ¬Ç©ÒèÀ(¼�Æ�Év¼�¿'Ö¹½HÁ¹Ä�Ç�È<¿.ß�Ä¬Â
À(½±Ä[Æ¬ÌqÙO½lÎvÁ¹ÓfÄ¬½�Í�¿
À�Â�Ö¹½
½lÂ�Í¹½�Ä[Ö'¿¹Ç�Æ�½�É�Ï�2fÆ�À�À(¼¬½�½	([Ø�Ç�Â©Ê�Â�À�Ê�Á�Ì5Ø¬Æ�À(¿
À�Â�Á¹Ä�É�Á
Ó , 5�/ É�¼¬Á�Õ�À�¼�¿
À�À�¼�Â�É�Â�É�Ä¬Á
À�À(¼¬½«Ê�¿¹É�½�Á¹ÄHÀ�¼�½
Î(Á¹Æ¬Ä�Ò�É�Ø¬¼¬½lÎ(½

Sn ¿�É�É�Á[Á�Ä�¿�É
ε < ε′

Ï
� Ä�Êl½«¿
Í�¿
Â�Ä5À�¼¬½�É�½lÌ5Â
×Ñ½)(�Ø¬Ç�Â©Ê�Â�Àf½	([Ø�Î�½ É�É�Â�Á�Ä�É¢Ê�¿
Ä?ÙO½YÌ5¿�Ò�½«ÓÔÆ¬Ç�Ç�È±½)(�Ø¬Ç�Â©Ê�Â�ÀfÂ�ÄÜ¿qÄ�Æ�ÌqÙO½lÎiÁ
Ó

Êl¿�É�½ É�ä�Â
À�Ò�Á[½�É¢Ä¬Á
ÀiÊ�Á¹Ì5½Y¿¹É¢¿CÉ�Æ�Î�Ø¬Î(Â©É�½�À(ÁqÄ¬Á¹À�Â©Ê�½�À(¼�¿�ÀfÀ�¼�½�É�½«¿
Î(½=Ì5Á¹Î(½=Á�Î¢Ç�½�É(É�À(¼¬½«É(¿
Ì5½«¿�É
À�¼�½YÁ�Ä¬½�É�À(¼�¿�À�ÊlÁ¹Æ¬Ç©Ò?ÙO½v¼�¿
Ä�Ò�Ç�½ ÒÜÊlÁ¹Ì5Ø¬Ç�½�À(½lÇ�È±Ù�È?À�¼¬½vÒ�Â�Î�½ Ê�À�Ì5½�À(¼¬Á�Ò�é�Ï * É�¿
ÙOÁ�Ö¹½YÕ�½�É�¼�¿
Ç�Ç
Í¹Â�Ö¹½iÁ�Ä¬½=½)(�Ø¬Ç�Â©Ê�Â�À�Ö'¿¹Ç�Æ�½ Ú À�¼¬Â©É�À�Â�Ì5½�ÓÔÁ¹Î�À�¼¬½�Ë�¿
Î(Â
À�¿�×xÝ�Ê�¼[Õ�Â�Ä¬Í�½lÎ�Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�Â�Ä±Á�Ò¬Ò5Ò�Â�Ì5½�Ä�É�Â�Á¹Ä�É
, ®�T / äÔÂ�Ó

n = 3
À�¼¬Â©É=Â©É�¿
Ä6½)(¬¿¹ÌHØ�Ç�½vÁ¹ÓX¿
Ä6Á�Ø�½�Î(¿
À�Á¹ÎfÀ(Á±Õ�¼¬Â�Ê�¼�À(¼¬½àÒ�Â�Î�½ Ê�À=Ì5½�À(¼¬Á�Ò�Ò¬Á�½ É�Ä¬Á¹À

¿
Ø�Ø¬Ç�È Ú À�¼�½àÒ�Â�Î(½�Ê�À=Ì5½�À�¼�Á[Ò6¼�Á�Õ�½�Ö¹½lÎiÕfÁ¹Î(á�É¢ÓÔÁ�Î�½lÖ�½lÎ(È?Á
À(¼¬½lÎ=Á�Ò¬Ò6Ò�Â�Ì5½lÄ�É�Â�Á¹Ä6Ù¬Æ�À=Ä¬½�½�Ò¬É�¿
Ä
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%ZH )�C�> É�Æ¬Ù�É�À�Â�À�Æ�À(½iÓÔÁ¹Î�Ò�Â�Ì5½lÄ�É�Â�Á�Ä
3
é ¿
Ä�ÒCÕ�½fÎ(½�ÓÔ½lÎ�À(Á ,.4�/ Á¹Î ,.-�/ ÓÔÁ�Î�¿
Ç�Ç�Á¹À�¼¬½�Î�½)(�Ø¬Ç�Â�ÊlÂ
À�Ö�¿
Ç�Æ¬½ É

¿
Ä�ÒÜÊlÁ¹Ì5Ø¬Æ�À�¿�À�Â�Á¹Ä�ÉlÏ

Theorem 3
Ï P � FJM

E
�dF M )�F M^DA' N)M C$# � ��B�H9EqFRC/" % B C�HZH � H:''K F	B�N '^C�B % E N�� ''B K&% B ' ")C EqH

Mn
�

�,)�F	B���")C$# % B � N	Fd>JM '^C�B
ψ
C/"
E

''BaM�)�F�@�F(# B�F)E C ":M )�F�� %:# 'OMH%�� � > )9DA''B9I�F8#RC ��F(# %ZM C:# � D F�)�% 
%F
M )�F # F�� B�FdH �+%�M C&''B�F
	 ��%�E 'OM��

∣∣d|ψ|
∣∣ ≤ n− 2

n(n+ 2)
|∇ψ|

C���M^N '^HZFWM�)�F 
�F8# C � N	FJMuC/"
ψ
�

- ¯�� �Xº ]�µ ��·;\�Y?X µ � \Üµ�]�¶ V¬²X¶ ²;\	� ·;X�\sX5µ �1_aV�³ µR´%\���²�\[¶ãº�²;\9bb·�V�]�ºÔ³ º^\9X
6<½«Ê�Á�Ç�Ç�½�Ê�Àf¼�½lÎ(½«¿vÓÔ½�Õ Æ�É�½�É�Á
ÓeÎ(½�ß�Ä¬½�Ò?¾v¿
À�ÁCÂ�Ä¬½ Å�Æ�¿
Ç�Â
À(Â�½ ÉlÏ �¬Á�Î�Ù�Î�½�Ö�Â�ÀxÈ 
 ÉfÉ(¿
á¹½ Ú Õf½�¼�¿'Ö¹½

Ä¬Á¹ÀYÀ(Î�Â�½�ÒèÀ�Á6½�É�À(¿¹Ù¬Ç�Â�É�¼E¿.ÓÔÆ¬Ç�Ç�Ç�Â©É�ÀYÁ¹Ó�Á�ÊlÊlÆ¬Î�Î(½lÄ�Ê�½�É«Á
ÓiÉ�Æ�Ê�¼ÃÎ(½�ß�Ä¬½ ÒèÂ�Ä¬½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�À�Â�½�É Ú Ù¬Æ¬À�¼�¿'Ö¹½
Î�¿�À�¼�½lÎ5À�Î(Â�½�ÒoÀ�Á4Ò¬½�À(¿¹Â�Ç=À�¼¬Î(½l½èÖ�½lÎ(È Ò�Â�âO½�Î�½�Ä�À.Ê�Â�Î(ÊlÆ¬Ì±ÉxÀ�¿
Ä�Êl½�É±Õ�¼¬½�Î�½6À(¼¬½lÈ�¼�¿
Ø�Ø�½�ÄãÀ�Á0ÙO½
Æ�É�½�ÓÔÆ¬ÇzÏ
- ¯�®O¯��e· �u\s] ]�º�� ³ º�¸L\9Xl³ º � V¬³J\9X¹¯ 	 ��Á¹Ä�É�Â©Ò�½lÎi¿.ä�Æ�É�Æ�¿
Ç�Ç�È±ÊlÁ¹Ì5Ø¬Ç�½�À�½ Ú Ä¬Á¹Ä�×�Ê�Á�Ì5Ø�¿¹Ê�À�éXÌ±¿
Ä¬×
Â�ÓÔÁ¹Ç©Ò

M
¿¹Ä�Ò6¿?É�½ Ê�À(Â�Á�Ä

ξ
Á
Ó�¿±Ù¬Æ�Ä�Ò�Ç�½

E
Ç�È[Â�Ä¬Í±Â�Ä6À�¼¬½àá�½lÎ(Ä¬½lÇbÁ¹Ó�É�Á�ÌH½vÄ�¿�À�Æ�Î(¿¹Çbß�Î�ÉxÀ�×zÁ�Î(Ò�½�Î

½lÇ�Ç�Â�Ø�À(Â�Ê�Á�Ø�½�Î(¿
À�Á�Î
P
Ï�6<½vÌ5Á¹Î(½lÁ�Ö¹½�Îf¿�É�É�Æ¬Ì5½YÀ�¼�¿
À

P
Â©É�Ø�¿¹Î�À�Á
Ó�¿ 6E½�Â
À(Ûl½�Ä�Ù
	�Ê�á±ÓÔÁ¹Î(ÌqÆ�Ç�¿��

ähg���é
P ∗P = ∇∗∇ + R

Õ�¼¬½�Î�½
a
Â�É=¿±ÊlÁ¹Ä�É�À(¿¹Ä�À�¿¹Ä�Ò R Â�É=¿.Ê�Æ¬Î(Ö�¿�À�Æ�Î�½YÀ�½�Î�Ì6ÏiÝ�À(¿¹Ä�Ò¬¿
Î�Ò6Ê�Á�ÌHØ�Æ�À(¿
À�Â�Á¹Ä�ÉiÀ(¼¬½lÄèÉ�¼¬Á�Õ

À�¼�¿�À
ähg�g'é 〈ξ,∆ξ〉 − |∇ξ|2 =

1

2
∆|ξ|2 = |ξ|∆|ξ| −

∣∣d|ξ|
∣∣2.

Ý[Æ¬Ù�ÉxÀ(Î(¿�Ê�À�Â�Ä¬Í<À�¼�½èÇ�¿
À�À(½lÎ±ÓÔÎ(Á¹Ì À�¼¬½+ÓÔÁ�Î�Ì5½�Î?¿
Ä�Ò�À(¿¹á[Â�Ä¬Í0Â�Ä�À�Á4¿�ÊlÊ�Á�Æ¬Ä�À5À�¼¬½ 6<½lÂ�À�Û�½lÄ[Ù
	[Ê�á
ÓÔÁ¹Î(ÌqÆ�Ç�¿�ähg���éf¿
Ä�Ò?À(¼¬½àÊ�Ç©¿¹É(É�Â©Êl¿¹Çb¾v¿�À�Á5Â�Ä¬½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�ÀxÈ?È[Â�½lÇ©Ò¬ÉfÀ�¼¬½àÉ�Á�Êl¿¹Ç�Ç�½�Ò N�� �AF	E'E ' ��M '^> F)N M�''K&%�M F

ähg���é
∆|ξ| ≤ |R| |ξ| Á�Æ�À(É�Â©Ò�½ {ξ = 0}.

ÐÑÓYÀ�¼¬½6Ì±¿
Ä¬Â�ÓÔÁ¹Ç©Òo¼�¿¹É5¿<Ä¬Á�Ä�×zÛ�½lÎ(ÁEÂ©É�Á¹ØO½lÎ(Â�Ì5½�À(Î�Â©Ê�Ê�Á¹Ä�ÉxÀ�¿
Ä�À Ú À�¼¬½èÞ+Á�É�½�Î5Â
À(½lÎ�¿�À�Â�Á¹ÄoÉ�Ê�¼�½lÌ5½
É�¼¬Á�Õ=ÉiÀ�¼�¿�À |ξ| Ù�½�¼�¿'Ö¹½ É�¿�ÀYÂ�Ä¬ß�Ä¬Â�ÀxÈRä�Õ�Â
À(¼èÎ(½�É�Ø�½ Ê�À�À(Á±À�¼�½qÍ¹½�Á�Ò�½�É�Â�ÊqÒ�Â�É�À(¿¹Ä�Ê�½

r
À(ÁÜ¿5ß�([½ Ò

ØOÁ¹Â�Ä�À�éf¿¹É
O(r−2)

Ï5�=Á�Õ ¿HÎ�½lß�Ä¬½�Ò�¾v¿�À(Á5Â�Ä¬½ Å�Æ�¿
Ç�Â
ÀxÈ.Á
ÓeÀ(¼¬½�ÀxÈ[Ø�½
∣∣d|ξ|

∣∣ ≤ k|∇ξ| Õ�Â
À(¼
k < 1,

Ç�½�¿¹Ò�ÉfÀ�Á±¿5É�Æ¬Ù�ÉxÀ�¿
Ä�À�Â©¿
Ç�Ç�È.Â�Ì5Ø¬Î(Á�Ö¹½ Ò?Ö¹½�Î(É�Â�Á¹Ä.Á¹Óiä g���é �
ähg ��é

∆
(
|ξ|2−1/k2

)
≤
(

2 − 1

k2

)
|R| |ξ|2−1/k2 Á¹Æ¬À(É�Â�Ò�½ {ξ = 0}

¿
Ä�Ò?Þ+Á�É�½lÎfÂ�À�½lÎ�¿�À(Â�Á�Ä?Ø¬Î(Á�Ê�½�Ò¬Æ¬Î�½ É¢Ø�Î�Á�Ò�Æ�Êl½�É�Ù�½lÀ�À(½lÎ�Ò�½�Ê�¿'È5½�É�À�Â�Ì5¿
À�½ É Ú ÓÔÁ¹ÎiÂ�Ä�ÉxÀ�¿
Ä�Êl½«É�Æ�Ê�¼Ü¿�É
ξ = O(r−2−ε)

Õ�Â�À�¼
ε > 0

¿¹Î�Á�Æ¬Ä�ÒÜÂ�Ä�ß�Ä¬Â
ÀxÈ�Ï
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»i¼¬Â©É�¿
Î(Í¹Æ¬Ì5½�Ä�À�¼�¿�É�ÙO½l½lÄ6Æ�É�½�Ò6É�Æ�ÊlÊl½�É(ÉxÓÔÆ�Ç�Ç�È?ÓÔÁ�Î�½)(¬¿
Ì5Ø¬Ç�½vÂ�ÄèÝVÏ32f¿¹Ä�Ò�Á Ú * Ï�¾v¿�É�Æ�½�¿¹Ä�Ò
eàÏ:�«¿
á�¿ +xÂ�Ì±¿ 
 É�ÉxÀ(Æ�Ò�ÈàÁ¹ÓOË�Â©ÊlÊlÂ
×zæ�¿
À�Ì±¿�([Â�Ì±¿
Ç[Ö¹Á�Ç�Æ�ÌH½iÍ�Î�Á�ÕiÀ(¼qÊ�Á�ÌHØ�Ç�½lÀ�½�Ë�Â�½lÌ±¿
Ä¬Ä�Â�¿¹ÄCÌ±¿
Ä¬×
Â�ÓÔÁ¹Ç©Ò¬ÉCä�¿
Ø¬Ø�Ç�Â�½�Ò6À(Á?À(¼¬½ 6<½lÈ[Ç�Ê�Æ¬Î(Ö�¿�À(Æ¬Î�½ Ú ÊlÇ�Á�É�½ Òè¿
Ä�ÒÃÊ�Á
×�Ê�Ç�Á�É�½�Ò�Â�Ó�À�¼�½qÌ5½�À(Î�Â©ÊàÂ©É�å¢Â�Ä�É�À�½�Â�ÄVé
, ® / Ú Â�ÄèËvÏ�Ý�Ê�¼¬Á[½�Ä Ú S�ÏVÝ[Â�ÌHÁ�Ä+¿
Ä�Ò+ÝVÏ ×Ñ»�Ï ç ¿
Æ�
 É�ÕfÁ¹Î(á?Á¹Ä�À�¼�½R2�½�Î�Ä�ÉxÀ(½lÂ�Ä�Ø�Î�Á�Ù¬Ç�½�Ì ä�¿
Ø¬Ø¬Ç�Â�½�Ò
À�Á?À�¼¬½HÉ�½ Ê�Á¹Ä�Ò�ÓÔÆ¬Ä�Ò¬¿¹ÌH½�Ä�À(¿
ÇeÓÔÁ¹Î(Ì Á¹Ó¢¿±Ì5Â�Ä�Â�Ì±¿
ÇXÂ�ÌHÌ5½�Î(É�Â�Á�Ä6Â�Ä+æO¿�ÀYÉ�Ø�¿�Ê�½'é , ® 4s/ Ú Â�ÄEÝVÏ ×�»�Ï
ç ¿
Æ 
 É«Ø¬Î(Á�Á¹Ó�Á
Ó�À�¼�½&�f¿¹Ç�¿¹Ù¬Â ÊlÁ¹Ä +x½ Ê�À�Æ�Î�½ , ® -9/ Ú Â�Ä Q�ÏVË=¿¹Ò�½ 
 ÉYÉ�À�Æ�Ò�È6Á¹Ó ç ¿
Ä¬Í¹×ÑÞ+Â�Ç�Ç�É=ß�½lÇ©Ò¬É«Á¹Ä
æ�¿
À�ÓÔÁ¹Æ¬Î�×ÑÉ�Ø�¿�Ê�½ , ® 5�/ Ú Â�Ä 
�Ï	�¬½�½l¼�¿¹Ä±ÉxÀ(Æ�Ò�ÈqÁ¹ÓO¼�¿
Î(ÌHÁ�Ä¬Â©ÊfÉ�Ø¬Â�Ä¬Á¹Î�É�¿
Ä�Ò 
��qä���éz×ÑÌ5Á¹Ä¬Á�Ø�Á�Ç�½ É ,���/ Ú½�À�Ê
Ï
- ¯ T_¯�� � \[¸
³�´%V�] � ´�µ��;] \�� X¹¯�	 »i¼¬½vÎ�½lß�Ä¬½ Ò�¾v¿
À�Á±Â�Ä¬½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�ÀxÈ±ÓÔÁ�Î�É�Ø�Â�Ä¬Á�Î(ÉiÂ�Ä6À�¼�½àá¹½�Î�Ä¬½�Ç
Á
ÓOÀ�¼�½�0�Â�Î�¿¹ÊiÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�Ç�½�¿�Ò¬É�À�ÁC¿�Ä¬½lÕoØ¬Î(Á�Á¹ÓOÁ¹ÓVÀ�¼¬½=Õf½lÇ�Ç�×zá[Ä¬Á�Õ�Ä�� ' �8%�
('�''B�F
	���% E 'OM � Î�½�Ç�¿
À�Â�Ä¬Í
À�¼�½?ß�Î�ÉxÀC½lÂ�Í¹½lÄ[Ö�¿
Ç�Æ¬½±Á¹ÓfÀ(¼¬½ 0«Â�Î(¿�Ê±Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹ÎvÀ(Á+À�¼¬½.ß�Î�ÉxÀq½�Â�Í�½lÄ[Ö�¿
Ç�Æ¬½±Á
Ó�À(¼¬½.ÊlÁ¹Ä�ÓÔÁ�Î�Ì±¿
Ç�Ç�È
Ê�Á�Ö�¿¹Î�Â©¿
Ä�À ç ¿
Ì±¿¹Ù�½YÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î Ï 6<½�À(¼�¿
Ä¬á �«Ï92��
Îi¿
Ä�Ò * Ï�Þ+Á¹Î(Á¹Â©¿
Ä[Æèä�Ø¬Î�Â�Ö�¿�À(½«Ê�Á�Ì5ÌqÆ¬Ä¬Â©Êl¿
×
À�Â�Á¹ÄVéXÕ�¼¬ÁàÉ�Æ¬Í¹Í�½�É�À�½�ÒqÀ�¼�Â�É�¿
Ø¬Ø¬Ç�Â©Êl¿�À(Â�Á�ÄqÀ(ÁàÆ�É�¿¹Ä�ÒHá[Â�Ä�Ò¬Ç�È5¿¹Ê�Ê�½lØ¬À�½�ÒCÀ(ÁvÇ�½lÀ¢Â
À�Ù�½=Î(½lØ�Î�Á�Ò�Æ�Êl½�Ò
¼¬½�Î�½�Ï

Theorem 4 (Hijazi [11])
Ï P � F	M

(M, g)
�AF %L>AC�K ��%Z>JM�N�� ''B ��'^F	K %�B�B ' % BaK&% B�' ")C�EqH C/":H:' �

KLF)B�N '^C�B
n ≥ 3

� �,)�F	B M�)�F ��#dN)MWF8'nI�F	B 
$% E ��F
λ1

C " M )�F	��' # %Z>"C ��F8# %�M C$#�%�B�H M�)�F �5#dN)M
F8'nI�F	B 
$% E ��F

µ1
C " M )�F >AC�B�")C:# K %�E � % ��E %Z>8' % B

4n−1
n−2∆ + scal

N8%�M�' N "
��


ähg �[é
λ2

1 ≥ n

4(n− 1)
µ1.

� # C�C " Ï;P ÐÑÓ
ψ

Â©Éq¿¹ÄR½lÂ�Í¹½lÄ�É�Ø¬Â�Ä¬Á�ÎàÕ�Â
À(¼0½lÂ�Í¹½�Ä�Ö�¿¹Ç�Æ¬½
λ Ú À�¼�½lÄ ψ

Ç�Â�½ ÉàÂ�ÄRÀ�¼¬½Üá¹½lÎ(Ä¬½�Ç�Á
ÓfÀ�¼¬½
0«Â�Î�¿¹ÊiÁ�Ø�½�Î(¿
À�Á¹Î¢Í¹Â�Ö¹½lÄ5Ù[ÈàÀ(¼¬½ ��Î�Â�½�Ò¬Î�Â©Ê�¼±Ê�Á¹Ä�Ä¬½�Ê�À�Â�Á¹Ä ∇̃Xψ = ∇Xψ+(λ/n)X ·ψ Ú Õ�¼¬Â©Ê�¼±Â�É
¿5Ì5½�À(Î�Â©ÊvÊ�Á�Ä¬Ä¬½�Ê�À�Â�Á¹Ä�Á¹Ä+É�Ø¬Â�Ä�Á¹Î�ÉlÏfe�½lÄ�Êl½vÕ�½v¼�¿'Ö�½YÀ�¼¬½vÓÔÁ�Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬Í5Î�½lß�Ä¬½�Ò�¾v¿�À(Á5Â�Ä¬½ Å�Æ�¿
Ç�Â
ÀxÈ
ÓÔÁ¹Î

ψ Ú Õ�¼¬½�Î�½�Ö¹½lÎiÂ�À=Â�ÉiÄ�Á¹Ä¬Û�½lÎ(Á��
ähg ��é ∣∣d|ψ|

∣∣2 ≤ n− 1

n
|∇̃ψ|2.

6<½qÄ¬½	(�ÀYÊ�Á¹Ä�É�Â©Ò�½lÎ�À�¼¬½HÊ�Á�Ä�ÓÔÁ¹Î(Ì±¿
Ç S ¿
Ø¬Ç©¿¹ÊlÂ�¿¹Ä�Á¹Ó |ψ|2α Õ�¼�½lÎ(½
α = (n− 2)/2(n− 1)

�¢À(¼¬½
Ê�Á�Ä�ÓÔÁ¹Î(Ì±¿
Ç;Se¿
Ø�Ç�¿�Ê�Â©¿
ÄèÂ©ÉYÂ�Ä[Ö�¿
Î(Â�¿¹Ä�À�Á¹Ä<É�Ê�¿
Ç©¿
Î�É�Á
Ó¢Õf½lÂ�Í¹¼�À

(2 − n)/2
¿
Ä�ÒèÉ�Á?À(¼¬Â©É«ØOÁ�Õf½lÎYÂ�É

Ä�¿
À�Æ¬Î�¿
Ç_Â�ÄèÖ[Â�½lÕ Á
Ó�À(¼¬½qÊ�Á�Ä�ÓÔÁ¹Î(Ì±¿
Ç Õ�½�Â�Í�¼�À
(1 − n)/2

ÓÔÁ¹Î�À�¼¬½ 0�Â�Î�¿¹ÊvÁ�Ø�½�Î(¿
À�Á¹Î Ï���É�Â�Ä¬Í?À�¼¬½
S_Â©Ê�¼¬Ä¬½�Î�Á�Õ�Â©Ê�Û«ÓÔÁ¹Î(ÌqÆ�Ç�¿ Ú À(¼¬½v½lÇ�½lÌ5½�Ä�À�¿
Î(È?Â©Ò�½lÄ�À�Â�ÀxÈ

d∗d(fα) = αfα−1d∗df − α(α − 1)fα−2|df |2
Õ�Â�À�¼

f = |ψ|2 ¿
Ä�Ò |∇̃ψ|2 = |∇ψ|2 + 1
nλ

2|ψ|2 Ú Õf½YÁ�Ù�À(¿¹Â�ÄÜÀ�¼�½�ÓÔÁ¹Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬Í5½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�ÀxÈ?Á¹ÄÜÀ�¼�½
Á¹ØO½lÄ6É�½�À=Õ�¼¬½�Î�½

ψ
Â©ÉiÄ¬Á¹Ä¬Û�½lÎ(Á��

1

2α
d∗d
(
|ψ|2α

)
+

1

4
scal |ψ|2α − n− 1

n
λ2|ψ|2α = |ψ|2α−2

( n

n− 1

∣∣d|ψ|
∣∣2 − |∇̃ψ|2

)
.

»i¼¬Â©É�Â©É=Ä¬Á�Ä¬Ø�Á�É�Â�À�Â�Ö¹½vÙ[ÈRähg ��é�ÏfÐ�Ä+Á¹Î�Ò�½�ÎiÀ�Á±Í¹Ç�Á¹Ù�¿
Ç�Â�Û�½ Ú Õf½àÊ�Á�Ä�É�Â©Ò�½�Î�À�¼¬½CË=¿'È[Ç�½�Â�Í�¼�Å�Æ¬Á¹À�Â�½lÄ�À
ÓÔÁ¹ÎàÀ�¼¬½.ß�Î(É�Àà½lÂ�Í¹½�Ä[Ö'¿¹Ç�Æ�½

µ1
Á
ÓfÀ�¼�½ÜÊ�Á�Ä�ÓÔÁ¹Î(Ì±¿
ÇfS ¿
Ø¬Ç©¿¹ÊlÂ�¿¹Ä<Õ�Â�À�¼4À�½�É�À�×zÓÔÆ¬Ä�Ê�À�Â�Á¹Ä

ϕ = |ψ|2αÁ¹ÄèÀ�¼¬½CÁ¹ØO½lÄEÉ�½�ÀYÕ�¼¬½lÎ(½
ψ

Â�É«Ä¬Á�Ä¬Ûl½�Î�Á Ú À(¿¹á¹½ λ = λ1
¿¹Ä�Ò+Â�Ä�À�½lÍ�Î(¿
À�½àÁ�Ö�½lÎ {x, |ψ|(x) ≥ ε} ÏS_½lÀ�À(Â�Ä¬Í

ε→ 0
½�¿¹É�Â�Ç�È±Í�Â�Ö�½�Évähg �[é(Ï

idj�k�lnm9o�lqpsrZiutavsw�m�x3psyZi�z
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- ¯ � ¯�� � \[¸¹º V�] � ´�µ�� \�´'³�º^\9X?µ � �Yº�²;X�³J\[º�² � \�³�´'º�¸ZX�¯ 	 2�Æ�Â�Ç©Ò�Â�Ä¬Í?Á¹Ä6À(¼¬½qÊlÁ¹Ì5Ø¬Æ�À�¿�À�Â�Á¹Ä�É
Ò�Á�Ä¬½�Â�ÄqÉ�½ Ê�À(Â�Á�Ä �¬ÏGg¢¿
ÙOÁ�Ö¹½ Ú Á�Ä¬½�Ì±¿'È�Ò�½lÎ(Â�Ö�½�ÓÔÎ(Á¹Ì Î�½lß�Ä¬½ Òv¾v¿�À�Á�Â�Ä¬½ Å�Æ�¿
Ç�Â
À(Â�½ ÉeÉ�Á¹Ì5½¢ØOÁ�Õf½lÎ�ÓÔÆ¬Ç
Â�Ä�À(½lÍ�Î(¿¹Ç¢½�É�À�Â�Ì±¿�À(½�ÉHÁ¹Ä0À(¼¬½6Ê�Æ¬Î(Ö�¿�À�Æ�Î�½ÜÁ
Ó�å�Â�Ä�É�À�½�Â�Ä�ÌH½lÀ�Î(Â�Ê�ÉlÏ ��Á¹Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬ÍÃÞ4Ï �YÆ�Î(É�á[ÈR¿¹Ä�Ò
�«ÏZSe½J2fÎ�Æ�Ä , ®�� / Ú À�¼¬½�Î(½�ß�Ä¬½�ÒH¾v¿�À(ÁYÂ�Ä¬½ Å�Æ�¿
Ç�Â
ÀxÈvÓÔÁ�Î�À�¼¬½=ÊlÁ
×�Ê�Ç�Á�É�½�ÒqØ�Á�É�Â�À�Â�Ö¹½i¼�¿¹Ç
Ó�6E½�È[Ç�À�½�Ä�É�Á�Î
Á
Ó�¿
Ä6å�Â�Ä�É�À�½lÂ�Ä�ÓÔÁ¹Æ¬Î�×�Ò�Â�Ì5½�Ä�É�Â�Á¹Ä�¿
ÇVÌ±¿
Ä¬Â�ÓÔÁ¹Ç©Ò

(M, g)
äÔÁ¹Æ¬À(É�Â�Ò�½vÂ�À(É=Ûl½lÎ(Á5É�½lÀ�é �

ähg���é ∣∣d|W+|
∣∣ ≤

√
3

5
|∇W+|,

É�¼¬Á�Õ=É�À�¼�¿
À�À�¼¬½�ÓÔÆ¬Ä�Ê�À�Â�Á¹Ä
u = |W+|1/3 É�¿
À�Â©Éxß�½ É8�

6∆u+ (scalg −2
√

6|W+
g |)u ≤ 0.

e=½�Ä�Ê�½�À(¼¬½lÎ(½�½)(�Â©ÉxÀ�É�¿CÌ5½lÀ�Î(Â�Ê
ĝ
Â�Ä�À�¼¬½àÊlÁ¹Ä�ÓÔÁ�Î�Ì±¿
ÇbÊlÇ�¿�É�ÉiÁ¹Ó

g
É�Æ�Ê�¼ÜÀ(¼�¿�À

∫

M

(
scalĝ −2

√
6|W+

ĝ |ĝ
)
≤ 0

¿
Ä�ÒCÁ�Ä¬½iÌ±¿'ÈqÊ�Á�Ä�Ê�Ç�Æ�Ò�½iÓÔÎ(Á¹Ì À(¼¬Â©É�À�¼�¿
À�À�¼¬½=ÊlÆ¬Î(Ö'¿
À�Æ¬Î(½iÁ
ÓV½lÖ�½lÎ(ÈvÓÔÁ¹Æ¬Î�×�Ò�Â�Ì5½�Ä�É�Â�Á¹Ä�¿
Ç[å�Â�Ä�ÉxÀ(½lÂ�Ä
Ì±¿
Ä¬Â�ÓÔÁ¹Ç©Ò

(M, g)
É�¿
À�Â©Éxß�½�ÉfÀ�¼�½�ÓÔÁ¹Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬ÍHÎ�½�Ì5¿¹Î�á�¿¹Ù¬Ç�½YÂ�Ä¬½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�ÀxÈ,�

∫

M

|W+
g |2 ≥ 1

24

∫

M

scal2g .

��� � \[² ¶Xº�� � Y �4µ�´ \�´ \ � ´ \9XJ\[²V³�V�³�º�µ�²ã³�[�\[µ�´�c
6<½«Î(½lÖ[Â�½lÕ ¼¬½�Î�½�À�¼¬½�Ù�¿�É�Â©Ê�ÊlÁ¹Ä�Êl½lØ�À�ÉfÁ
ÓeÎ(½lØ¬Î(½�É�½lÄ�À�¿�À�Â�Á¹Ä?À�¼¬½�Á¹Î(ÈHÕ�¼�Â�Ê�¼�¿
Î(½«Ä¬½ Ê�½ É�É(¿
Î(ÈqÀ(Á

É�À(¿�À(½±Ê�Á¹Ì5Ø¬Ç�½�À(½lÇ�ÈÃ¿
Ä�ÒèØ¬Î(½�ÊlÂ�É�½lÇ�ÈÃ¿
Ç�ÇXÀ�¼¬½±Î(½�É�Æ¬Ç�À(ÉYÁ
Ó ,.4�/ ¿
Ä�Ò ,.-�/ Ï * Ç�Ç�À�¼¬½5Ó�¿�Ê�À�ÉvÅ�Æ�Á
À�½ ÒÃÂ�Ä
À�¼�Â�É=¿¹Ø¬ØO½lÄ�Ò�Âq(.Ì±¿'È?ÙO½�ÓÔÁ¹Æ¬Ä�ÒÜÂ�Ä�À�¼¬½vÙOÁ[Á¹á ,.8�/ Á¹ÎiÂ�Ä6¿¹Ä�¿
Ç�Á¹Í�Á¹Æ�É¢À�½	([À�ÙOÁ�Á�á�ÉlÏ

�XÂ�Ä�Â
À(½iÒ¬Â�Ì5½lÄ�É�Â�Á¹Ä�¿¹Ç[Â�Î(Î�½ Ò�Æ�ÊlÂ�Ù¬Ç�½fÎ�½�Ø¬Î�½ É�½�Ä�À(¿�À(Â�Á�Ä�É_Á¹Ó�À(¼¬½7SeÂ�½�¿¹Ç�Í�½lÙ¬Î�¿
so(n)

¿
Î(½fÊlÇ�¿�É�É�Â
ß�½�Ò
Ù[ÈÜ½�Ç�½�Ì5½lÄ�À(É«Á
Ó�À(¼¬½CÒ�Æ�¿
ÇXÁ
Ó¢¿ �f¿¹Î�À�¿
ÄèÉ�Æ¬Ù�¿
Ç�Í¹½�Ù¬Î�¿5Á
Ó

so(n)
Ê�¿
Ç�Ç�½ Ò HZC K+''B %�B3M D F8'nI�)�M^N Ï«ÐÑÓ

m = E(n/2) Ú À�¼¬½ É�½Y¿
Î(½�½lÄ�ÊlÁ[Ò¬½�Ò±Ù[È
m
×zÀ�Æ¬Ø¬Ç�½�À�É

(λ1, . . . , λm) Ú ¿
Ç�Ç�Â�Ä�À�½lÍ�½lÎ�É�Á¹Îf¿
Ç�Ç�Ø¬Î(Á¹ØO½lÎ(Ç�È
¼�¿¹Ç
Ó�×ÑÂ�Ä�À(½lÍ¹½�Î(É Ú É�¿
À�Â©ÉxÓÔÈ[Â�Ä¬ÍHÀ�¼¬½ H�C K+''B %�B�>dF Ê�Á�Ä�Ò�Â�À�Â�Á¹Ä�É��

λ1 ≥ · · · ≥ λm−1 ≥ |λm|, Â�Ó
n = 2m,

λ1 ≥ · · · ≥ λm ≥ 0,
Â�Ó
n = 2m+ 1.

Ð�Ä5À�¼�Â�É¢Ä¬Á
À�¿�À�Â�Á¹Ä Ú À(¼¬½�É�À(¿
Ä�Ò¬¿
Î�ÒHÎ�½�Ø¬Î�½ É�½�Ä�À(¿�À(Â�Á�ÄCÂ©É�Í�Â�Ö�½lÄ5Ù[È
τ = (1, 0, . . . , 0)

¿
Ä�Ò5Õ�½=É�¼�¿
Ç�Ç
¼¬½�Î�½ ¿�Ó�À�½�ÎiÂ�Ò�½�Ä�À�Â�ÓÔÈ�¿¹Ä�È±Â�Î(Î�½ Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½�Î�½�Ø¬Î�½ É�½�Ä�À(¿�À(Â�Á�Ä.Õ�Â�À�¼6Â�À(É=Ò�Á�Ì5Â�Ä�¿¹Ä�ÀiÕf½lÂ�Í¹¼�À Ï

»i¼¬½�Ò�½ Ê�Á¹Ì5ØOÁ�É�Â
À(Â�Á�ÄCÁ¹Ó�À(¼¬½iÀ�½�Ä�É�Á�Î�Ø¬Î(Á[Ò¬Æ�Ê�À
τ⊗λ Â�Ä�À�Á�Â�Î�Î(½�Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½ ÉXÁ¹ÙO½lÈ�ÉXÀ�¼¬½iÓÔÁ�Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬Í

N	F)EGFA>JM�'^C B #���EGF ��¿¹ÄÜÂ�Î�Î(½�Ò¬Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½YÎ(½lØ�Î�½ É�½�Ä�À�¿�À(Â�Á�Ä
µ

¿
Ø¬ØO½�¿¹Î(ÉfÂ�ÄÜÀ(¼¬½àÒ�½ Ê�Á¹Ì5ØOÁ�É�Â
À(Â�Á�ÄÜÂ�â�Ï
g¹Ï
µ± εj

ÓÔÁ¹Î�É�Á¹Ì5½
j
ä�Õ�¼¬½lÎ(½

(εj)
Â�É�À�¼¬½YÉxÀ�¿
Ä�Ò¬¿¹Î(Ò5Ù�¿¹É�Â�É¢Á
Ó

R
m é�Á¹Î Ú Â�Ó n Â�É¢Á�Ò¬Ò Ú µ = λ Ú¿¹Ä�Ò

��Ï
µ

Â�É=¿5Ò�Á�Ì5Â�Ä�¿¹Ä�ÀiÕf½lÂ�Í¹¼�À Ï
�¬Á�Î�½�¿�Ê�¼�ÊlÁ¹Ì5Ø�Á�Ä¬½lÄ�À

µ Ú Â�À(É�ÊlÁ¹Ä�ÓÔÁ�Î�Ì±¿
ÇbÕf½lÂ�Í¹¼�À
w

Â�ÉiÍ�Â�Ö�½lÄ�Ù[È±À�¼¬½vÎ(Æ¬Ç�½

w =
1

2
(C(so(n), µ) − C(so(n), λ) − C(so(n), τ))
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��

Õ�¼¬½�Î�½ÜÀ�¼¬½6Ä¬Á¹À(¿
À�Â�Á¹Ä
C(·) Ò�½�Ä¬Á
À(½�É5¿ �f¿�É�Â�Ì5Â�Î5Á�Ø�½�Î(¿
À�Á¹Î��?Ç�½�À�À�Â�Ä¬Í 〈·, ·〉 ÙO½�À�¼¬½+É�À(¿¹Ä�Ò¬¿
Î�Ò

É(Êl¿
Ç©¿
Î«Ø¬Î(Á[Ò¬Æ�Ê�À�Á¹Ä
R

m ¿
Ä�Ò nδ
Ù�½HÀ(¼¬½C¼�¿
Ç�Ó�×ÑÉ�Æ¬Ì Á
Ó¢À�¼¬½5Î(Á�Á¹À(É«Á
Ó�À(¼¬½LS_Â�½H¿¹Ç�Í�½lÙ¬Î�¿

so(n) ÚÍ¹Â�Ö¹½�Ä6Â�ÄèÊlÁ�Á�Î(Ò¬Â�Ä�¿
À�½ ÉiÙ�È nδi = (n− 2i)/2 Ú À�¼¬½+�f¿�É�Â�Ì5Â�Î�Á�Ø�½�Î(¿
À�Á�Î�Á
Ó�¿5Î�½�Ø¬Î(½�É�½lÄ�À(¿
À�Â�Á¹Ä
µÂ©ÉfÀ�¼¬½vÄ[Æ¬ÌCÙ�½�Î

C(so(n), µ) = 〈λ, λ〉 + 2〈λ, nδ〉 Ï* Êl¿
Î(½�ÓÔÆ�Ç�½	(�¿¹Ì5Â�Ä�¿
À�Â�Á¹Ä?Á¹Ó_À�¼�½YÉ�½lÇ�½�Ê�À�Â�Á¹Ä.Î(Æ¬Ç�½«¿¹Ù�Á�Ö�½«É�¼¬Á�Õ=É�À(¼�¿�À Ú Â
Ó ν Â©É¢À(¼¬½YÄ�Æ�ÌqÙO½lÎiÁ
Ó
Ò�Â�âO½�Î�½�Ä�À.ä�¿
Ù�É�Á�Ç�Æ�À(½5Ö'¿¹Ç�Æ�½�ÉvÁ¹Ó�é«Â�Ä�À(½lÍ¹½�Î(É�Á�Îv¼�¿
Ç�Ó�×ÑÂ�Ä�À�½�Í¹½�Î(É�¿
Ø�Ø�½ ¿
Î(Â�Ä¬Í+¿�ÉvÊ�Á[Á¹Î�Ò�Â�Ä�¿�À(½�ÉYÁ
Ó�¿
Í¹Â�Ö¹½�ÄCÕf½lÂ�Í¹¼�À

λ Ú À�¼�½�Ä�Æ�ÌqÙO½lÎ
N

Á
ÓVÂ�Î(Î(½�Ò�Æ�ÊlÂ�Ù�Ç�½�Ê�Á�Ì5Ø�Á�Ä¬½lÄ�À(É�ä�¿¹Ê�Ê�Á¹Î�Ò�Â�Ä¬ÍYÀ�ÁYÀ�¼�½=Ê�Á¹Ä[Ö�½lÄ�À�Â�Á¹Ä
Á
Ó�Ò�Â©ÉxÀ(Â�Ä�Ê�À�Ä¬½ É�ÉiÁ¹ÓXÊlÁ¹Ä�ÓÔÁ�Î�Ì±¿
ÇVÕf½lÂ�Í¹¼�À(É�é�Â�Ä

τ ⊗ λ
Â�É
N = 2ν − 1

Â�Ó
λm = 0 Ú N = 2ν + 1

Â
Ó
n = 2m+ 1

¿
Ä�Ò
λm > 1/2

¿
Ä�Ò
N = 2ν

Â�Ä6¿
Ç�Ç_Á
À(¼¬½lÎ=Ê�¿¹É�½�É�Ï
Ð�ÄqÖ[Â�½lÕ0Á¹Ó�¿
Ø¬ØO½lÄ�Ò�Ân( 0ãÙO½lÇ�Á�Õ Ú Â�ÀXÕ�Â�Ç�Ç�¿¹Ç�É�Á�ÙO½�Æ�É�½lÓÔÆ¬Ç[À�Á«á�Ä�Á�Õ0Õ�¼¬Â�Ê�¼H¿
Î(½�À(¼¬½iÂ�Î(Î�½ Ò�Æ�ÊlÂ�Ù¬Ç�½

Ó�¿¹Ê�À�Á�Î(ÉiÕ�¼¬Â©Ê�¼6¿
Ø¬ØO½�¿¹Î�Õ�¼¬½lÄ+Ò�½ Ê�Á¹Ì5ØOÁ�É�Â�Ä�Í5¿¹ÄÜÂ�Î(Î�½ Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½�Î�½�Ø¬Î�½ É�½�Ä�À(¿�À(Â�Á�Ä
χ

Á¹Ó
so(n+ 1)Æ¬Ä�Ò¬½lÎàÀ(¼¬½Ü¿�Ê�À(Â�Á�Ä0Á
Ó

so(n)
�HÀ�¼¬Â©ÉCÂ�Éqá�Ä�Á�Õ�Ä4¿¹ÉvÀ(¼¬½ �8# %�B�> ) ''BsI #���EGF ¿¹Ä�Ò0¿
Ä4Â�Î(Î�½ Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½

Î(½lØ¬Î(½�É�½lÄ�À(¿
À�Â�Á¹ÄÜÁ
Ó
so(n)

Í�Â�Ö�½lÄ.Ù[ÈÜÂ
À�É�Ò�Á¹Ì5Â�Ä�¿
Ä�À=Õf½lÂ�Í¹¼�À
λ

¿
Ø¬ØO½�¿¹Î(ÉiÂ�Ä
χ

Â�âXÏ
χ1 ≥ λ1 ≥ · · · ≥ χm ≥ |λm| Â�Ó

n = 2m,

χ1 ≥ λ1 ≥ · · · ≥ λm ≥ |χm+1|,
Â�Ó
n = 2m+ 1.

�¬Á�Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬ÍÜ»�Ï 2fÎ�¿
Ä�É�Á¹Ä ,.49/ Ú Õf½±É�¼�¿
Ç�Ç�ÊlÁ¹Ä�É�Â©Ò�½lÎ Ú ÓÔÁ¹Îv¿�Í¹Â�Ö¹½�ÄEÒ�Á�ÌHÂ�Ä�¿¹Ä�À�Õf½lÂ�Í¹¼�À
λ Ú À(¼¬½±É�½lÀ

X (λ)
Á
ÓeÒ�Á�Ì5Â�Ä�¿¹Ä�À�Õf½lÂ�Í¹¼�À(É

χ
ÓÔÁ�Î

so(n+ 1)
É�Æ�Ê�¼±À(¼�¿�ÀfÀ�¼¬½YÂ�Ä�À(½lÎ(Ç�¿�Ê�Â�Ä¬ÍàÂ�Ä¬½�Å�Æ�¿¹Ç�Â�À�Â�½�Éf¿
ÙOÁ�Ö¹½

¿
Î(½èÉ(¿�À�Â©É�ß�½�ÒbÏ 6<½EÒ¬½lÄ¬Á¹À�½èÙ[È T (λ)
À(¼¬½EÉ�½�À.Á¹ÓvÂ�Ä�Ò¬Â�Êl½�É

i
É�Æ�Ê�¼ãÀ�¼�¿�À?À(¼¬½EÉ(Å�Æ�¿
Î(½�Ò

i
×�À(¼

Ê�Á[Á�Î(Ò�Â�Ä�¿
À�½5Á
Ó
(χ + n+1δ)

À(¿¹á¹½ Év¿�ÀàÇ�½�¿¹É�À�ÀxÕ�Á+Ò�Â�âV½lÎ(½lÄ�ÀàÖ�¿
Ç�Æ¬½�ÉvÕ�¼�½lÄ
χ

Î�Æ�Ä�Év¿
Ì5Á¹Ä�Í6¿¹Ç�Ç
½lÇ�½lÌ5½�Ä�À�É�Á
Ó X (λ)

Ï Se¿�ÉxÀ Ú Õ�½�Ò�½�Ä¬Á
À(½iÙ�È Y(λ)
À�¼¬½=É�½�À�Á¹ÓOÒ�Á�ÌHÂ�Ä�¿¹Ä�À�Õf½lÂ�Í¹¼�À(É

β
ÓÔÁ¹Î

so(n−1)É�Æ�Ê�¼vÀ�¼�¿�À
β
¿¹Ø¬Ø�½ ¿
Î�Ée¿�É ¿¹ÄqÂ�Î�Î(½�Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½¢Ó�¿¹Ê�À�Á¹ÎXÁ
Ó

λ
Õ�¼�½lÄqÂ�À�Â�ÉXÎ(½�É�À�Î(Â�Ê�À�½�ÒvÀ�Á«À�¼¬½iÉ�Ì±¿¹Ç�Ç�½lÎ�S_Â�½

¿
Ç�Í¹½�Ù¬Î�¿
so(n− 1)

Ï * À�À�¼¬Â©É�ØOÁ¹Â�Ä�À Ú Â�À=Â�É�Â�Ì5Ø�Á�Î�À�¿
Ä�ÀiÀ�Á5Î(½lÌ±¿
Î(á5À�¼�¿
À�¿HÕ�½�Â�Í�¼�À
α = (α1, β)ÙO½lÇ�Á¹Ä¬Í�ÉfÀ�Á X (λ)

Â�âXÏ
α1

Â©ÉiÂ�Ä
λ1 + N

¿
Ä�Ò
β

Â©É�Â�Ä Y(λ)
Ï

��� � \[² ¶Xº�� U Y \9]^]�º �X³�º�¸ V¬²X¶ ² µO²��d\9]^]�º�� ³ º�¸ � ´ X�³��(µ�´�¶�\�´.µ�� \�´ V�³�µ�´ X
»�Ï32fÎ�¿
Ä�É�Á¹Ä6Ò�½ É�ÊlÎ�Â�Ù�½ É=Â�Ä , 5�/ À(¼¬½CÉ�½�À«Á
Ó K ''B ''K %�E�F	E'E ' ��M '^> ß�Î�ÉxÀ�×zÁ�Î(Ò¬½lÎ�Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�É�¿¹Ê�À�Â�Ä¬Í

Á¹Ä�¿qÙ�Æ¬Ä�Ò�Ç�½
E
Ï5�¬Á�Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä�ÍàÀ�¼�½YÄ�Á
À(¿
À�Â�Á¹ÄÜÍ¹Â�Ö¹½lÄÜÂ�Ä * Ø¬ØO½lÄ�Ò�Ân( * ¿¹Ä�Ò.À�¼¬½vÊ�Á�Ä[Ö¹½lÄ�À(Â�Á�Ä±À�¼�¿
À

Â�Î�Î(½�Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½=ÊlÁ¹Ì5ØOÁ¹Ä¬½�Ä�À�É¢¿¹Î�½iÍ¹Â�Ö¹½�Ä±Â�Ä?É�À�Î(Â©Ê�À�Ç�ÈCÒ¬½�Ê�Î(½�¿�É�Â�Ä¬ÍvÁ�Î(Ò�½�Î�Á
Ó_Ê�Á�Ä�ÓÔÁ¹Î(Ì±¿
Ç¬Õf½lÂ�Í¹¼�À�É Ú Â
À�É½lÇ�½lÌ5½�Ä�À�É�¿
Î(½�½lÄ[Æ¬Ì5½lÎ�¿�À(½�Ò�¿¹ÉfÓÔÁ¹Ç�Ç�Á�Õ=É8�
g¹ÏfÀ(¼¬½vÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î

P1
�

��ÏfÀ(¼¬½vÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î
Pν+1

Â�Ó
N = 2ν

Á�ÎiÂ
Ó
N = 2ν + 1

¿¹Ä�Ò
λ

Â�ÉiØ�Î�Á�Ø�½�Î�Ç�È?¼�¿¹Ç
Ó�×ÑÂ�Ä�À(½lÍ¹Î�¿
Ç �
�¬ÏfÀ(¼¬½vÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�É

Pj,N+2−j
ÓÔÁ¹Î

j = 2, . . . , ν �
��ÏfÀ(¼¬½vÁ¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î

Pν+1,ν+2
Â�Ó
N = 2ν + 1

¿
Ä�Ò
λ

Â©É�Â�Ä�À�½lÍ�Î(¿¹Ç�Ï
6<½.À(¼¬½lÄ4Ä�Á
À�Â©Ê�½.À�¼¬½ÜÓÔÁ¹Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬ÍÃÎ�½�Ì5¿¹Î�á�¿¹Ù¬Ç�½?Ó�¿¹Ê�À�É �±Á�Ä0À�¼�½ÜÁ�Ä¬½.¼�¿¹Ä�Ò Ú Ì5Â�Ä¬Â�Ì±¿¹Ç�½�Ç�Ç�Â�Ø¬À�Â©Ê
Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�É�¼�¿'Ö�½«É�Ì±¿
Ç�ÇVÀ(¿
Î(Í¹½lÀ(É Ú Ù�Æ�À�Á¹Ä?À(¼¬½�Á
À(¼¬½lÎi¼�¿¹Ä�Ò Ú Â�ÀfÂ©ÉiØ�Á�É�É�Â�Ù¬Ç�½«À�ÁCß�Ä�ÒÜÄ¬Á�Ä�×z½�Ç�Ç�Â�Ø�À�Â©Ê
Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î�É¢Õ�Â�À�¼6Î(½lÇ©¿�À(Â�Ö�½lÇ�È?Ç�¿¹Î�Í�½�À�¿
Î(Í¹½lÀ(É�Ï

� Ä¬½èÌ±¿'È�Â�Ò�½�Ä�À�Â�ÓÔÈ�À(¼¬½EÉ�½�ÀÜÁ
Ó K % �	''K %�E?B�C B � F	E'E ' ��M '^>#C
��F8# %�M C$#dN Ú Õ�¼�Â�Ê�¼ Â©É.Ù�Æ¬Â�Ç©ÒoÀ�¼�½
ÓÔÁ¹Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬Í.Õf¿'È �=Á�Ä¬½qØ¬Â©Ê�á�É�½	(¬¿¹Ê�À(Ç�È�Á¹Ä�½CÂ�Ä�Ò�½	(6Â�ÄÃ½ ¿¹Ê�¼èÁ¹Ó�À�¼¬½

ν − 1
É�½lÀ(É {j,N + 2 − j}ä�ÓÔÁ�Î

j = 2, . . . , ν
éC¿
Ä�Ò0À(¿
á�½.À(¼¬½6¿¹É(É�Á�Ê�Â©¿�À(½�ÒRÁ�Ø�½�Î(¿
À�Á¹ÎHÂ�Ó

N = 2ν − 1
Á¹Î

N = 2ν
ÏRÐÑÓ
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N = 2ν + 1 Ú Á¹Ä�½YÌCÆ�É�Ài½�Â
À(¼¬½lÎ=¿�Ò¬ÒÜÀ�¼¬½�Â�Ä�Ò�½	(
ν + 2

Â
Ó
λ

Â©É�Ø¬Î(Á¹ØO½lÎ(Ç�È±¼�¿¹Ç
Ó�×ÑÂ�Ä�À(½lÍ�Î(¿¹ÇOÁ�Î�¿¹Ò¬Ò
¿
Ä[È?Á¹ÓeÀ(¼¬½�ÀxÕ�Á5Â�Ä�Ò�Â©Ê�½ É

ν + 1, ν + 2
Â
Ó�Ä¬Á¹À�Ï

»i¼¬½�É�½�À NE Á
Ó_Ö¹½�Î�À(Â�Êl½�É�Á¹ÓVÀ�¼¬½«Ø�Á�Ç�È[¼¬½ Ò�Î�Á�Ä±Ù¬Æ¬Â�Ç
ÀfÂ�Ä?À�¼¬½�ÊlÁ¹Æ¬Î�É�½�Á
ÓbÀ�¼�½�Ç�Â�Ä¬½ ¿
Î�Ø�Î�Á�Í¹Î�¿
ÌH×
Ì5Â�Ä�Í<Ì5½lÀ�¼¬Á�ÒãÁ
Ó�Ê�Á�ÌHØ�Æ�À(¿
À�Â�Á¹ÄoÂ�É±½	(¬¿¹Ê�À(Ç�È4À�¼¬½èÉ�½�À?Á¹Ó«Ì±¿ (�Â�Ì5¿¹Ç�Ä¬Á¹Ä¬×z½�Ç�Ç�Â�Ø¬À�Â©Ê6Á¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î(É Ú½)(¬Êl½lØ�ÀvÂ�ÄÃÀ(¼¬½?Êl¿�É�½

N = 2ν + 1
¿¹Ä�Ò

λ
Ø¬Î�Á�Ø�½�Î�Ç�È+¼�¿¹Ç
Ó�×ÑÂ�Ä�À(½lÍ¹Î�¿
ÇXÕ�¼¬½�Î�½5Õf½5Ò¬½�ß�Ä¬½ NE ¿¹É

Â�Ä4À�¼�½ÜÂ�Ä�À�½lÍ�Î(¿¹ÇfÊ�¿¹É�½¹ÏR»i¼¬½�Î�½ ¿¹É�Á¹ÄRÓÔÁ¹ÎCÀ�¼�Â�ÉHÂ©ÉqÀ(¼¬½ÜÓÔÁ¹Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬Í��±Î(½�Ê�¿
Ç�Ç¢À(¼¬½�Ø�Á�Ç�È[¼¬½ Ò�Î�Á�Ä4Â©É
Ò�½lß�Ä¬½�Ò<¿¹É�¿¹ÄÃÂ�Ä�À(½lÎ�É�½ Ê�À(Â�Á�ÄèÁ
Óf¼�¿
Ç�Ó�×ÑÉ�Ø�¿�Ê�½�É

Hi = p−1
i ([0,+∞[) Ú Â�Ä�Ò�½	(�½�ÒèÙ[È+½�Ç�½�ÌH½�Ä�À(É�Â�Ä

1, . . . , N
ÏàÐÑÀ�ÉYÖ¹½lÎ�À�Â©Ê�½ É�Ç�Â�½5¿¹Ì5Á¹Ä¬Í.À�¼¬½5Ç©¿
Î(Í¹½lÎYÉ�½lÀYÁ¹Ó¢ØOÁ¹Â�Ä�À�ÉvÒ�½�ß�Ä¬½�ÒÃÙ�È4ä�¿.Ä[Æ¬ÌCÙ�½�Î�½�Å�Æ�¿
Ç

À�Á?À�¼¬½qÒ¬Â�Ì5½lÄ�É�Â�Á¹Ä+Á¹ÓXÀ(¼¬½
Q
×�É�Ø�¿¹Ê�½�é�Á
Ó�½�Å�Æ�¿
À�Â�Á¹Ä�É

pi = 0
Ï�»i¼¬Â©É=Ç©¿�À�À(½lÎYÉ�½lÀ«Ê�Á�Î�Î(½�É�Ø�Á�Ä�Ò¬ÉfÀ(Á

¿
Ç�Ç�É�Æ�Ù�É�½lÀ(É«Á
Ó {1, . . . , N} Á¹Ó�À�¼�¿�ÀvØ¬Î(½�Ê�Â©É�½CÉ�Â�Û�½¹ÏvÐÑÀ�Â�É«À�¼�½lÄ<Ø�Á�É�É�Â�Ù�Ç�½qÀ�Á6É�¼¬Á�Õ Õ�Â�À�¼R¿.ÓÔ½lÕ
¿
Ç�Í¹½�Ù¬Î�¿
Â©Ê�Ì±¿¹Ä¬Â�Ø�Æ¬Ç�¿
À�Â�Á¹Ä�É�ä�É�½�½ ,.-�/ é À�¼�¿�À¢½ ¿¹Ê�¼HÕ�Á�Æ¬Ç�Ò�×zÙO½�Ö¹½�Î�À(½)(HÊlÁ¹Î(Î�½ É�ØOÁ¹Ä�Ò�Â�Ä�Í�À(Áq¿vÉ�Æ�Ù�É�½lÀ
J

É�Æ�Ê�¼ÜÀ�¼�¿
À
PJ

Â©Éi½lÇ�Ç�Â�Ø�À(Â�ÊvÇ�Â�½�ÉiÁ¹Æ¬À(É�Â�Ò�½YÀ(¼¬½vØ�Á�Ç�È[¼¬½ Ò�Î(Á¹ÄRäÔ¼¬½�Ä�Ê�½vÂ©ÉiÄ¬Á
À�¿HÖ�½lÎ�À�½)(�¿�À=¿
Ç�Ç�é�Â�Ä
¿
Ç�Ì5Á�É�À«¿
Ç�Ç Ê�¿¹É�½�É Ú ½	(¬Ê�½lØ¬À�Â
Ó

N = 2ν + 1 Ú λ Ø¬Î(Á¹ØO½lÎ(Ç�È�¼�¿¹Ç
Ó�×ÑÂ�Ä�À(½lÍ¹Î�¿
ÇeÕ�¼¬½lÄ
J

ÊlÁ¹Ä�À(¿¹Â�Ä�É�À�¼¬½
Â�Ä�Ò�½)(

ν + 1
¿¹Ä�Ò?Ä�ÁCÁ¹À�¼¬½�Î�Ì5Â�Ä¬Â�Ì±¿¹Çb½lÇ�Ç�Â�Ø�À�Â©Ê�É�Æ�Ù�É�½lÀ�Ï�»i¼¬Â©Éf½)(�Ø¬Ç©¿
Â�Ä�É�À�¼¬½YÁ�ÊlÊ�Æ�Î�Î(½lÄ�Êl½�Á¹Ó_À�¼¬½

��Ù�¿¹Ò �qÖ�½lÎ�À�Â©Ê�½ É«Â�ÄèÀ(¼¬½±Ê�Á�ÌHØ�Æ�À(¿
À�Â�Á¹ÄÃÂ�ÄEÀ�¼�¿
À�Ê�¿¹É�½¹ÏR6 Â�À�¼<Á¹Æ¬ÎY½)([À(Î(¿ÜÄ¬Á
À�¿�À(Â�Á�Ä�É Ú Â�ÀvÂ�ÉYÄ¬Á�Õ
ØOÁ�É(É�Â�Ù¬Ç�½5À�ÁèÉ�À�Î(½lÄ¬Í¹À�¼¬½�ÄR¿6Ù�Â
ÀC»i¼�½lÁ¹Î(½lÌ g?¿¹É�ÓÔÁ�Ç�Ç�Á�Õ=É��vÂ�ÄRÀ(¼¬½ ��Ù�¿¹Ò �±Êl¿�É�½èä

N = 2ν + 1 Ú
λ

Ø¬Î(Á¹ØO½lÎ(Ç�È+¼�¿
Ç�Ó�×zÂ�Ä�À�½lÍ�Î(¿¹Ç�é Ú À�¼¬½±Ö�¿
Ç�Æ¬½CÓÔÁ¹Æ¬Ä�ÒE¿
ÀYÀ(¼¬½5½lÄ�ÒEÁ
Ó�À�¼¬½5Ì5Â�Ä¬Â�Ì5Â�Û�¿
À�Â�Á¹Ä<Ø¬Î�Á�Êl½�Ò�Æ¬Î(½
Â©ÉiÂ�Ä�Ò¬½l½�Ò6É�¼�¿
Î(Ø�Ø¬Î�Á�Ö[Â©Ò�½�Ò?À�¼�¿
À=Â
À=Â©É�¿¹Ê�¼�Â�½�Ö¹½�Ò�¿�À=¿HÖ¹½�Î�À(½)(.Õ�¼�Á�É�½�¿�É�É�Á�Ê�Â©¿�À(½�Ò.É�Æ¬Ù�É�½�À=Ò�Á[½ É
Ä¬Á¹À�ÊlÁ¹Ä�À(¿¹Â�ÄÜÀ�¼�½vÂ�Ä�Ò¬½)(

ν + 1
Ï

� � � \[²X¶ º ��� Y�[ º��3[;\�´?µ�´�¶;\�´�� V�X�º��4ºÔ´±µ�� \�´%V¬³�µ�´%X
ÐÑÀ5Â�É5¿
Ä�½�¿�É�È0Ê�Á�Ä�É�½�Å�Æ¬½lÄ�Ê�½.Á¹Ó«Â�À(É5Ò�½lß�Ä¬Â�À�Â�Á¹Ä�À�¼�¿
ÀCÀ(¼¬½�À�Î�¿¹Ê�½ÜÁ
Ó

B2 Á¹Ä
T ∗M ⊗ E

Â�É
Î(½lÇ©¿�À�½ ÒÜÀ�Á5À�¼�½+�f¿¹É�Â�Ì5Â�Î=Ä[Æ¬ÌqÙO½lÎ

C(so(n), λ)
¿¹Ç�Î(½�¿�Ò�È.Ò�½lß�Ä¬½ ÒbÏ�å�Å�Æ�Â�Ö�¿
Ç�½lÄ�À(Ç�È Ú À�¼�½àØ�¿
Î�À�Â©¿
Ç

À�Î�¿¹Êl½�Á¹ÄÜÀ�¼¬½
R

n ×zÓ�¿¹Ê�À�Á¹Î

ptrB2 : v ∈ E 7−→
∑

i=1

n〈ei, B
2(ei ⊗ v)〉 ∈ E

Â©ÉvÀxÕ�Â©Ê�½±À(¼¬½ �f¿�É�Â�Ì5Â�ÎCÁ¹ØO½lÎ�¿�À�Á�ÎvÁ
Ó
λ
Ï �¬Á�Îà½lÖ�½lÎ(È

k > 2 Ú À(¼¬½.Ø�¿¹Î�À(Â�¿¹Ç�À�Î�¿¹Êl½�É
ptrBk ¿¹Î�½ ÚÉ�Â�Ì5Â�Ç�¿¹Î�Ç�È Ú ¼¬Â�Í¹¼¬½�Î�Á�Î(Ò�½�Î �f¿�É�Â�Ì5Â�Î�Á¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î(É Ú '��'F ½�Ç�½�ÌH½�Ä�À(É�ä�¿¹Ä�Ò±Ì5Á¹Î(½�Ø¬Î(½�ÊlÂ�É�½lÇ�È5¿àÙ�¿�É�Â©É�é�Á
Ó

À�¼�½qÊ�½�Ä�À(½lÎ=Á¹Ó À(¼¬½àÆ¬Ä�Â�Ö�½lÎ�É�¿¹Çb½lÄ[Ö¹½�Ç�Á�Ø¬Â�Ä�Í5¿¹Ç�Í�½lÙ¬Î�¿ U(so(n))
Ï�»i¼¬½�ÈÜ¿�Ê�À=¼¬Á�ÌHÁ¹À�¼¬½lÀ�Â©Êl¿¹Ç�Ç�È.Á�Ä

½�¿�Ê�¼ÜÂ�Î(Î�½ Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½vÎ�½�Ø¬Î(½�É�½lÄ�À(¿
À�Â�Á¹ÄÜ¿¹Ä�Ò�Â
À=Â©É�À(¼¬½à¿
Â�Ì Á¹Ó À(¼¬Â©É�É�½�Ê�À(Â�Á�Ä.À(Á±Í¹Â�Ö¹½v¿HÓÔ½lÕ ½	([Ø�Ç�Â©Ê�Â�À
½)(�Ø¬Î(½�É(É�Â�Á�Ä�É�ÓÔÁ¹ÎiÀ�¼�½lÌ6Ï

* ÉeÂ
À�¿
Ç�Î�½ ¿¹Ò�ÈY¿
Ø¬ØO½�¿¹Î�½ Ò5ä�É�½l½¢¿¹Ç�É�Á=ÙO½lÇ�Á�Õ«é Ú Â
À Â�É Ì5Á¹Î(½�Ä�¿�À(Æ¬Î(¿¹Ç
À(Á=Õ�Á�Î�á«Õ�Â
À(¼vÀ�¼�½�Ì5Á[Ò¬Â
ß�½ Ò
Á¹ØO½lÎ�¿�À(Á¹Î

B̃
Õ�¼�Á�É�½�½lÂ�Í¹½lÄ[Ö�¿
Ç�Æ¬½ É_¿
Î(½�À�¼¬½¢ÌHÁ�Ò�Â�ß�½ ÒvÊ�Á¹Ä¬ÓÔÁ¹Î(Ì5¿¹Ç
Õf½lÂ�Í¹¼�À(ÉbÂ�Ä�À�Î(Á�Ò�Æ�Ê�½ ÒYÂ�ÄàÉ�½�Ê�À�Â�Á¹Ä

�¬Ï »i¼¬Â©É.À�Á¹Í�½�À(¼¬½lÎ�Õ�Â
À(¼ À(¼¬½ 6<½lÈ[ÇvÒ�Â�Ì5½lÄ�É�Â�Á�Ä ÓÔÁ�Î�ÌCÆ¬Ç�¿4½�¿¹É�Â�Ç�ÈãØ¬Î(Á�Ò�Æ�Ê�½ É?À(¼¬½EÓÔÁ¹Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬Í
Í¹½�Ä¬½lÎ�¿�À(Â�Ä�ÍHÉ�½lÎ(Â�½ É8�

1 +
∑

`≥0

ptrB̃` t`+1 =
t

2
+
(
1 − (−1)N t

2

) N∏

j=1

1 + w̃jt

1 − w̃jt
.
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»i¼¬Â©ÉYÎ�½ É�Æ¬Ç�À�Ì5¿'È+ÙO½5Ì5Á[Ò¬Â
ß�½ ÒÃÂ�ÄEÀxÕ�Á�Ò�Â
âV½lÎ(½lÄ�ÀvÕi¿'È[É�Ï��XÂ�Î�É�À�Ç�È Ú Õf½HÌ±¿'È6Õ�Â©É�¼EÀ�Á�½)(�Ø¬Î(½�É(É
À�¼�½vØ�¿
Î�À�Â©¿
ÇVÀ(Î(¿�Ê�½�ÉfÁ¹Ó À(¼¬½�Á¹ØO½lÎ�¿�À�Á�Î(É

Ãk
Â�Ä�À�Î(Á�Ò�Æ�Ê�½ Ò.Â�Ä+É�½ Ê�À(Â�Á�Ä ��Ï � Ä�½vÍ¹½�À�É

ptrÃj =
(
1 + (−1)j)σj+1(w̃) +

1

2

(
(−1)j − (−1)N

)
σj(w̃).

Õ�¼¬½�Î�½
σk(w̃)

Ò�½�Ä¬Á
À(½�ÉfÀ�¼�½
k
×�À(¼Ü½�Ç�½�Ì5½lÄ�À(¿¹Î�È?É�È[ÌHÌ5½lÀ�Î(Â�Ê«ÓÔÆ¬Ä�Ê�À�Â�Á¹Ä6Á
Ó À�¼¬½�Õf½lÂ�Í¹¼�À(É

w̃j
ä
1 ≤

j ≤ N
é�Ï�Ð�Ä�É�Ø¬Â�Î�½ Ò.Ù[È.¿HÕfÁ¹Î(á5Á
ÓX»�Ï�0«Â�½lÌ5½lÎ�¿¹Ä�Ò �HÏ�6E½�Â�Ä¬Í�¿
Î�À�ä�Ø¬Î(Â�Ö�¿�À(½vÊ�Á¹Ì5ÌCÆ¬Ä¬Â©Êl¿�À(Â�Á�ÄOé ÚÀ�¼�Â�É5Ç�½�Ò Æ�ÉHÀ�ÁR¿EÉ�Â�ÌHØ�Ç�½�Î�½ Ê�Æ¬Î(Î(½lÄ�Êl½?ÓÔÁ¹Î(ÌqÆ�Ç�¿èÓÔÁ¹ÎHÀ�¼¬½�Ó�¿¹ÌHÂ�Ç�È4Á
Ó�Á�Ø�½�Î(¿
À�Á�Î(É

C̃k = Ãk +
1
4

(
(−1)N − (−1)k

)
Ãk−1

��ÓÔÁ�Î
j ≥ 0 Ú

C̃j+1 =
(
B̃ +

(−1)j

2
id
)
◦ C̃j +

1

8

(
1 − (−1)N+j

)
C̃j−1 −

1

2
ptrC̃j

+
1

2

(
1 − (−1)j

)(
σj+1(w̃) − 1

2

(
1 − (−1)N

)
σj(w̃)

)
id.

»i¼¬½±ÕfÁ¹Î(áèÁ
Ó�»�Ï 0«Â�½�Ì5½lÎC¿¹Ä�Ò �HÏ 6<½lÂ�Ä¬Í�¿¹Î�Àq¿¹Ç�Î(½�¿�Ò�ÈÃ¿
Ç�Ç�Æ�Ò�½�ÒEÀ(ÁèÉ�¼¬Á�Õ=ÉYÀ(¼�¿�Àq¿¹Ä[ÈèÓ�¿
Ì5Â�Ç�È
¼�¿'Ö[Â�Ä¬Í0¿RÎ�½ Ê�Æ¬Î(Î�½�Ä�Ê�½6Ò�½lß�Ä¬Â�À�Â�Á¹Ä Á
ÓYÀ�¼�Â�É5ÀxÈ[ØO½è¼�¿�É5Ä¬Â�Êl½ÃÉ�È�Ì5Ì5½�À(Î�È Ø¬Î�Á�Ø�½�Î�À(Â�½ É?¿
Ä�Ò À(¼¬Â©É
Î(½�É�Æ¬Ç
ÀiÂ©É�¿CÊlÎ�Æ�ÊlÂ�¿¹ÇbÉxÀ(½lØ�Â�ÄÜÀ�¼¬½vÒ�½�Î�Â�Ö�¿�À(Â�Á�Ä.Á
ÓeÀ�¼¬½v½	([Ø�Ç�Â©Ê�Â�ÀfÖ�¿¹Ç�Æ¬½ ÉiÁ
Ó_À(¼¬½�Î�½lß�Ä¬½ ÒÜÊlÁ¹Ä�É�À(¿¹Ä�À�É
À�¼�Î�Á�Æ¬Í¹¼ÜÀ�¼¬½vÇ�Â�Ä¬½�¿¹ÎfØ�Î�Á�Í¹Î�¿
Ì5Ì5Â�Ä¬ÍHÌ5½�À(¼¬Á�ÒbÏ

Ý[½ Ê�Á¹Ä�Ò�Ç�È Ú Á¹Ä�½fÌ±¿'ÈàÕ�Â©É�¼qÀ(Áv½)(�Ø¬Î(½�É(ÉeÀ(¼¬½�Ø�¿¹Î�À(Â�¿¹Ç[À�Î�¿¹Ê�½ É�Á
Ó�À�¼¬½�Á�Ø�½�Î(¿
À�Á¹Î�É
B̃k Ò�Â�Î�½ Ê�À�Ç�ÈqÂ�Ä

À�½�Î�Ì±É�Á¹Ó À(¼¬½àÒ�Á�ÌHÂ�Ä�¿¹Ä�À=Õf½lÂ�Í¹¼�À
λ

Î�¿�À(¼¬½lÎiÀ(¼�¿
Ä6Â�Ä�À�½lÎ(Ì±É�Á
ÓXÀ�¼�½qÊ�Á�Ä�ÓÔÁ¹Î(Ì±¿
ÇVÕ�½�Â�Í�¼�À(É�Ï¢»i¼¬Â©É
Î(½lÇ�Â�½ ÉvÁ¹Ä<À�¼�½±ÓÔÁ¹Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬Í6½lÇ�½lÌ5½�Ä�À�¿
Î(È�ä�Ù¬Æ�ÀqÆ�É�½�ÓÔÆ�Ç��ªéãØ¬Î(Á¹ØO½lÎ�ÀxÈ,�vÇ�½lÀqÆ�ÉqÒ¬½�ß�Ä¬½5À(¼¬½ 
�' #)M���%�E
KLCJH:' �uFdH >dC B�")C$# K&% E D F8'nI�)�M

w̃r,± = 1
2 ± (λr + nδr)

� É�Æ�Ê�¼�¿àÕf½lÂ�Í¹¼�À�Â©ÉiÉ�¿¹Â�Ò?À�ÁHÙ�½ F ��Fd>	M�' 
%F
Â�âXÏ

µ = λ+ εr
Ò�Á[½�É�¿
Ø�Ø�½ ¿
Î�¿¹Éi¿
Ä�Â�Î�Î(½�Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½vÊlÁ¹Ì5Ø�Á�Ä¬½lÄ�ÀiÂ�Ä�À(¼¬½YÀ�½lÄ�É�Á�Î�Ø¬Î�Á�Ò�Æ�Ê�À

τ ⊗ λ Ú¿
Ä�Ò5Â
À¢Â�Ä�Ò�½�½�Ò5½ Å�Æ�¿
Ç©É�À�¼¬½�½lÂ�Í¹½lÄ[Ö�¿
Ç�Æ¬½�Á¹Ó
B̃

Á¹Ä5À�¼�Â�É�Ó�¿¹Ê�À(Á¹Î Ï ÐÑÀ�Â�É¢ÌHÁ�Î�½�Á�Ö¹½�ÎX½ ¿¹É�Â�Ç�ÈCÉ�½l½�Ä5À�¼�¿
À
Â�Ó
λr = λr+1 Ú À�¼�½lÄ w̃r,+ + w̃r+1,− = 0

ÏCÐ�ÄEÁ¹À�¼¬½�ÎvÕ�Á�Î(Ò¬É Ú Ä¬Á¹Ä�½�âV½�Ê�À(Â�Ö�½5Ö�Â�Î�À�Æ�¿¹ÇXÕf½lÂ�Í¹¼�À�É
Êl¿¹Ä�Ê�½�Ç�Ø�¿
Â�Î(Õ�Â�É�½¹Ï5»i¼¬Â©É�À�Î(Â�Ê�áè¿¹Ç�Ç�Á�Õ=ÉYÀ�Á6Î(½lÂ�Ä�À�Î(Á[Ò¬Æ�Ê�½5¿
Ç�Ç�Ö[Â�Î�À�Æ�¿¹Ç�Ä¬Á¹Ä¬×z½lâO½ Ê�À�Â�Ö¹½5Õf½lÂ�Í¹¼�À(É�Â�Ä
À�¼�½YÍ�½lÄ¬½�Î(¿
À�Â�Ä¬Í5É�½�Î�Â�½�ÉiÅ�Æ¬Á
À(½�ÒÜ¿
ÙOÁ�Ö¹½¹Ï � Ä¬½YÍ¹½lÀ(É�¿
ÀfÀ(¼¬½�½lÄ�Ò�¿
Ä�½)(�Ø¬Ç�Â©Ê�Â�Ài½	(�Ø¬Î�½ É�É�Â�Á¹Ä.Á¹Ó_À�¼�½
Ø�¿¹Î�À(Â�¿¹ÇVÀ�Î�¿¹Ê�½ ÉiÁ
Ó

B̃k Â�Ä6À�½lÎ(Ì±ÉiÁ
ÓXÀ�¼¬½qÁ¹Î(Â�Í�Â�Ä�¿¹ÇVÕ�½�Â�Í�¼�À
λ
Ï � Æ�Î=¿
Ø¬Ø¬Î(Á�¿�Ê�¼?À(¼¬½lÄ+Ø¬Î(Á�Ö[Â�Ò¬½�Éi¿

Ò�Â�âO½�Î�½�Ä�À=Ø¬Î�Á[Á¹Ó Á
ÓXÀ�¼�½àÊ�Á¹Ì5Ø¬Æ¬À(¿�À(Â�Á�Ä�É=Ò�Á�Ä¬½�Ù[È 
�½lÎ(½lÇ�Á¹Ì5Á�Ö?¿
Ä�Ò 
�Á�Ø�Á�Ö , ® �9/ Á¹Ó À(¼¬½à¼¬Â�Í¹¼¬½�Î
Á¹Î�Ò�½�Î �f¿�É�Â�Ì5Â�Î�Á�Ø�½�Î(¿
À�Á�Î(É�Á
ÓXÀ�¼¬½vÁ�Î�À(¼¬Á¹Í�Á¹Ä�¿¹Ç�Í�Î�Á�Æ¬Ø�É�Ï Ð�Ä6Á�Æ¬Î�Ä¬Á
À�¿�À(Â�Á�Ä Ú À�¼¬½vÎ(½�É�Æ¬Ç�À(É�¿¹Î�½

1 +
∑

`≥0

ptrB̃` t`+1 =





t

2
+
(
1 − t

2

) m∏

i=1

(1 + ( 1
2 + xi) t) (1 + ( 1

2 − xi) t)

(1 − ( 1
2 + xi) t) (1 − ( 1

2 − xi) t)

Â�Ó
n

Â©Éi½lÖ¹½�Ä Ú
t

2
+
(
1 +

t

2

) m∏

i=1

(1 + ( 1
2 + xi) t) (1 + ( 1

2 − xi) t)

(1 − ( 1
2 + xi) t) (1 − ( 1

2 − xi) t)

Â�Ó
n

Â©ÉiÁ[Ò�Ò Ú

Õ�¼¬½�Î�½�Õf½Y¼�¿'Ö¹½�Ò�½lÄ¬Á¹À�½ Ò
x = λ+ nδ

Ï

idj�k�lnm9o�lqpsrZiutavsw�m�x3psyZi�z



 ����3��� � ���� "& ����� ����
�&���� & � �3& ���`������& ��� � �� �`�����	� ��� �

��� � \[²X¶ º ��� Y�X�� \[¸
³l´ VRµ ��²�V�³ ·e´ V�] X�\[¸¹µO² ¶ãµ�´�¶�\�´.¶Xº�� \�´ \[²V³�º V�]�µ�� \�´ V�³�µ�´ XLV¬²X¶
´ \���²�\[¶ _aV�³ µ0º�²;\sbb·;V�]�ºÔ³�º \9X

»i¼¬½5Õf½lÇ�ÇXá[Ä¬Á�Õ�Ä 
�½�À(½lÎ�× 6<½lÈ[ÇXÀ�¼¬½�Á¹Î(½lÌ ¿�É�É�½lÎ�À(É�À�¼�¿�À�À�¼¬½±Î(Á¹Æ�Í¹¼èÇ©¿
Ø¬Ç©¿¹ÊlÂ�¿¹Ä ∇∗∇ Á¹Ä
EØ¬Î(Á�Ö[Â�Ò�½ É«¿ e=Â�Ç�Ù�½�Î�ÀqÉ�Æ¬Ì É�Ø¬Ç�Â�À�À(Â�Ä�Í�Á¹Ó¢À(¼¬½

L2 É�½ Ê�À(Â�Á�Ä�ÉYÁ
Ó
E

Â�Ä�À(Á�Â�À(ÉY½�Â�Í�½lÄ�É�Ø�¿¹Êl½�É�Ï ��É�Â�Ä¬Í
À�¼�½vÄ¬Á
À�¿�À�Â�Á¹Ä�Â�Ä�À(Î�Á�Ò�Æ�Ê�½�ÒÜÂ�Ä * Ø¬ØO½lÄ�Ò�Âq( * Ú

L2(E) = ⊕χ∈X (λ) V(χ, λ) = ⊕X (λ) χ⊗ Homso(n)(χ, λ),
Õ�¼¬½�Î�½ X (λ)

¼�¿�ÉeÙO½l½�ÄqÒ�½lß�Ä¬½�Òq½�¿¹Î�Ç�Â�½�Î_Â�Ä * Ø�Ø�½�Ä�Ò�Âq( * Ï * ÉXÅ�Æ�Á
À�½ ÒvÂ�ÄàÀ�¼�½¢Ì±¿
Â�ÄàÙOÁ[Ò¬ÈYÁ¹Ó�À�¼¬½
À�½	([À Ú Ò�½�½lØ�À�½ Ê�¼¬Ä¬Â©Å�Æ¬½�ÉiÁ¹ÓX¼�¿¹Î�Ì5Á�Ä¬Â�ÊY¿
Ä�¿
Ç�È[É�Â©É Ú É�Æ�Ê�¼+¿¹É

(g,K)
×zÌ5Á�Ò�Æ¬Ç�½�É�¿¹Ä�Ò�¾�Ä�¿
Ø¬Ø¬×�Ý�À(½lÂ�Ä

Â�Ä�À(½lÎ�ÀxÕ�Â�Ä�Â�Ä¬Í±Á�Ø�½�Î(¿
À�Á�Î(ÉiÕf½lÎ(½�Æ�É�½ Ò6Ù[ÈÜ»�Ï32fÎ�¿
Ä�É�Á¹ÄÜÀ�ÁÜÉ�¼¬Á�Õ Â�Ä , 5�/ À�¼�¿�À�½ ¿¹Ê�¼6½lÇ�½lÌ5½lÄ�À�¿
Î(È
É�½�Ê�Á�Ä�Ò[×ÑÁ¹Î�Ò�½lÎvÁ�Ø�½�Î(¿
À�Á�Î

P ∗
i Pi

Â�ÉC¿
Ç©É�ÁÃÒ¬Â�¿¹Í¹Á¹Ä�¿
Ç�Â�Û�½�Ò<Â�Ä4À�¼¬½�É�¿¹ÌH½ÜÉ�Ø¬Ç�Â�À�À�Â�Ä¬Í�ÏÃå�Â�Í¹½�Ä�Ö�¿¹Ç�Æ¬½ É
¿
Î(½YÍ¹Â�Ö¹½lÄ�Ù[È±À�¼�½�ÓÔÁ¹Ç�Ç�Á�Õ�Â�Ä¬ÍHÓÔÁ¹Î(ÌqÆ¬Ç©¿
½	�

½lÂ�Í
(∇∗∇,V(χ, λ)) = C(so(n+ 1), χ) − C(so(n), λ),

½�Â�Í
(P ∗

i Pi,V(χ, λ)) = ci(λ)
∏

r∈T (λ)

((
χr + n+1δr

)2 − (w̃i)
2
)
.

ähg��¹é

Õ�¼¬½�Î�½ T (λ)
¼�¿�É±¿
Ç©É�ÁRÙO½l½�ÄãÒ¬½�ß�Ä¬½ ÒoÂ�Ä * Ø�Ø�½�Ä�Ò�Âq( * Ï¢»eÁ0½	(�Ø¬Ç�Â©Ê�Â�À.Ê�Á�Ì5Ø¬Ç�½lÀ�½�Ç�È0À(¼¬½+Ç©¿¹É�À

½lÂ�Í¹½�Ä[Ö'¿¹Ç�Æ�½�É Ú Õf½�Á¹Ä¬Ç�È.¼�¿'Ö¹½«À�Á5½)(�Ø¬Î(½�É(ÉfÀ�¼¬½vÄ�Á¹Î(Ì5¿¹Ç�Â�Û�¿
À�Â�Á¹Ä�Ê�Á¹Ä�ÉxÀ�¿
Ä�À
ci(λ)

�

ähg�
�é
ci(λ) =





(−1)ρ+2
(∏

j 6=i(w̃i − w̃j)
)−1 Â
Ó

N
Â©É�Á�Ò¬Ò Ú

(−1)ρ+1(w̃i − 1/2)
(∏

j 6=i(w̃i − w̃j)
)−1 Â
Ó

N
Â©É�½�Ö¹½lÄ Ú

Æ¬Ä¬Ç�½�É(ÉYÕ�½5¿
Î(½HÂ�ÄEÀ�¼¬½5½	(�Êl½lØ�À(Â�Á�Ä�¿
Ç�Ê�¿¹É�½C¿
Ç�Î(½�¿¹Ò¬È�Ì5½�Ä�À(Â�Á�Ä¬½�ÒEÂ�Ä<É�½�Ê�À�Â�Á¹Ä �ÜÕ�¼¬½�Î�½CÀ�¼¬½
i
×zÀ�¼

Ê�Á�Ì5Ø�Á�Ä¬½lÄ�ÀCÁ¹Ó
T ∗M ⊗ E

Â©ÉC¿¹Ä4Â�Î(Î(½�Ò�Æ�ÊlÂ�Ù�Ç�½�Ê�Á¹Ì5ØOÁ¹Ä¬½�Ä�ÀqÓÔÁ¹ÎCÀ�¼�½.ÓÔÆ¬Ç�ÇiÁ¹Î�À�¼¬Á�Í¹Á�Ä�¿
Ç�Í�Î�Á�Æ¬Ø
O(n)

Õ�¼¬Â�Ê�¼<É�Ø�Ç�Â�À(É«Â�Ä�À(Á.ÀxÕfÁ?Â�Î�Î(½�Ò�Æ�Ê�Â�Ù¬Ç�½HÊ�Á�ÌHØOÁ¹Ä�½lÄ�À(É�ÓÔÁ¹Î
SO(n)

ä�À(¼¬Â�É�ÊlÁ¹Î(Î�½ É�ØOÁ¹Ä�Ò�É�À�Á
n½lÖ�½lÄ Ú λm = 0 6= λm−1

¿¹Ä�Ò |µm| = 1
é�Ï�Ð�ÄÜÀ�¼¬Â©É=Êl¿�É�½ Ú

ähg���é
ci(λ) = (−1)ρ+2



∏

j 6=i

(1
2
− w̃j

)



−1

.

ÐÑÀ�Â©ÉfÂ�Ä�À(½lÎ(½�É�À�Â�Ä¬ÍvÀ�ÁCÎ�½�Ì±¿
Î(áqÀ(¼�¿�À�À�¼¬½�Ê�Á�ÌHØ�Æ�À(¿
À�Â�Á¹Ä�É¢Ç�½ ¿¹Ò�Â�Ä¬ÍàÀ(ÁàÀ(¼¬½«Ö�¿¹Ç�Æ¬½ É�Á¹Ó_À�¼¬½«Ä¬Á¹Î(Ì±¿
Ç�×
Â�Û�¿�À(Â�Á�Ä�ÊlÁ¹Ä�É�À(¿¹Ä�À(ÉiÂ�Ä�Ö�Á¹Ç�Ö¹½���¿
Ä�Ò¬½lÎ�Þ+Á¹Ä�Ò¬½�É�È�ÉxÀ(½lÌ±É=¿¹Ä�ÒÜ¿LS ¿
Í�Î(¿¹Ä¬Í¹½«Â�Ä�À�½�Î�ØOÁ¹Ç©¿�À(Â�Á�ÄÜØ�Î�Á�Ê�½l×
Ò�Æ¬Î(½àÀ(¼�¿�ÀvÂ©É�Ö�½lÎ(È+É�Â�Ì5Â�Ç©¿
Î5ä�¿¹Ç
À(¼¬Á¹Æ¬Í�¼èÄ¬Á¹ÀYÂ©Ò�½lÄ�À(Â�Ê�¿
ÇÔéiÀ(Á.À(¼¬½CÁ�Ä¬½5¿
Ø¬ØO½�¿¹Î�Â�Ä¬Í?Â�ÄèÀ(¼¬½5Ç�Â�Ä¬½�¿¹Î
Ø¬Î(Á¹Í�Î(¿¹ÌHÌ5Â�Ä¬ÍqÌ5½lÀ�¼¬Á�ÒbÏ

6<½.Êl¿¹Ä0Ä¬Á�Õ Ò¬½�É(Ê�Î(Â�ÙO½±À�¼�½?Ø¬Î(½�Ê�Â©É�½?Ê�Á¹Ä�À(½lÄ�À(ÉvÁ¹Ó=»�Ï;2fÎ�¿
Ä�É�Á¹Ä�
 É�Ì5Â�Ä�Â�Ì5Â�Û�¿�À(Â�Á�ÄRÓÔÁ¹Î(ÌqÆ¬Ç©¿
ÓÔÁ¹ÎiÀ(¼¬½vÎ(½�ß�Ä¬½ ÒÜ¾v¿
À�Á±Ê�Á�Ä�É�À(¿
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I = 1 − inf
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ci(λ)
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(βr−1 + n−1δr−1)
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