Théoremes sur les groupes de substitutions,

Par M. L. Syrow 3 Freorriksuarp, en NorvegE,

On sait que si Tordre d'un groupe de substitutions est divisible
par le nombre premier #, le groupe contient toujours une substitution
d’ordre #. Ce théoréme important est contenu dans un autre plus
général que voici: ,Si Yordre d'un groupe est divisible par u% n étant
premier, le groupe contient un faisceau partiel d'ordre ne¢, La dé.
monstration méme du théoréme fournit quelques autres propriétés
générales des groupes de substitutions. J'y ajouterai encore quelques
propositions moins générales qui s’y ratachent ou qui en écounlent,
dont quelques unes pourtant sont d&jd connues par un travail de
M. E. Mathieu.

Les notations et les termes employés sont ceux de M. C. Jordan,

1. Bi G est un groupe de substitutions dont Pordre NV est divisible
par le nombre premier #, on sait que G contient une substitution
d'ordre %, mais nous pouvons supposer plus généralement quil con-
tienne wn groupe g d'ordre »*, dont par conséquent chaque substitution
est d'un ovdre diviseur de nm®. Nous désignerons les substitutions
de g par

10,0,....
tandis que les substitutions de (f en général seront désignées par
Ty ghye....

Enfin nous supposerons que G ne contient aucun groupe partiel
dont lordre est une puissance de n supérieure & »®. Or G contient
toujours des substitutions permutables & ¢, savoir les substitutions de
ce dernier elles-mémes, mais il est possible quil en contient un nombre
plus grand; en tous cas ces substitations forment un groupe ¥, qui
contient g, et dont 'ordre sera désigné par #%v; ce nombre est & son
tour un diviseur de N; nous pouvons done faire:

N ==nevh.
Les substitutions du groupe y sevont désignées par
lo @..... .

Les 6 sont donc comprises parmi les ¢, ainsi que celles-ci parmi les ¢.
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Cela Posé\, nous allons d’abord démontrer que le nombre » doit
¢tre premier & n. Soient @y, x,... . les lettres que le groupe G
permute entre elles, ef soit 4, une fonction ratiounelle des x, invariable
par les subslitutions de g mais variable par toute autre s’ubstitution
Cette fonction prend par les substitutions de ¢ les » valeurs diﬁ"érente;

YoYU Yy o Yv—1.
Chacune de ces fonctions est invariable par les substitutions de g
mais variable par toute autre substitution. En effet, si y, se déduit
de y, par la subs.titution @, ¥, estinvariable par le groupe transformé
de g par ,, mais variable par toute autre substitution; mais ¢, étant
permutable & g, le groupe transformé se confond avec g. Or si I'on
opere dans les y les substitutions de p, on aura entre ces quantités
un groupe ' nécessairement transitif et isomorphe & y. Pour en avoir
Pordre il faut diviser celui de y par le nombre des substitutions ¢ qui
p'alterent aucune des y, cest-a-dive par 2 Liordre de ¢ est done ».
i maintenant v était divisible par n, p devrait contenir une sub-
stitution d’ordre #; une substitution correspondante @, de p devrait
remplir la condition ’
Q" =8, .

Mais puisque g, est permutable & g, on voit que dans ce eas les sub-
stitutions 6, ¢@,? formeraient un groupe d'ordre ne+! eontenu dans
G. Cela étanb contraire a Uhypothdse, on conclut que » est premier i .

Notons ici que les 8 sont les seules substitutions de p dont les
ordres sont des puissances de n. En effet, si ¢, est une substibution
de y étrangdre & g, les substitutions 8,97 forment un groupe dont
Vordve est égal a n®m, m désignant Vexposant de la puissance la
moins élevée de ¢, qui appartient & g. Or on voit sans peine que
les scules puissances de ¢ qui appartiennent a g sont celles dont les
exposants sont des multiples de m, dot il suit immédiatement que m
est un diviseur de Pordre de ¢, Si donc Vordre de ¢, était une
puissance de n, on aurait m==nf, ce qui est impossible, le groupe
des 6, ¢, ne pouvant étre d'ordre net?. )

Le nombre & n'est pas non plus divisible par n. Pour le faire
voir imaginons une fonction rationnelle des z invariable par les 'sub-
stitutions de , mais variable par toute autre substitution. Soit &
cette fonetion, et représentons par

By By By oo a1

les J valeurs quelle prend par les substitutions de G. Effectuons
dans les z les substitutions de g; par cela 2z, me varie pas, Inas
chacune des autres z prend un pombre de valeurs qul est un diviseur

de Vordre de g, clest-a-dire une puissance de 7. Qet.te puissance ne
peut se réduire 2 J'unité; si par exemple 2 était invariable par g
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et que z, se déduise de z, par la substitution v, 2, devrait &re in-
variable par le groupe transformé de g par ¥,='; or, le seul groupe
d’ordre n= contenu dans p étant g, ¥,—! devrait étre permutable & g,
ce qui n'a pas lien. Si donc on partage les fonctions 2, ... .2, _; en
systémes, en réunissant ensemble celles qui se permufent entre elles
par les substitutions de g, le nombre de fonctions contenues dans
chaque systdme sera uune puissance de n. Par conséquent le nombre
I est de la forme np 4+ 1. Lordre de g égale donc la plus grande
puissance de # qui divise Vordre de G. Les résultats obtenus se
résument ainsi:

Théoréme 1. Si he désigne la plus grande puissance duw nombre
premicr w qus divise Vordre du growpe G, ce groupe contient un aubre
g de Vordre ne; si de plus nv désigne Vordre du plus grand groupe
contenu dans G dont les substitutions sont permutables @ g, Tordre de
G sera de la forme n®v (np -+ 1).

2. Kvidemment g n'est pas le seul groupe d'ordre n* contenu dans
G, excepté seulement le cas p==0. Mais on pourrait demander si
G en contient d’autres que g et ses transformés par les substitutions
de G. Voild ce que nous allons rechercher. Soit ¢ un groupe d’ordre
n® contenu dans G mais différent de g, et solent

1876/ ....
ses substitutions. Effectuons ces substitutions dans les fonctions g,
eb réunissons en systemes celles qui par cela s'échangent entre elles.
Comme nous l'avons déji dit, le nombre des fonctions contenues dans
chaque systdme doit 8tre un divisenr de n®; on doit donc avoir une
égalité de la forme

np+1=mn+n 4+ n 4
ne, nt, w° ... désignant le nombre des fonctions contenues dans les
divers systémes. Mais cela exige qu'an moins un des exposants
abe...soit nul; en dautres termes, il faut quau moins une des
fonetions # soit invariable par toutes les substitutions de ¢, Soit 2
cette fonction, et supposons qu'elle se déduise de 2, par la- sub-
stitution 9. On 2 n'est invariable que par les substitutions ¢~ '@a¥i;
de plus ¥~ 1@,y est semblable & ., et parmi les ¢, il n’y a que
les © dont les ordres sont des puissances de n. Il faut donc quon ait
8 = 10y

pour toutes les valeurs de b. Le groupe g est donc le transformé de
g par ¥g. .

Si dailleurs on remplace v par @,¢x, on a évidemment le méme
groupe transformé. De lautre coté ¢, ne peut étre remplacée que
par @,¢;. En effet, si Von a

Y 10, = Y~ 10,y
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pour toute valeur de @, il s’ensuit

e 10, Pty == Gy
Y~ =g,

doit Yon conclut

ou
W= @y .
On peut done énoncer ce théoréme:

Théoréme 11 Tout étant posé comme au théoréme précédent, le
groupe G- contient pricisément np -+ 1 groupes distincts Tordre me; on
les obtient tous en tramsformant Uun quelconque dentre cur par los
substitutions de O, fout groupe dtant donné par n*v transformantes
distinctes.

Par un raisonnement analogue on voit que tout groupe contenu
dans G d'ordre ##, B étant moindre que e, est le transformé dun
groupe contenu dans g par une substitution de G, et quil y a au
moins n*v maniéres de P'obtenir par transformation. 11 est en effeb
possible qu’il y en ait plus, puisque de la relation

Vet 0 P T == 0,
on ne peut conclure
?L’ﬂl)k“’ == Q7
a moins qu'elle wait lien pour toute valeur de a.

3. Nous allons maintenant nous occuper du groupe g. Formons
les transformées des substitutions 160,60,.-.. par une delles; comme
par cela on ne fait que les reproduire dans un autre ordre, on a une
substitution entre les substitutions 6 elles mémes. Si on les frans-
forme successivement par toutes les substitutions de g, on a un groupe
de substitutions; cela résulte en effet immédiatement de Pidentité:

Gb—lea—lerea 95 == (649.5)~ 197- (Baeb) .

Le groupe entre les 8 quon obtient de cette manitre est nécessairement
intransitif, la substitution identique au moins étant invariable par les
transformations; mais il y a aussi d’autres substitutions invariables,
comme nous allons voir, En effet on peut réunir en systemes celles
des substitutions qui s'échangent entre elles par les transformations;
cela fait, les transformations produiront un groupe transitif entre les
substitutions de chaque systtme. Or le nombre de substitutions 6
contenues dans un systéme est un diviseur de lordre du groupe cor-
respondant; mais on voit par un raisonnement familier que l'ordre de
ce groupe est égal & ne divisé par le nombre des transformations qui
ne font varier aucune des substitutions du systéme considéré. Ainsi
donc le nombre de substitutions contenues dans chaque systéme est
une puissance de #. La substitution identique étant invariable, on
doit avoir une égalité de la forme

”a=1+%’a+nb+.-'
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ot 1nen? ... sont les nomhres des substitutions des divers systbémes,
Cela exige quan moins # — 1 des exposants ab . .. soient nuls, Ily g
done dans le groupe g au moins # substitutions, y comprise la sub-
stitution identique, qui sont invariables; en d'autres termes il y g
dans g au moins # substitutions échangeables & toutes les substitutions
du groupe.

Or puisque, deux substitutions étant échangeables, leurs puissances
le sont également, il y aura toujours parmi les substitutions échan-
geables & toutes les autres une substitution d’ordre n. Soit 0, cette
substitution, et soit %, une fonction rationnelle des z, invariable par
0,' mais variable par toute autre substitution, et représentons par

Yo Y1 Yo v v v -
les n*—1 valeurs qu'elle prend par les substitutions de g. En effectuant
dans les y les substitutions de g on aura entre ces fonctions un groupe
isomorphe & g, dont Vordre est évidemment n2—!. En vertu de ce
qui vient d'étre démontré ce groupe doit contenir une substitution
d’ordre n échangeable & toutes les substitutions du groupe. Soit main-
tenant 6, une substitution correspondante de g. Effectuée » fois de
suite 6, doit ramener toutes les y & leurs places primitives, done
B," = 0,2
De plus, si & désigne une substitution quelconque de g, 0, doit pro-
duire entre les y la méme substitution que sa transformée par &, c'est-
a-dire, on a
9-10,9 = 0,00, .
Les substitutions 8,76,% constituent évidemment un groupe dordre
»n%  Si maintenant on forme une fonction rationnelle des x invariable
par les 0,°6,%, mais variable par toute autre substitution, et qu'on
raisonne sur cette fonction, comme nous avons raisonné sur y,, on
voit que g doit contenir une substitution 6, qui remplit les conditions
0, = 0,°0,%
10,8 = 6,20,'0,.
En continuant ainsi on démontre le théoreme suivant:
Théoréme 111, Si Pordre d'un groupe est w® wn dant premier, une
substitution quelconque & du groupe peut étre exprimée par la formule

B 90"917‘92’ . v Ga_l"

o 0,7 =
9,% == 0,2
0," = 6,°6,°

By" = 8,76,°0,

LR S
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et on lon a B= 16,8 = 6,
910,80 = 0,60,
10,9 — 0,70,°0,
9—10,8 = 90‘61592’193

On voit que les facteurs de composition du groupe sont tous égaux
& %, nous pouvons donc énoncer comme corollaire la proposition suivante:

St Vordre dune dquation algébrique est une puissance d'un nombre
premier, Uéquation est résoluble par radicaux.

Supposons que le groupe g soit transitif et que le nombre des
lettres soit égal & ®f. Dans ce cas la substitution que nous avons
nommée 8, est régulitre, c’est-a-dire qu'elle déplace toutes les lettres,
et que toutes ces cyeles en contiennent un méme nombre; car autrement
elle ne serait pas évidemment échangeable & toutes les substitutions
du groupe. De plus le groupe sera imprimitif; en effet les substitutions
remplaceront les lettres contenues dans un méme cycle de 6, par des
lettres d'un méme cycle. Done l'équation le partagera par la réso-
lution d'une équation de degré nf- en nf—! équations de degré n.
Evidemment les groupes de ces dernidres équations, ainsi que celui de
I'équation auxiliaire, ne contiendront que des substitutions dont les
ordres sont des puissances de #; les équations de degré n seront par
suite abéliennes. Done:

Théoréme IV. St le degré d'une équation irréductible est nf, n
élant premier, et que Uordre de son groupe soit également une puissance
de n, Vune quelconque de ses racines se déterminera par une suite de 8
équations abéliennes de degré n.

Pour le cas n == 2 cette derniére proposition a été démontrée par
M. J. Petersen (Om de Ligninger, der kunne léses ved Kvadratrod
ete. Kjébenhavn 1871).

Ces résultats peuvent méme étre généralisés. En effet, si Pordre
du groupe d’'une équation est égal & nem, m étant moindre que n,
on a, en employant le théoreme I, p=0, m = ». Par suite toutes
les substitutions du groupe sont permutables an groupe partiel que
nous avons désigné par g. Le groupe se réduit donc & g, si lon
adjoint les fonctions que nous avons désignées par gy, ..., et qui
sont les racines d'une équation dout l'ordre et le degré sont égaux
& m. Si done V'équation auxiliaire est résoluble par radicaux, I'équation
donnée V'est également. De I3 s'ensuit comme conséquence immédiate:

Théoréme V. 8i Vordre d'une équation algébrique est

nER IR TN L L L,
nn ny ny .. .. eant premiers, si de plus on a
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N> 0 RN L, L

g > W% L L L

Bo > Ng™ ...
Véquation est résoluble par radicaus.

4. De ce qui précede on tire aussi une démonstration simple du
théoréme de M. E. Mathieu: Tout groupe transitif entre n® lettres,
n ddstgnont un nombre premier, contient une substitution régulicre d ordre
n. (Voir le journal de M. Liouville 1861.)

Soit G un groupe transitif de degré n®m, et soit N son ordre.
Or N est divisible par n%m; faisons donc

N=npe+8m N,

~

N’ étant supposé premier & #; soit de plus G le groupe d'ordre nf N’
qui contient les substitutions de G- qui ne déplacent pas z,. Maintenant
G contient un groupe g d’ordre n*+8, et les substitutions de ce dernier
qui ne déplacent.pas x, forment un groupe g¢’, dont nous désignerons
Yordre par #?. Or ¢ est évidemment contenu dans G, donc on a

r X6
Mais si Yon désigne par » le nombre des places qui sont succes-
sivement occupées par z,, quand on effectue toutes les substitutions
de g, on a, comme on sait,
ruy = pet+p

donc >N,

. Le nombre » est nécessairement une puissance de n; d'ailleurs ce
qui vient d’¢tre démontré pour 2z, a aussi lienw pour chacune des 2.
Done chaque lettre prend par le groupe ¢ un nombre de places qui
est une puissance de » égale ou supérieure & n%.

Si maintenant on suppose m =1, on voit que g doit étre transitif.
Cela étant, g doit contenir une substitution réguliere comme mnous
Vavons déja dit. Le théoreme est done démontré.

Il y a un autre cas ot Yon peut également démontrer 'existence
de substitutions régulieres. Supposons en effet « =1 avec m < #.
Puisque #® > mn, on conclut que chaque lettre prend par les sub-
stitutions de g précisément n places différentes. Si donc # réunit dans
un méme systéme les lettres qui’ s'échangent entre elles, on aura m
gystémes de n lettres chacun. Soit maintenant ¢ un cyele d'une sub-
stitution de g, ¢ représentera une substitution circulaire des n lettres
d'un méme systtme. Or si une autre substitution de g fait subir aux
mémes letires un déplacement, ce déplacement ne sera autre chose
qu'une puissance de ¢, car dans le cas contraire on pourrait des deux
substitutions dériver une troisitme qui ne soit pas d'ordre = Soit
donc 0 une substitution de g, on a
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O=cc,....0¢
¢ “désignant une substitution cireulaire entre les lettres du &*™* systéme.
Si maintenant » < m, le groupe ¢ doit contenir une substitution 6,

qui permute les lettres du (r 4 1) systéme, et d’aprés ce qui vient
d’étre dit on a .

0 =cl¢. ..t 16qa. ... 0,
les nombres 0 & ... pouvant &tre nuls. On en tire
870, = ¢p+dcpte. ot 040, .. 0.

Or, puisque le nombre des systémes est inféricur & %, on peub
déterminer p de sorte qu'aucun des nombres p +6d,p +¢,...p+ ¢
ne soit égal & zéro. On obtient ainsi une substitution ayant » - s
cycles. Si » 4 s < m, on déterminera de la méme manitre une sub-
stitution de g qui a plus de » 4 s cycles; en continuant ainsi on
finira par trouver ume substitution réguliere.

Théoréme VI. Une groupe transitif entre nim lettres, n dtant premier,
et m < n, contient une substitution réguliére d’ordre .

En vertu de ces deux théorémes tout groupe transitif entre un
nombre de lettres moindre de 12 contient des substitutions régulieres.
Mais déja pour le degré 12 il existe des groupes transitifs qui en sont.
dépourvus. Ainsi les substitutions du groupe dérivé de

8y = (202, o) (%3 %, @5) (% %5)
) = (L3 24 %) (Te g @) (X9 %10 %yy)
@ == (@ B3 X By Ty By T Ty1) (%9 %5 %7 %14)

sont semblables les unes & 6,, les autres aux puissances de ¢. Un
autre exemple est le groupe dérivé de 6, 0, et des substitutions suivantes

(@ 23 B %) (0,05) (XeZg T3 2yy) (X5 Z1p)
(002, 2, ) (2,%) (X324 %, 2y,) (25 %) -

Ces deux groupes sont d'ordre 72, et caractérisent des équations réso-
lubles par radicaux.

5. Considérons maintenant les groupes transitifs de degré premier.
Soit » le degré, N lordre du groupe. Puisque N est divisible par »
mais non divisible par n%, on a

N=nv(np+4+1)
Supposons les lettres rangées dans un ordre tel quune substitution
circulaire du groupe est exprimée par

0=k k1]
alors les substitutions permutables an groupe dérivé de © sont de la
forme

|k ak - b
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Or nv est égal & l'ordre de ce dernier groupe, done v est égal an
nombre des substitutions du groupe donné qui sont de la forme
|k ak|; v est donc un diviseur de » — 1. On a donc ce théordme:

Théoveme VII. L'ordre dun groupe tramsitif enire wn wombre
premier de lettres est de la forme nv (mp 4 1), oit n est le degre,
np + 1 le nombre des substitutions réguliéres essentiellement différentes,
Cest-a-dive, qui ne sont pas des puissances lcs unes des autres, et o v
est le nombre des substitutions de la forme |k ak|, unc substitution
circulaire quelconque dant désignée par |k k4 11.

Ces résultats sont en partie connus par les recherches de M. E,
Mathieu, qui a démontré que le nombre des substitutions ecirculaires
essentiellement différentes est de la forme np 4 1, et qu’il y en a au

moins %, un tel nombre pouvant &tre déduit des |k % 4 b] en les

transformant par les substitutions du groupe. Ce qulil faut ajouter
aux propositions de M. Mathieu pour avoir le théoreme ci-dessus ¢’est
done que toutes les substitutions circulaires peuvent étre déduite de la
manitre mentionnée, un point sur lequel M. Mathieu semble avoir -
conservé des doutes.

Qu'on se rapelle iei ces deux propositions également dues 2
M. E. Mathieu: '

1) 8 p > 0, v ne peut étre égal a 1.
2) Si p >0, ¢t que n soit de la forme 4h -+ 3, v ne peut
étre égal a 2. ,

Titant donné Pordre N d’'un groupe transitif entre » lettres, notre
théoreme permet de déterminer le nombre des substitutions circulaires
et le nombre des substitutions permutables au groupe dérivé d'une
substitution circulaire. En effet v, étant moindre que #, est com-
pletement déterminé par la congruence

N __
— = » mod #n;
n

et puis on a

N
np 4 1=>=

7
Prenons pour exemple le groupe du degré qg — 11

premier, que l'on peut déduire du groupe linéaire & » indices. Si 7

» ¢ étant un nombre

-
. . . . . -1
est un nombre premier impair, il peut arriver que qq o est un

nombre premier. FKaisons done

7 =1
==

7

" —1 ] 2 y
N=i"H@—@—d). . (¢—a".
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O] on ()it S¢ (‘l q ‘St une r ne t Ve a4 COngr C
a1 rimiti
AY als ‘Ilanb ue e n p 1 (]e 1 QX g uence

o= .
. 2" =1 mod n;
par suite on a

Zr—l+zr-—2+...—!—Z+l_:":_(zm—q)(g_,.g?)'H(z___qr—x).

Si maiantenant on fait

. r=qg =1,
on obtient
=@~ . (¢ —g-H=r
Cest-a-dire ) 7) @—g-9=r.
N -
— =7

Si donc on choisit les indices de sorte qu'une substitution circulaire
est représentée par |k k1], le groupe contiendra s substitutions
de la forme |k ak| savoir les |k g'k|; le nombre des substitutions
circulaires essentiellement différentes sera fl,’__;:_!l @—gY... (¢ —g~Y).

La formule N = #v (np - 1) véduit considérablement le nombre
des diviseurs du produit 2 .3....n propres & désigner l'ordre d'un
groupe transitif. Si par exemple on fait w =7, » doit &tre égal & 6
ou & 3, excepté pour les équations résolubles par radicaux, Mais sl
existe un groupe dordre 7 (Tp-1)6, il y en a aussi un d'ordre
7(Tp + 1) 3 contenant celles des substitutions du premier groupe qui
équivalent & un nombre pair de transpositions. Pour avoir les valeurs
de Tp -+ 1 il suffit donc dexaminer le cas =3; done Tp+ 1 doit
stre un diviseur du nombre 2. 5. 4. 3, et par conséquent égal & un des
nombres 1, 2%, 5. 3, b. 3. 2% dout le troisitme doit é&tre rejeté,
puisquil v’y a pas de groupe d’ordre 5. 3 entre 6 lettres. Pour n=11
il n’y aura que 15 cas & examiner etc.

Fxaminons maintenant la composition des groupes en question.
Qoient done G et H deux groupes transitifs, et soit & contenu dans
H et permutable & ses substitutions. Soit de plus # (np -+ 1) » Fordre
de G-, et désignons par 6,6, ... Oy ses substitutions circulaires essen-
tiellement différentes. G contient donc les np 4 1 groupes d'ordre n:
8y, 8,7, ... 8n . Silon transforme ces groupes par une su-bstitution
circulaire quelconque de H, qui sera désignée par 6, on doit les re-
produire dans un autre ordre; on & donc une §ubst1tutxon eutre ’]es
np -+ 1 groupes. Mais on voit sans peine. que si un _grm’ipe 6 n'est
pas invariable par la transformation, il doit faire pm:txe d‘un gycle de
n groupes. Donc au moins un des groupes est invariable par la
transformation. Si nous supposons qué cest 8,7, ce groupe est permu-
table 3 6, d'ot 'on conclut

= 6,0
En effet, si Ion choisit les indices de sorte que
Mathematische Annalen. V.

38
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6=k k41|,

il n'y a parmi les # (n — 1) substitutions Ik ak 4 b], seules permy.

tables & 0,7, que les |k k- &| qui sont d'ordre n. Toutes les gyb.
stitutions circulaires de H font donc partic de (.

Réciproquement, si G et I contiennent les mémes substitations

circulaires et que H contienne G, H est composé avec G. Soit toy.

jours # (np - 1) v Vordre de G, celui de H sera n (np -+ 1) v, v,

étant un diviseur de "__.:.1 Les substitutions de la forme |k ak| eop.

tenues dans H sont les puissances d'une seule d’entre elles; désignons
celle-1a par g; celles qui appartiennent & G seront par conséquent leg
puissances de @™. Or il est facile & voir que H dérive des subst-
tutions 0, 8,...6,, 9. En effet le groupe dérivé de ces substitutions
est contenu dans H; de l'autre coté son ordre me peut &tre moindre
que n (np +1) vv,, puisqu’il a #p 4 1 substitutions circulaires et v,
substitations |k @k|. De méme G dérive des substitutions 6,4, ...
0., 9. @ est donc permutable aux substitutions de H, s'il est per -
mutable & ¢. Or cela a leu, car premierement les transformées de
8, 0, ...0,, par @ sont des substitutions circulaires appartenant 3 H
et par suite & (; secondement g* est échangeable i .

Ainsi nous avons démontré le théoréme suivant:

Théoréme VIII. Pour qu'un groupe transitif de degrc premier soit
composé avec un groupe partiel, @l faut et il suffit que le second groupe
posséde toutes les substitutions circulaires dw premier.

Soit donnée une équation dont le groupe est H. Si lon forme
une fonction des racines invariable par les substitutions de G, mais
variable par toute autre substitution, elle sera évidemment racine d'une
équation abélienne de degré »,. En adjoignant cette fonction on réduit
le groupe de l'équation a G.

Si' donc une équation irréductible de degré n est composée, elle
devient simple par l'adjonction de la racine d'une équation abélienne,
dont le degré est un diviseur de n — 1,

En supposant p = 0, on retombe sur une propriété connue des
équations résolubles par radicaux.



