
Th6or~mes sur  les groupes de subs t i tu t ions .  

Par M. L. S~(now ~ FREDmUKSUALD en NOI~VEaE. 

On sait que si l'ordre d'un groupe de substitutions est divisible 
par le nombre premier n, le groupe contieat toujours une substitution 
d'ordre n. Ce thgorSme important est. contenu dans un autre plus 
g&lgral qno voici: ,Si  l'ordre d'un groupe est divisible par n ~  n grant 
premier, le groupe contient u]a f~isceau partiel d'ordre n~". La d6. 
monstration m~,me du th4orbme fburnit quelques autres propri~t~s 
g6n6rales des groupes de substitutions. J 'y ajouterai encore quelques 
propositions moins g6n6rales qui s'y ra~achent ou qui en 6coulent, 
dent quelques lines pourtant~ so]at d~j'~ connues par un travail de 
M. E. M a t h i e u .  

Les notations et los termes employ6s so]at eeux de M. C. Jo rdan .  
1. Si G est un groupe de substitutions dent l'ordre A r est divisible 

par ]o ]aombre premier n, on salt que G contient une substitution 
d'ordre n~ mais nou~ pouvons supposer plus ggngralement qu'il con- 
tienne un groupe g d'ordre n ~, dent par cons6quent chaque substitution 
est d'un ordre diviseur de n a. Nous dgsig]aerons les substitutions 
de g par 

10~ 0 2 . . . .  

tandis qne les substitutions de G en gSndral seront ddsigndes par 

1 r r . . . . .  

Enfin nous supposerons que G ne eontien~ aucun groupe partiel 
dent l'ordre est nne puissance do n supdrieure ~ n a. Or G eontient 
toujours des substitutions permutables h g, savoir les substitutions de 
ce dernier elles-m~mes~ mais il est possible qu'il en eontient un hombre 
plus grand; en tons cas ees substitutions ferment un groupe y, qui 
contient g, et dent l'ordre sera d~sigag par n~v; ce hombre est ~ son 
tour un diviseur de E ;  nous pouvons done f~ire: 

~-~-- n " v h .  
Les substitutions du troupe 7 seront dgsignges par 

1 ~p, r . . . . . .  

Les 0 sent done comprises parmi les ~p, ainsi clue cclles-ci 10armi les ~. 
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Cela pos6, nous allons d'abord d6montrer que le hombre v doit 
~tre premier 5 n. Soient x ox I x 2 . . . .  les lettres que le groupe G 
permute entre elles~ et soit Yo une fonetion ratiom~elle des x, invariable 
par les substitutions de g rnais variable par toute autre substitutSon. 
Cette fonction prend par les substitutions de ~ les v valeurs diff6rentes 

Yo Yt Y2 . . . .  y~-I .  
Chacune de ces fonctions est invariable par les substitutions de g 
mats variable par route autre substitution. Eu effet~ si Yt se d6duit 
de Y0 par la substitution q~l ~ Yl est invariable par le groupe ~ransform6 
de g par r mais variable par route autre substitution; mats r 6rant 
permutable h g~ le groupe transferrn5 se confend avee g. Or si l'on 
op~re dans les y les substitutions de 7, on aura entre ces quantit6s 
ua groupe 7" n6cessalrement transitif et isomorphe ~ 9'. Pour en aveir 
l'ordre il faut diviser celui de 7 P~  le hombre des substitutions cp qui 
n'alt~rent aucune des y~ c'est-~-dire par n ~. L'ordre de 7' esL done v. 
Si maintenant  v 6~ai~ divisible par n~ y' devrait contenir une sub- 
stitution d'ordre n; une substilution cerrespondante qo ! de 7 devrait 
rernplir la condition 

r ----- 0, �9 

Mais puisque ep~ est permutable ~L g~ on voit que duns ce eas les sub- 
stitutions 0u(pi p forrneraient un groupe d'ordre n ~+Z eontenu da~s 
G. Cela giant contraire ~ l'hypothbse~ on conclut que u est premier [~ n. 

No~ons ici que ]es 0 sent les seules substitutions de y dent les 
ordres sent des puissances de n. En effet, siep 1 est une substitution 
de 7 dtrangbre ~ g~ les substitutions 0q%p ferment un greupe dent 
l'erdre est 6gal ~ n~m~ m dgsignant l'exposant de la puissance Is 
moins glevge de % qui appartient h g. Or on volt sans peine que 
les seules puissances de cp I qui appar~iennent ~ g sent relies donl les 
exposants seat des multiples de m~ d'ofi il suit imm6diatemeut que m 
est un diviseur de l'ordre de %. Si done l'ordre de r trait une 
puissance de n~ on aurait m-~-nil, ce qui es~ impossible~ le gmut)e 

des O~ r ~ ne pouvant ~tre d'ordre n ~+,~. 
Le nombre h n'est pas non plus divisible par n. Pour Ie faire 

voir irnaginons tree fonetion rationnelle des x invariable par les sub- 
stitu~ions de ~, mats variable par reuse auire substitution. Soit eo 

retie fonetion, et repr~sentons p~r 

zo z~ z~ . . . .  z~- 
les h valeurs qu'elle prend par les substitutions de G. Effectuens 
dans ]es z les substitutions de g; par cela zo ne varie pus, mats 
chacune des autres z prend uu nernbre de valeurs qui est un diviseur 
de l'ordre de g~ c'est4-dire une puissance de n. Cette puissance ne 
peut se rgduire ?~ l'unitd; si par exemple z~ itait invariable par g 
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et que zt se d6duise de z o par ]a substitution ~Pl~ Zo devrait ~tre in- 
variable par le groupe transform6 de g par ~p~-1; or, le seul groupt 
d'ordre ~ contenu duns y grant g, ~p]-1 devrait 5tre ptrmutablt h g, 
ce qui n'a pas lieu. Si done on partage Its fonctions z, . . . .  z~,_~ en 
syst~mes~ en r6uuissant ensemble celles qui se permuttnt entre elles 
par los substitutions de g, le hombre de fonctions contenues duns 
chaque syst~me sera nne puissance de n. Par c~nsgquent le nombre 
h e s t  de la forint n2 dr-1. L'ordre de g 6gale done la plus grande 
puissance de n qui divise l'ordre de G. Les rdsultats obtenus st 
rdsument ainsi: 

Thdor~me I. Si ~ ddsigne la plus grande ~uissance du hombre 
premier n qui divise l'ordre du qrou.~e G, ce groupie contient un autre 
g de l'ordre n"; si de plus 'a~v ddsigne l'ordre du ~lus grand groupe 
contenu dans G dent los subskitutions sent pcrmutables d g, l'ordre de 
G sera de la forme n~v (n2-4- 1). 

2. t~videmment g n'est pas le seul groupe d'ordre n ~ conienu duns 
G, except~ seulement l ecas /~  ~---0. Mais on pourruit demander si 
G en contient d'autres clue g et sos transformgs par los substitutions 
de G. Voil'~ ceque  nous allons rechercher. Soit g" nn groupe d'ordrt 
rt ~ contenu dans G mais diffgrent de g,  t t  soient 

1 01' 0 ~ ' .  �9 �9 �9 

sos substitutions. Effectuons ces substitutions dans los fonctions z, 
et rgunissons en syst~mes cellos qui par cola s'6changent entre elles. 
Comme nous l'avons dgj'~ dit~ le hombre des fonctious contenues duns 
chuque syst~me dolt ~tre an diviseur de n~; on dolt done avoir une 
4galit4 de la forme 

n ~, n b, n ~  d6signan~ le nombre des reactions contennes duns los 
divers syst~,mes. Mais cela exige qu'an moins un des exposants 
a b c . . .  soit nul; en d'autres termes~ il faut qu'au moins une des 
fonctions z soi~ invariable par routes les substitutions de g'. Soit z~ 
cette fonction~ et supposons qu'elle se dgduise de z0 par l a  sub- 
stitution ~k. Oa z~ n'est invariable que par les substitutions r162162 
de plus ~O~-~cp~r est semblable ~ ~o~, et parmi los ~o~, il n'y a que 
los 0 donl les ordres sent des puissances de n. I1 faut done qu'on ai~ 

0~" ~- ~ -  ~ % ~,~ 

pour routes les valeurs de b. Le groupe g' est dent le transformg de 
g par r 

Si d'ailleurs on romp]ace ~ par q ~ ,  on a 6videmment le m~me 
groupe transferred. De l'autre c5t6 ~p~ ne pent ~tre remplac~e ClUe 
par Trlb~. En effe~ si t o n  a 
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pour toute valeur de a~ il s'ensuit 

d'ofl 1'011 conclu6 

ou 

On peat donc 6noncer ce thdorkme: 
Thdor~,n~e 1I. Toztt dtant 205"6 comme au thdor~me Wdcddent, te 

groupe G eontient ~rdeis~ment np -+- 1 groul~es distincts d'ordre n~; on 
les obtient tous en trans[br,mant Fun quelconque d'entre eux par les 
substitutions dc G, tout grou2e dtant donnd 2 a t  n~v transfbrmantes 
distinctes. 

Par un raisonnement analogue on voit que tout groupe eontenu 
dans G d'ordre n/~, /3 6taut moindre que ~ est le transformg d'ua 
groupe contenu dans g par une substitution de G,  et qu'il y a au 
moi~hs n~v mani~res de l'obtenir par transformation. ]l est en ett~t 
possible qu'il y e n  air plus, puisque de la relation 

~Pk*f--i0~p~$k -1  ~-- 0b 
on ne peut conclure 

�9 ~ moins qu'elle n'ait lieu pour route valeur de a. 
3. Nous allons maintenant nous oeeuper du groupe g. Formons 

les transformtes des substitutions 1 0 j O ~ . . . .  par' une d~elles; comme 
par cela on ne fair que Ies reproduire darts un autre ordre, on a une 
substitution entre les substitutions 0 elles mtmes. Si on les trans- 
forme successivement par routes les substitutions de g~ on a u n  groupe 
de substitutions; cela r~sulte en effet imm~diatement de l'identitg: 

o h -  ----- (ooo )- 

Le groupe entre les 0 qu'on obtient de eette manib, re est nteessairemeut 
intransitif, la substitution identique au moins 6tant invariable par Ies 
transformations; mais il y a aussi d'autres substitutions invariables, 
comme nous allons voir. En  effet on pent rgunir en systgmes celles 
des subsgtutions qui s'gehangent entre elles par Ies ~ransformations; 
cela fair, les transformations produiront nn groupe transitif entre les 
substitutions de ehaque syst~me. Or le nombre de substitutions e 
eontenues dans un syst~me est un diviseur de l'ordre du groupe cor- 
respondant; mais on volt par un raisonnement familier que l'ordre de 
ce groupe est 6gal ?~ n" divisg par le hombre des transformations qui 
ne fon~ varier audune des substitutions da syst~me considgr& Ainsi 
done le hombre de substitutions contenues dans chaque systgme est 
nne puissance de n. La substitution identique grant invariabl% on 
doit avoir une 6galitg de la forme 



588 L. S~Low. 

off l n ~ n b . . ,  sont les nombres des subst i tu t ionsdes  divers systbmes. 
Cela exige qu'au moths n - -  1 des exposants a b . . .  soient mds. I1 y a 
done darts le groupe g au moins n substitutions, y comprise la sub- 
stitution identique, qui soar invariables; en d'autres termes il y a 
dans g au moths n substitutions 6changeables '5 routes les substitutions 
du groupe. 

Or puisque~ deux substitutions 6taut 6changeables~ leurs puissances 
le sont 6galement, il y aura toujours parmi les substitutions 6chan- 
geables h routes les autres une substitution d'ordre n. Soit 00 cette 
substitution, et soit Y0 une fonction rationnelle des x~ invariable par 
0o ~ mais variable par route autre substitution, et reprdsentons par 

Y0 Yi Y2 . . . . .  

les n a -  1 valeurs qu'elle prend par les substitutions de g. En  effectuant 
dans les y les substitutions de g on aura entre ces fonctions un ~oupe 
isomorphe ~ g~ dont l'ordre est 6videmment n - - L  En vertu de ce 
qui vient d'etre d6montr6 ce groupe doit contenir uue substitution 
d'ordre n 6changeable ~ routes les substitutions du groupe. Soit main- 
tenant  0j une substitution correspondante de g. Effectu6e n lois de 
suite 01 doit ramener routes les y .~ leurs places primitives, donc 

01 n ~ 09a .  

De plus, si O d6signe une substitution quelconque de g, 01 dolt pro- 
duire entre les y la m~me substitution que sa transformde par #, c'est- 
~-dire~ on a 

- 101 ~ __~ 0o ~ 01. 

Les substitutions 0o~01 k constituent 6videmment un groupe d'ordre 
n e. Si m~intenant on forme une fonction rationnelle des x ihvariable 
par ]es 00~0~ ~, mats variable par route autre substitution, et qu'on 
raisonne sur cette fonction t comme nous avons raisonnd sur Yo, on 
volt que g doit contenir une substitution O~ qui remplit les conditions 

0~ n ~.~ OoCOl~ 

0,-10~@ .~ OoeOtt02. 

En continuant ainsi on ddmontre le th6or~me suivant: 
Thdor~me I I I .  Si ~'ordre d'un grou~ve est ~ ,  n dtant premier, une 

substitution qudconque ~ du groupe 2eut ~tre ex~vrimde ~ar la ]brmule 

,,~ ~ 0o~01~02 ~ . . .  0 ~ _ ~  ~ 

o~ 0o~-~ 1 

O~ ~ ~--- 0o a 

O~ ~ ___~ 0o~0~ 

0 ~  Oo~O,~O~Y 
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et or l'on a ~ -  x Oo ~ ~ Oo 

~ - i  O j ~  = OfO l 

~ -  ~ 82.9 ~ 0o~01o02 

~--~ 03@ ~__- 00,01 ~02~03 

On volt que les faeteurs de composition du groupe sent tous 6gaux 
n, nous pouvons done 6noneer eomme corollaire la proposition suivante : 

8i l'ordre d'une dquation algdbrique est une lmissance d'un hombre 
premier, l'dquation est rdsoIuble par  radieaux. 

Supposons que le groupe g soit transitif et que le nombre des 
lettres soit dgal ~ n#. Darts ee cas 1~ substitution que nous avons 
nomm6e 00 est r6gulibre, c'est-?~-dire qu'elle d@laee routes les lettres, 
ot que routes ees cycles on contiennent un m6me nombre; ear autrement 
elle ne serait pas 6videmmen~ 6changeable ~ toutes les substitutions 
du groupe. De plus le groupe sera imprimitif; en effet les substitutions 
remplaeeront les lettxes eontenues dans un m~me cycle de 0 o par des 
le~*res d'un m~me cycle. Done l'6quation le partagera par la r6so- 
lution d'une 6quation de degr6 ~#-  x en ~V ~-x 6quations de de~6  n. 
]~videmment les groupes de ees dernibres 6quations, ainsi que eelui de 
l'6quai~ion auxiliaire, ne eontiendront que des substitutions dent les 
ordres sent des puissances de n; les 6quations de degr6 n seront par 
suife ab6liennes. Done : 

TMor~me I V .  3i  le degrd d'une dquation irrdduetible est n#, n 
dtant ~remier, et que l'ordre de son grouBe soit dgalement une Imissance 
de n~ l'r quelcongue de sos raeines se ddterminera par  une suite de fl 
dquations abe'liennes de degrd n. 

Pour le eas n -  2 eerie derni~re proposition a 6t6 d6mon~r6e par 
M. J. P e t e r s e n  (Om de Ligninger~ der kunne 16ses red Kvadratrod 
etc. Kj6benhavn 1871). 

Cos r6sult~s peuvent m~me ~tre g6n6ralis6s. En effet, si l'ordre 
du groupe d'une 6quation es~ ~g~l ~ n~m~ m 6tmn~ moindre que n, 
on a, en employant le ~h6or~rne I, p = 0 ,  m---~ v. Par  suite touLes 
les substitutions du groupe sent permutables au groupe partiel que 
nous avons d6sign6 par g. Le groupe se r6duit done ~ g ,  si l'on 
adjoint les fonetions que nous avons d6sign6es par Y o Y , . . . ,  e~ qui 
sent les racines d'une dquation dent l'ordre et le degr6 son~ 6gaux 

m. Si done I'6quation auxiliaire es~ rdsoluble par radieaux, l'6quation 
donn6e l'es~ dgalemen~. De 1~ s'ensui~ eomme eons6quence imm6diate: 

Thdor~me V. ~i  Ford/re dune  dquation alge?rrique est 

n ~t n,~ n~ . . . .  dtant ~remiers, si de ~lus ea a 
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~ ~L at Tt,2cr n3  a3 . . . .  

n 2 ~ ~3 ceJ . . . .  

l'dquation est rdsoluble par  radicaux. 
4. De ce qui prgcSde on tire aussi uae ddmonstration simple du 

~hdor~me de M. E. M a t h i e u :  Tout groul)e transitif entre n ~ lettre 6 
n ddsignant un hombre 2remier, conticnt une substitution rc~ul@re d'or&'e 
n. (Voir le journal de M. L i o u v i l l e  1861.) 

Soit G u n  groupe transit if  de degr6 n~m,  ct soit N son ordre. 
Or _N-est divisible par n"m;  faisons done 

N ~--- n" +t~ m N ' ,  

giant supposd premier "~ n;  soit de plus G' le groupe d'ordre n~N' 
qui coniient les substitutions de G qui ne dgplacent pus x 0. Maintenant 
G contient un groupe g d'ordre n~+~, et les substitutions de ce dernier 
qui ne ddplacent.pas x 0 forment un groupe g', dont nous dgsignerons 
l'ordre par n r. Or g' est 6videmment contenu duns G', done on a 

Mais si l'on dgsigne par r le nombre des places qui sont sucees- 
sivement occupges par xo, quand on effectue routes les substitutions 
de g~ on % comme on sait~ 

rnr ~ na+~ 

done r >= n~ .  

Le hombre r esr ndcessairement une puissance de n; d'ailleurs ce 
qui ~ient d'gtre dgmontrg pour x 0 a aussi lieu pour chacune des x. 
Done ehaque leKre prend par le groupe g un hombre de places qui 
est une puissance de n dgale ou supdrieure h n~. 

Si maintenant on suppose m ~---1, on volt que g dolt ~tre transitif. 
Cela giant, g dolt contenir une substitution rgguli~re comme nous 
l'avons dgj~ dit. Le thdor~me esl done ddmont%. 

I1 y a u n  autre cas off Yon peut dgalement ddmontrer l'existence 
de substitutions %gu]i~res. Supposons en effet a------1 avec m < n. 
Puisque n ~ ) ran, on conelnt que chaque lettre prend par les sub- 
sti~uiions de g prgcisgment n places diffgrentes. Si done m rgunit duns 
un mgme syst~me les lettre's qui" s 'gchangent entre elles, on aura m 
syst~mes de n lettres chacun. Soit maintenant  c u n  cycle d'une sub- 
stitution de g, c reprgsentera une substitution circulaire des n lettres 
d'un m~me syst~me. Or si nne autre substitution de g fair subir aux 
mgmes lettres un d@lacement, ce d@lacement ne sera autre chose 
qu'une puissance de c, cur duns le cas cour t , i re  on pourrait des deux 
substitutions dgriver une troisi~me qui ne soit pus d'ordre n. Soit 
done 0 une substitution de g, on a 
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0 ~--- c~ c 2 . . . .  c~ 

ck d~signant une substitution circulaire entre les lettres du k i~m' syst~me. 
Si maintenant r < m, le groupe g dolt contenir une substitution 01 
qui permute les ]ettres du (r -+- 1) '~"' syst~me~ et d'aprSs ce qui vient 
d'6tre dit on a 

O~ ~ - -  CtO C,2 a . . . C ~ . ~ C r T l e r + ~  . . . .  fl~, 
les hombres ~ , . . .  ~ pouvant 6tre nuls. On en tire 

OPO 1 = ClP + J C2P + * �9 �9 �9 e r P  + C Cr + l Cr -{- 2 �9 �9 . e s  . 

Or~ puisque le hombre des syst~mes est inf6rieur ~ n, on peut 
dgterminer p de sorte qu'aucun des hombres p + d,/9 -J- e~ . . ./o + 
ne soit 6gal h z6ro. On obtient ainsi une substitution ayant r + s 
cycles. S i r  Jr-s < m~ on ddterminera de la m~me mani~re une sub- 
stitution de g qui a plus de r + s cycles; en continuant ainsi on 
finira par trouver une substitution r6guli~re. 

Thdor~me 17I. Une groupe transitif entre n m lettres, n ~tant premie" G 
et m < n,  contient une substitution rc~uliOre d'ordre n. 

En vertu de ces deux thgor~mes tout groupe transitif entre un 
hombre de lettres moindre de 12 contient des substitutions rgguli~res, 
Mats dgjh pour le degrd 12 il existe des groupes transitifs qui en sont. 
d@ourvus. Ainsi les subsLitntions du groupe ddriv6 de 

o0 ---- (Xo x, x9 (x3 x~ x~) (x6 x~ xs) 
o, = (x~x4x~) (x6x~x~) (xgX,oXj~) 

= (xox3x~xox, x4xsx,,) (x2x~x~X,o) 

sont semblables les unes ~ 0o, lee autres ~ux puissances de (p. Un 
autre exemple est le groupe d6riv6 de 00 Ot et des substitutions suivantes 

(Xo x3 xt z4) (x~ x O (x~ x0 ~ x,,) (x~ x,o) 
(Xo x~ x, x~) (x~x~) (x~x~ x~x,,) (x~ x~0). 

Ces deux groupes sont d'ordre 72, et caractdrisen~ des dquations rdso- 
lubles par radicaux. 

5. Considdrons maintenant lee groupes transitifs de degr6 premier. 
Soit n te degrd, N l'ordre du groupe. Puisque N est divisible par n 
mats non divisible par n 2, on a 

N = n v ( n p +  1) 

Supposons les lettres rangdes dans un ordre tel qu'une substitution 
cireulMre du groupe es~ exprim6e par 

Mors les substitutions permutables au groupe ddrivd de 0 sent de la 
forme 

[k a k  + bl 
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Or n v e s t  ggal ~ l'ordre de ce dernier groupe~ done v est 6gal au 
hombre des substitutions du groupe donng qui sont de la forn~e 
tk akl; v e s t  done un diviseur de n -  1. On a done ce th6orgme: 

Thdor~me VII .  L'orclre d'un groupe transitif entre un hombre 
l~remier de lettres est de la forme n v  ( r i p +  1), o5 n e s t  le degrd, 
n p - t -  1 le nombre des substitutions rgguli~res essentiellement diffdrentes, 
c'est-&dire, qui ne sont 1)as des puissances les unes des autrcs, et o~ v 
est le hombre des substitutions de la forme l k a kl, une substitution 
circulaire quelconque dtant ddsignde par I k k--~ 11. 

Ces r6sultats son~ en pattie eonnus par les reeherches de M. E. 
M a t h i e u ,  qui a d6montrd que le nombre des substitutions eirculaires 
essentiellement diff@entes est de la forme n~p -~- I ,  et qu'il y e n  a au 

moins hr --~, un tel hombre pouvant ~tre d6duit des lk I~ -1- b t e n  les 

transformant par les substitutions du groupe. Ce qu'il faut ajouter 
aux propositions de M. M a t h i e u  pour avoir le th6orbrne ci-dessus c'est 
done que routes les sabstitutions cireulaires peuvent ~tre d6duite de la 
mani~re mentionnde, un point sur lequel M. M a t h i e u  semble avo i r  
conservg des doutes. 

Qu'on se rapelle ici ces deux propositions 6galement dues h 
M. E. M a t h i e u :  

1) Si p > O, v ne pcut ~tre dgal g 1. 
2) Si p > O~ et que n soit de ta forme 4h-~- 3, u ne peut 

~tre dgal d~ 2. 
]~tant donn6 l'ordre h r d'un groupe transitif entre n lettres~ notre 

th6orgme permet de dgterminer le hombre des substitutions eireulaires 
et le hombre des substitutions permutables an groupe d6rivg d'une 
substitution eireulaire. En effet v,  6rant moindre que n,  esg eom- 
pl~tement ddtermind par la congruence 

N 
__-- v rood n; 

n 
et puis on a 

hr 
n~o q -  1 ~ n--;" 

pour exemple le groupe du degrg q q ~ ,  q d~ant un Prenons nombre 

premier, que l'on peut ddduire du groupe lin6aire ~ r indices. S i r  

q~ - 1 est un est un nombre premier impair~ il peut arriver que q -  1 

nombre premier. Faisons done 

q r  __ 1 
n - -  q - - 1  

q r  __ 1 

- -  f ( r  - q )  ( q "  - �9 �9 - q -9. 
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Or oil voit ai~6me~t que q est une tactile primitive de la congruence 

z ~ _~ 1 rood ~; 
p a r  s tr i te o n  ~, 

s + + . . .  + + 1 _-- (z - (z - . .  (z - 

Si maia~enant on fair 
z ~ q r ~ l ,  

on obtient 
(qr __ q) C~__ q ~ ) . . .  (~__ ~ _ , ) _ ~ , . .  

c'est-~-dire 
~ T  

Si done on choisit les indices de sorte qu'une substitution cireulaire 
est repr~sent6e par t k k + 1 I, le groupe contiendra @" substitutions 
de 1~ f'orme Ik ak] savoir les ]k q;k]; le hombre des substitutions 

circulaires essentiellement diffgrentes sera ~----q(q~--(/2)... ( ~  ~,.~i). 

La formule N----- ~v (rip -~- 1) r6duit considgrabtement le hombre 
des diviseurs du produit 2 . 3  . . . .  n propres ~ dgsigner l'ordro d'un 
groape transitif. Si par exempte on fair n ---- 7, v deft ~tre ~gal ~ 6 
ou ~ 3~ except6 pour les 6quations rgsohbles par radieaux. Mais s'il 
existe un groupe d'ordre 7 (72 + 1)6, iT y en a aussi un d'ordre 
7 (7io + 1) 3 contenant celles des substitutions du premier groupe qui 
6cluivalent h un hombre pair de trauspositions. Pour avoir les valeurs 
de 71o + ] i l  suffit done d'examiner le ca sn  -~- 3; done 7~ + 1 deft 
~tre un diviseur du hombre 2. 5. 4. 3, et par cons6quent 6gal ~ un des 
nombres l ,  23 , 5. 3, 5. 3. 23', dour le ~roisi~me doi~ 6tre rejet6, 
puisqu'il n'y a pus de groupe d'ordre 5. 3 entre 6 lettres. Pour n ~ ] 1 
il n 'y aura que 15 cas ~ examiner etc. 

Examinons maintenant la composition des groupes en question. 
Soient done G e t  H deux groupes transi~ifs, et soft G contenu duns 
H e~ permutable ~ ses substitutions. Soft de plus n (n/~ + 1) v l'ordre 
de G,  et d6signons par 0,10t. . .  0~p ses substitutions eirculaires essen- 
tiellement diff6rentes. G contient done les d/~ + 1 groupes d'ordre n: 
0 ( ,  01 ~, �9 . .  0 , j .  Si l'on transforme ces groupes par une substitution 
circulaire queleonque de H~ qui sera dgsignge par 0', on doit les re- 
produire duns un autre ordre; on ~ done une substitution entre les 
n/0--~ 1 grouloes. Mais on voit sans peine que si un groupe 0~ ~ n'est 
pas invariable par ta transformation, il deft ikire partie d'un cycle de 
n groupes. Done au moins un des groupes est invariable par la 
transformation. Si nous supposons que c'est O0 ~, ee groupe est permu- 

table k 0', d'o~ l'on conelut 
O' ~ Oo ~ �9 

En effet, si l'on choisit los indices de sorte que ~8 
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oo=Jk kq- 1], 
il n'y a parmi les n (n - -  1) substitutions II~ ale -{- hi, seules permu. 
fables g 0o" ~ que les Ik /~-Jr-b[ qui sont d'ordre n. Toutes les sub- 
stitntions circulaires de H font done partic de G. 

R&iproquement, si G e t  t I  eontiennent les m~mes substitutions 
eirculaires et que H contienne G, H est eompos6 avec G. 8oit tou- 
jours u (up q- 1.) v l'ordre de G, eelui de H sera n (up q- 1) ~,vj~ v 1 

&ant un diviseur de n - - 1 .  Les substitutions de la forme [k alc] con- 

tenues duns H sont les puissances d'une seule d'entre dies; dgsignons 
celle-lh p.ar ~; celles qui appartiennent "~ G seront par consgquent les 
puissances de ~, .  Or il est facile g voir que /~r d4rive des substi- 
tutions 0 o 0 ~ . . .  0~p ~. Ea effet le groupe dgrivg de ces substitutions 
est contenu dans H ;  de l'autre c5t4 son ordre ne peut ~tre moindre 
que n (up q- ' l )  vv,~ puisqu'il a np q- 1 substitutions circulaires et vv I 
substitutions Ik a k  I. De m~me ~ dgrive des substitutions 0 o 0 , . . .  
0 , ,  ~',. G est done permutable aux substitutions de H ,  s'il est per- 
mutable g ~. Or cela a lieu, car premi~.rement les transformges de 
0o 0 , . . .  0~ par ~ ~o sont des substitutions circulaires appartenant g jr/ 
et p~r suite h G; secondement r est gchangeable h ~. 

Ainsi nous avons d4montr6 le thgor~me suivant: 
Thgor~me V I I I .  Pour qu'un grouloe transit i f  de degrg 2remier soit 

composd avec un grouepe partiel, il faut et il suffit que le second grou2e 
2oss~de routes les substitutions circulaires du premier. 

Soit donnde une 4quation dont le groupe est H. Si l'on forme 
une fonction des racines invariable par les substitutions de G~ mais 
variable par route autre substitution~ elle sera dvidemment racine d'une 
6quation ab61ienne de degrd v 1. En adjoignant r fonction on r4duit 
le groupe de l'4quatioa g G. 

8i done une 4quation irrgductible de degrd n e s t  composde~ elle 
devient simple par l'adjonetion de la racine d'une 4quation abdlienn% 
dont le degrg est un diviseur de n -  1. 

En supposant p = O~ on retombe sur une propridt6 connue des 
6quations rdsolubles par radieaux. 


